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Konec devatenáctého a první třetina dvacátého století

Jindřich Bečvář

1 Skepse v přírodovědě na přelomu 19. a 20. století

Bouřlivý rozvoj matematiky, fyziky, astronomie a dalších přírodních, ale
i společenských věd, k němuž došlo během 19. století, vedl k velkému uspokojení
z dosažených výsledků. Tento pocit však byl v některých oborech provázen
značnou skepsí týkající se dalšího vývoje vědy. Mnoha badatelům se zdálo
téměř nemožné, aby sled objevů ve fyzice, astronomii, chemii, biologii, geografii
a dalších oborech pokračoval ve 20. století s neztenčenou silou.

Poznamenejme na okraj, že obdobně skeptické úvahy o budoucnosti matema-
tiky zaznívaly na přelomu 18. a 19. století. Doložme tento fakt úryvkem z dopisu,
který 21. září 1781 zaslal Joseph Louis Lagrange (1736–1813) svému kolegovi
a příteli, kterým nebyl nikdo jiný než Jean-Baptist le Rond d’Alembert (1717–
1783):

Il me semble aussi que la mine est presque déjà trop profonde, et qu’à moins
qu’on ne découvre de nouveaux filons il faudra tôt ou tard l’abandonner. La
Physique et la Chimie offrent maintenant des richesses plus brillantes et d’une
exploitation plus facile; aussi le goût du siècle parâıt-il entièrement tourné de ce
côté-là, et il n’est pas impossible que les places de Géométrie dans les Académies
ne deviennent un jour ce que sont actuellement les chaires d’arabe dans les
Universités.1

James Clerk Maxwell (1831–1879), skotský fyzik, jehož nejznámější výsledky
se týkají optiky a teorie elektromagnetického pole, autor slavné monografie
A Treatise on Electricity and Magnetism (1873), vyjádřil roku 1870 obdiv
k dosažené úrovni fyzikálního poznání. Na jedné straně vyslovil jistou skepsi
k dalšímu velkému rozvoji, na druhé straně však víru v sílu spočívající ve spojení
fyziky a matematiky:

It was a great step in science when men became convinced that, in order to
understand the nature of things, they must begin by asking, not whether a thing is
good or bad, noxious or beneficial, but of what kind is it? and how much is there
of it? Quality and quantity were then first recognised as the primary features to
be observed in scientific inquiry. As science has been developed, the domain
of quantity has everywhere encroached on that of quality, till the process of
scientific inquiry seems to have become simply the measurement and registration
of quantities, combined with a mathematical discussion of the numbers thus
obtained. It is this scientific method of directing our attention to those features of

1 J.A. Serret, J.G. Darboux (eds.): Oeuvres de Lagrange, Tome 13, Gauthier-Villars, Paris,
1882, 401 pages, see p. 368.
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phenomena which may be regarded as quantities which brings physical research
under the influence of mathematical reasoning.2

Světoznámý skotský fyzik William Thomson – lord Kelvin of Largs (1824–
1907),3 autor 18 knih, 661 původních prací a 70 patentů, tvůrce řady elektrických
přístrojů, který navrhl roku 1848 absolutní teplotní stupnici a který se angažoval
při pokládání telegrafního kabelu spojujícího Evropu s Amerikou, popsal roku
1871 svůj pohled na další rozvoj fyziky těmito slovy:

Accurate and minute measurement seems to the non-scientific imagination
a less lofty and dignified work than looking for something new. But nearly all
the grandest discoveries of science have been but the rewards of accurate mea-
surement and patient long-continued labour in the minute sifting of numerical
results.4

Thomas Corwin Mendenhall (1841–1924), americký fyzik a meteorolog, pro-
pagátor metrického systému v USA, v roce 1889 prezident American Association
for the Advancement of Science, který též věnoval velkou pozornost dílu Willi-
ama Shakespeara (tzv. stylometrie), se v knize A Century of Electricity z roku
1887 vyjádřil k budoucnosti vědeckého výzkumu:

More than ever before in the history of science and invention, it is safe now
to say what is possible and what is impossible. No one would claim for a moment
that during the next five hundred years the accumulated stock of knowledge of
geography will increase as it has during the last five hundred .. . In the same
way it may safely be affirmed that in electricity the past hundred years is not
likely to be duplicated in the next, at least as to great, original, and far-reaching
discoveries, or novel and almost revolutionary applications.5

Vynikající americký astronom a matematik Simon Newcomb (1835–1909),
přední odborník na nebeskou mechaniku,6 autor oblíbených knih Popular

2 Sectional Proceedings. Section A. – Mathematical and Physical Science. – President,
Prof. J. Clerk Maxwell, F.R.S., Nature 2(1870), No. 47 (Sept. 22), pp. 419–428, see p. 419,
ISSN 0028-0836.
3 William Thomson byl od roku 1851 členem Royal Society of London a v letech 1890 až

1895 jejím prezidentem. Byl členem 88 akademií a vědeckých společností, získal 21 čestných
doktorátů.
4 Inaugural Address of Sir William Thomson, LL.D., F.R.S., President, Nature 4(1871),

No. 92 (Aug. 3), pp. 262–270, see p. 265, ISSN 0028-0836.
Lordu Kelvinovi je velmi často přičítán následující výrok, který však není autentický: There is
nothing new to be discovered in physics now. All that remains is more and more precise
measurement. Viz např. C. Weiner: Who Said It First?, Physics Today 21(1968), No. 8
(August), p. 9, ISSN 0031-9228, a L. Badash: The Completeness of Nineteenth-Century
Science, ISIS 63(1972), No. 1, pp. 48–58, ISSN 0021-1753.
5 T.C. Mendenhall: A Century of Electricity, Houghton, Mifflin, Boston, New York, 1887;

revised 1890, 243 pages, see p. 223.
6 Simon Newcomb se věnoval i statistice a ekonomii, sepsal učebnice algebry, geometrie,

rovinné a sférické trigonometrie, v roce 1877 byl prezidentem American Association for the
Advancement of Science.
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Astronomy (1878), Astronomy for Everybody (1902) a The Reminiscences of an
Astronomer (1903), napsal roku 1888 v článku The Place of Astronomy Among
the Sciences slova charakterizující budoucí práci astronomů:

If the public are disappointed at not seeing brilliant discoveries coming from
all the observatories, we must remember that what are called discoveries are
not the main work of the scientific man of to-day. It would be too much to say
with confidence that the age of great discoveries in any branch of science has
passed by: yet, so far as astronomy is concerned, it must be confessed that we do
appear to be fast reaching the limits of our knowledge. . . . At the same time, so
far as we can see, one comet is so much like another that we cannot regard one
as adding in any important degree to our knowledge. The result is that the work
which really occupies the attention of the astronomer is less the discovery of new
things than the elaboration of those already known, and the entire systemization
of our knowledge.7

Americký fyzik a metrolog Albert Abraham Michelson (1852–1931), známý
jako tvůrce optických a spektrálních přístrojů a fanatik přesných měření,
jehož jméno je spjato s pokusem zjištění pohybu Země vůči éteru (1881)8

a opakovaným měřením rychlosti světla, nositel Nobelovy ceny z roku 1907,
v článku A Plea for Light Waves o budoucnosti vědeckého výzkumu napsal:

Still it is safe to say that at any rate the more important facts and laws as well
as the more promising lines of the development of their applications, are now
fairly well known, and that inducements to their further study and development
are not wanting.9

Ve stati Some of the Objects and Methods of Physical Science vyjádřil později
obdobný názor:

It is never safe to affirm that the future of physical science has no marvels in
store which may be even more astonishing than those of the past; but it seems
probable that most of the grand underlying principles have now been firmly
established and that further advances are to be sought chiefly in the rigorous
application of these principles to all the phenomena which come under our notice
.. .

An eminent physicist has remarked that the future truths of physical science
are to be looked for in the sixth place of decimals. In order to make such results
possible the student and investigator must have at his disposal the methods and
results of his predecessors, must know how to gauge their value, and to apply them
to his own work; and especially must he have at his command all the modern

7 S. Newcomb: The Place of Astronomy Among the Sciences, The Sidereal Messenger.
A Monthly Review of Astronomy 7(1888), pp. 65–73, see pp. 69–70.
8 Roku 1887 opakoval tento pokus s fyzikem a chemikem Edwardem Morleyem (1838–

1923). Experiment, který se vlastně nezdařil, neboť existenci éteru popřel, vstoupil do dějin
jako pokus Michelsonův, resp. Michelsonův–Morleyův.
9 A.A. Michelson: A Plea for Light Waves, Proceedings of the American Association for

the Advancement of Science 37(1888), pp. 67–78, see pp. 68–69.
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appliances and instruments of precision which constitute a well-equipped physical
laboratory – without which results of real value can be obtained only at immense
sacrifice of time and labor.10

Politik, historik a uznávaný publicista Charles Henry Pearson (1830–1894),
narozený v Londýně, který řadu let působil v Austrálii, autor monografií History
of England During the Early and Middle Ages (1868) a History of England in the
Fourteenth Century (1876),11 v knize National Life and Character: A Forecast
z roku 1893 spatřoval budoucnost chemie v následujícím:

Chemistry rests, when all abatements have been made, on the atomic theory,
and even if future investigation enables us to forecast with absolute precision
what the result of combinations hitherto unattempted will be, so that we can
calculate in the study what is now worked out gropingly in the laboratory, that
discovery would hardly eclipse the merit of Dalton’s contribution to science. So
it is in every department of research.12

Americký historik matematiky Florian Cajori (1859–1930), známý svými kni-
hami A History of Mathematics (1893), A History of Elementary Mathematics
(1898) a dvoudílnou monografií A History of Mathematical Notations (1928–
1929), vyjádřil v článku The Age of the Sun and the Earth. Some Ancient and
Modern Theories z roku 1908 tento názor na vývoj chemie:

We are told that, about 1878, the president of a certain chemical society
informed his hearers in an annual address that the age of discovery in chemistry
was closed, and that henceforth we had better devote ourselves to a thorough
classification of chemical phenomena.13

Anglický experimentální fyzik Joseph John Thomson (1856–1940),14 obje-
vitel elektronu, který se věnoval zejména studiu pohybu částic v elektrickém,
resp. magnetickém poli a který roku 1906 získal Nobelovu cenu za teoretický
i praktický výzkum elektrické vodivosti plynů, se roku 1909 vyjádřil o budoucím
fyzikálním výzkumu takto:

Enthusiasm has been quickened, and there is a hopeful, youthful, perhaps
exuberant, spirit abroad which leads men to make with confidence experiments
which would have been thought fantastic twenty years ago. It has quite dispelled

10 University of Chicago Quarterly Calendar 3(1894), No. 2 (August), pp. 12–15, see p. 15.
Viz též R.S. Mulliken: Spectroscopy, Quantum Chemistry and Molecular Physics, Physics
Today 21(1968), No. 4 (April), pp. 52–57, see p. 56; C. Weiner: Who Said It First?, ibid.
21(1968), No. 8 (August), p. 9, ISSN 0031-9228.
11 Poznamenejme, že Pearson roku 1894 publikoval Biographical sketch of Henry John Ste-

phen Smith, a připomeňme, že H.J.S. Smith (1826–1883) byl významným irským matematikem.
12 C.H. Pearson: National Life and Character: A Forecast, Macmillan, London, 1893,

357 pages, see p. 291; 2nd ed. 1894, reprint: 1913, 381 pages, see p. 308.
13 F. Cajori: The Age of the Sun and the Earth. Some Ancient and Modern Theories,

Scientific American 66(1908), Supplement No. 1706, pp. 174–175, ISSN 0036-8733.
14 Thomson byl od roku 1884 členem Royal Society of London a v letech 1915 až 1920 jejím

prezidentem.
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the pessimistic feeling, not uncommon at that time, that all the interesting things
had been discovered, and all that was left was to alter a decimal or two in some
physical constant. There never was any justification for this feeling, there never
were any signs of an approach to finality in science. The sum of knowledge is at
present, at any rate, a diverging not a converging series.15

Anglický matematik a astronom Ernest William Brown (1866–1938), odbor-
ník na nebeskou mechaniku (pohyb Měsíce, planet a asteroidů), který prožil
většinu života v USA (v letech 1915 až 1916 byl prezidentem American Mathe-
matical Society), napsal v biografickém článku George William Hill. 1838–1914 :

For two hundred years mathematical astronomers, many of them of the first
rank, had been devoting their energies to furnishing a complete demonstration of
the power of the law of gravitation to account for the motions of all the bodies in
the solar system within the degree of accuracy of the observations. In the third
quarter of the nineteenth century it was evident that this demonstration would
soon be made.16

Britský historik vědy William Cecil Dampier Whetham (1867–1952) vydal
roku 1904 populární knihu The Recent Development of Physical Sciences17 a po
mnoha letech publikoval knihu A Shorter History of Science (1944, 1945). Od
roku 1901 byl členem Royal Society of London, v letech 1931 až 1935 první
tajemník Zemědělské výzkumné rady (the first secretary of the Agricultural
Research Council). Ve své slavné, mnohokrát vydávané monografii A History
of Science and its Relations with Philosophy and Religion, která vyšla poprvé
roku 1929, vyjádřil tento názor na rozvoj vědy ve 20. století:

It seemed as though the main framework had been put together once for all,
and that little remained to be done but to measure physical constants to the
increased accuracy represented by another decimal place, and to carry farther
those investigations which had seemed at intervals to be on the point of solving
the problem of the structure of matter in terms of the luminiferous aether.18

Úvahy o tom, že nejdůležitější zákony fyziky již byly objeveny a že zbývá jen
upřesňovat konstanty, se velmi brzy ukázaly být značně pošetilé. Od přelomu
19. a 20. století se fyzika (a nejen ona) začala vyvíjet ještě bouřlivěji než dříve.19

15 Presidential Address to the British Association, Report of the seventy-ninth meeting of
the British Association for the Advancement of Science 1909, pp. 3–29, see p. 29.
16 E.W. Brown: George William Hill. 1838–1914, Biographical Memoirs of the National

Academy of Sciences 8(1916), pp. 275–309, see p. 281, ISSN 0077-2933.
17 J. Murray, London, 1904, xii+344 pages; 6th ed. 1927, later edition: HardPress, Miami,

Fl., 2013, 396 pages, ISBN 978-1314392715.
18 W.C. Dampier: A History of Science and its Relations with Philosophy and Religion,

Cambridge University Press, Cambridge, 1929, 1930 (xxii+514 pages, see p. 382). Later
editions: 1932, 1938, 1942, 1948 (527 pages, see p. 369), 1949, 1961, 1966; Literary Licensing,
2012 (536 pages, see p. 536), ISBN 978-1258239206.
19 Podrobněji viz L. Badash: The Completeness of Nineteenth-Century Science, ISIS

63(1972), No. 1, pp. 48–58, ISSN 0021-1753.
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Několik fundamentálních fyzikálních objevů přinesl již bezprostřední konec
devatenáctého století: rentgenové záření (1895), přirozená radioaktivita (1896),
elektron (1897), polonium a radium (1898), záření černého tělesa (1900). Ve
dvacátém století sled významných fyzikálních objevů pokračoval snad ještě in-
tenzívněji. V prvních čtyřech desetiletích k nim patřily zejména Lorentzova
transformace (1904), vysvětlení Brownova pohybu (1905), vysvětlení fotoelek-
trického jevu (1905), foton (1905), speciální teorie relativity (1905), supravodi-
vost (1911), atomové jádro (1911), kosmické záření (1912), Bohrův model atomu
(1913), obecná teorie relativity (1915, 1916), proton (1919), maticová mecha-
nika, vlnová mechanika a kvantová mechanika (1925, 1926), předpověď pozit-
ronu (1928), rozpínání vesmíru (1929), rudý posuv (1929), teorie bílých trpaslíků
(1931), přepověď neutrina (1931), neutron (1932), pozitron (1932), neutronové
hvězdy (1933), umělá radioaktivita (1934), štěpení jader uranu a řetězová reakce
(1939).20

Poznamenejme, že řada fyzikálních objevů se postupně rodila při výzkumu
vesmíru. Na přelomu 19. a 20. století začala dlouhá a úspěšná cesta do nitra
hmoty a fascinující rozvoj částicové fyziky.21

2 Matematika na přelomu 19. a 20. století

Ve srovnání s fyzikou, astronomií a ostatními přírodními vědami panoval
v matematice na přelomu devatenáctého a dvacátého století značný optimismus.
Ve druhé polovině 19. století byly totiž završeny snahy o zpřesňování matema-
tické analýzy mimo jiné zavedením ε-δ-jazyka (tzv. aritmetizace analýzy).22 Byly
tak překonány problémy, které jsou někdy souhrnně označovány jako druhá krize
matematiky,23 tj. problémy související s neopatrným, byť velmi často geniálním
zacházením s nekonečně malými a nekonečně velkými veličinami, které bylo tak

20 Podivným řízením osudu vyšla práce o řetězové reakci (N. Bohr, J.A. Wheeler: The
Mechanism of Nuclear Fission, Physical Review 56(1939), pp. 426–450) dne 1. září 1939,
tj. v prvním dnu 2. světové války, která skončila svržením dvou atomových bomb.
21 Pro hlubší seznámení s dějinami (moderní) fyziky doporučujeme tyto tituly: M. Jammer:

Concept of Space. The History of Theories on Space in Physics, Harvard University Press,
Cambridge, Mass., 1954, 196 pages; W.F. Magie: A Source Book in Physics, Harvard University
Press, Cambridge, Mass., 1935, 1963, 1969, xiv+620 pages, ISBN 978-0674823655; K. Simonyi:
A Cultural History of Physics, Taylor & Francis, Boca Raton, London, New York, 2012,
xiv+622 pages, ISBN 978-1-56881-329-5; J.Z. Buchwald, R. Fox (eds.): The Oxford Handbook
of the History of Physics, Oxford University Press, Oxford, New York, 2013, ix+945 pages,
ISBN 978-0-19-969625-3.
22 Hlavními aktéry tohoto procesu byli Bernard Bolzano (1781–1848), Augustin-Louis

Cauchy (1789–1857), Niels Henrik Abel (1802–1829), Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–
1859), Karl Theodor Weierstrass (1815–1897) a Richard Dedekind (1831–1916).
23 První krizí matematiky rozumí někteří badatelé předpokládané zhroucení základů

matematiky po objevu nesouměřitelnosti úseček. Došlo k němu ve starém Řecku někdy v pátém
století př. Kr. Předpokládá se, že východiskem z této krize byla změna tehdejšího aritmetického
pojetí matematiky na geometrické, které je prezentováno v proslulém Eukleidově díle Stoicheia
z přelomu čtvrtého a třetího století př. Kr.
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typické pro 18. století.24 Navíc bylo v sedmdesátých letech 19. století podáno
několik exaktních teorií reálných čísel.25 Matematická analýza tak byla koncem
19. století postavena na pevný základ. Slavila úspěchy i v komplexním oboru.26

Počátkem 20. století na její výsledky navázala funkcionální analýza,27 vznikla
teorie Lebesgueova integrálu, topologie, intenzívně se rozvíjela problematika in-
tegrálních rovnic atd.

Devatenácté století přineslo mnoho dalších významných matematických vý-
sledků. Připomeňme zejména objev neeukleidovské geometrie28 a jejích modelů,
významný byl rovněž rozvoj projektivní, algebraické, diferenciální a n-rozměrné
geometrie, vznik a rozšíření deskriptivní geometrie, tenzorového počtu atd.29

Byly podány důkazy základní věty algebry a objasněna problematika řeši-
telnosti algebraických rovnic v radikálech,30 byly objeveny kvaterniony, oktávy
a další systémy hyperkomplexních čísel, začala se rozvíjet teorie algeber,31 ro-

24 Nejvýznamnějšími představiteli infinitesimálního počtu v 18. století byli Johann Ber-
noulli (1667–1748), Colin MacLaurin (1698–1746), Leonhard Euler (1707–1783), Jean-Baptist
le Rond d’Alembert a Joseph Louis Lagrange.
Tehdejší zacházení s nekonečně malými veličinami kritizoval biskup George Berkeley (1685–
1753) ve svém spise The Analyst, Or, A Discourse Adressed to an Infidel Mathematician
(1734) v odstavci XXXV: And what are these Fluxions? The Velocities of evanescent Incre-
ments? And what are these same evanescent Increments? They are neither finite Quantities
nor Quantities infinitely small, nor yet nothing. May we not call them the Ghosts of departed
Quantities? Viz [Ew], pp. 60–92, v širším kontextu pp. 11–92.
25 Tři nejdůležitější teorie reálných čísel vytvořili Richard Dedekind, Georg Cantor (1845–

1918) a Karl Theodor Weierstrass. Lze však rovněž připomenout jména Charles Robert Méray
(1835–1911) a Heinrich Eduard Heine (1821–1881).
26 K rozvoji matematické analýzy v komplexním oboru přispěli v 19. století zejména

Augustin-Louis Cauchy, Bernhard Riemann (1826–1866) a Karl Theodor Weierstrass.
27 Na vzniku funkcionální analýzy se v 19. století podíleli zejména Salvatore Pincherle

(1853–1936), Vito Volterra (1860–1940) a Jacques Hadamard (1865–1963).
28 Hlavními tvůrci neeukleidovských geometrií byli Nikolaj Ivanovič Lobačevskij (1792–

1856), János Bólyai (1802–1860), Carl Friedrich Gauss (1777–1855), později Bernhard
Riemann.
29 K rozvoji geometrie přispěli v 19. století zejména Gaspard Monge (1746–1818), Carl

Friedrich Gauss, Jean-Victor Poncelet (1788–1867), August Ferdinand Möbius (1790–1868),
Michel Chasles (1793–1880), Germinal Pierre Dandelin (1794–1847), Lambert Adolf Jacob
Quetelet (1796–1874), Jacob Steiner (1796–1863), Christian von Staudt (1798–1867), Julius
Plücker (1801–1868), Hermann Grassmann (1809–1877), Bernhard Riemann, Arthur Cayley
(1821–1895) Eugenio Beltrami (1835–1900), William Clifford (1845–1879), Henri Poincaré
(1854–1912), Giuseppe Peano (1858–1932), Edouard Goursat (1858–1936), Christian Hugo
Eduard Study (1862–1930), David Hilbert (1862–1943) a Elie Cartan (1869–1951).
30 K důkazu tzv. základní věty algebry přispěli Jean Robert Argand (1768–1822) a Carl

Friedrich Gauss, později Leopold Kronecker (1823–1891), problematiku řešitelnosti algebraic-
kých rovnic v radikálech studovali již Joseph Louis Lagrange a Paolo Ruffini (1765–1822),
závažné výsledky pak podali Niels Henrik Abel a Évariste Galois (1811–1832).
31 Objeviteli konkrétních algeber byli hlavně William Rowan Hamilton (1805–1865), John

Thomas Graves (1806–1870), Arthur Cayley, William Kingdon Clifford a Hermann Günther
Grassmann (1809–1877). K obecnému pojmu lineární asociativní algebry dospěl Benjamin
Peirce (1809–1880).
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dila se teorie matic,32 vektorový počet33 atd. Vznikala nová algebra – algebra
struktur.34

Úspěšně si vedla i teorie čísel, výrazně pokročil výzkum prvočísel,35 byla
dokázána transcendentnost čísel e a π.36

Vyřešeny byly klasické problémy řecké matematiky. Po více než dvou tisíci-
letích bylo ukázáno, že zdvojení krychle, trisekce úhlu, kvadratura kruhu, rek-
tifikace kružnice a konstrukce pravidelných n-úhelníků jsou problémy obecně
neřešitelné.37

V polovině 19. století byly nalezeny souvislosti algebry a logiky,38 významný
vztah algebry a geometrie byl roku 1872 představen v Erlangenském programu.39

Matematika slavila v 19. století úspěchy i v řadě aplikací, zejména v nebeské
mechanice. Velikou propagací matematiky byl roku 1846 objev nové planety,
později nazvané Neptun, založený na výpočtech vycházejících z poruch pohybu
planety Uran.40 Matematika byla využívána v geodézii, krystalografii, kartografii
atd., i v technických vědách.

Pro 2. mezinárodní kongres matematiků, který se konal v srpnu roku 1900
v Paříži, sepsal David Hilbert, nejvýznamnější matematik té doby, přehled 23
problémů, o nichž předpokládal, že budou v matematice 20. století hrát zásadní
roli.41 Řada z nich opravdu výrazným způsobem matematické bádání dvacátého

32 Teorii matic a forem rozvíjeli v 19. století Arthur Cayley, James Joseph Sylvester (1814–
1897), Georg Ferdinand Frobenius (1849–1917), Karl Theodor Weierstrass, Charles Hermite
(1822–1901) a další.
33 Vektorový počet rozpracovali William Rowan Hamilton, Hermann Günther Grassmann,

Josiah Willard Gibbs (1839–1903), James Clerk Maxwell (1831–1879), Oliver Heawiside (1850–
1925) a další.
34 Ke zrodu algebry struktur přispěli v 19. století hlavně Carl Friedrich Gauss, Ernst

Eduard Kummer (1810–1893), Arthur Cayley, Leopold Kronecker, Augustin-Louis Cauchy,
Richard Dedekind, Camile Jordan (1838–1922), Évariste Galois a Heinrich Weber (1842–1913),
Ludwig Otto Hölder (1859–1937).
35 Významné práce zveřejnili Carl Friedrich Gauss, Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Ernst

Eduard Kummer, Richard Dedekind, Jacques Hadamard a Charles de La Vallée-Poussin (1866–
1962).
36 Transcendentnost čísel e a π dokázali Charles Hermite a Ferdinand Lindemann (1852–

1939).
37 Tuto problematiku vyřešili Pierre Laurent Wantzel (1814–1848), Ferdinand Lindemann

a Carl Friedrich Gauss.
38 Hlavními aktéry byli Auguste de Morgan (1806–1871), George Boole (1815–1864), později

Charles Sanders Peirce (1839–1914), John Venn (1834–1923), William Stanley Jevons (1835–
1882) a Ernst Schröder (1841–1902).
39 Jako Erlangenský program je označována inaugurační profesorská přednáška Felixe

Kleina (1849–1925) na univerzitě v Erlangenu roku 1872.
40 Výpočty provedli nezávisle na sobě John Couch Adams (1819–1892) a Urbain Jean

Joseph Le Verrier (1811–1877).
41 Na kongresu jich však přednesl na radu Adolfa Hurwitze (1859–1919) a Hermanna

Minkowskiho (1864–1909) jen deset; tři se týkaly základů matematiky, čtyři aritmetiky
a algebry, tři teorie funkcí a variačního počtu.
Hilbertův text vyšel ve francouzském překladu pod názvem Sur les problèmes futurs des
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století ovlivnila. Velké uspokojení ze současného stavu matematiky vyjádřil na
tomto kongresu Henri Poincaré (1854–1912). Ve svém příspěvku Du rôle de
l’intuition et de la logique en mathématiques uvedl:

Il ne reste plus aujourd’hui en Analyse que des nombres entiers ou des
systèmes finis ou infinis de nombres entiers, reliés entre eux par un réseau de
relations d’égalité ou d’inégalité.

Les Mathématiques, comme on l’a dit, se sont arithmétisées.

. . . On peut dire qu’aujourd’hui la rigueur absolue est atteinte.42

„Matematický optimismusÿ přelomu 19. a 20. století vyplýval jednak z úspěchů
matematiky devatenáctého století, jednak z radostného očekávání významných
výsledků století dvacátého.43

3 Teorie množin

V 19. století se zrodila teorie množin. Některé její myšlenky formuloval
v posledních letech svého života Bernard Bolzano, matematik a filozof italsko-
německého původu, který prožil celý život v Čechách. Jeho kniha Paradoxien
des Unendlichen44 byla publikována až po jeho smrti, roku 1851.

mathématiques ve sjezdovém sborníku [Co], pp. 58–114. Německy byl publikován pod názvem
Mathematische Probleme v Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen,
Math.-phys. Klasse, 1900, pp. 253–297, a v časopisu Archiv der Mathematik und Physik
1(1901), pp. 44–63, 213–237. Viz též [Hi]-III, pp. 290–329. Anglický překlad vyšel pod názvem
Mathematical Problems v časopisu Bulletin of the American Mathematical Society 8(1902),
pp. 437–479, ISSN 0273-0979, a v [Ew], pp. 1096–1105.
Širší souvislosti viz F.E. Browder (ed.): Mathematical Developments Arising from Hilbert
Problems, AMS, Providence, 1976, xii+628 pages, ISBN 0-8218-1428-1; M. Hazewinkel: David
Hilbert, Paper on Mathematical Problems (1901 ), [GG2], pp. 732–747.
P.S. Aleksandrov (ed.): Problemy Gil’berta, Nauka, Moskva, 1969, 239 pages. German
translation: Die Hilbertschen Probleme. Erläutert von einem Autorenkollektiv unter der

Redaktion von P.S. Aleksandrov, 4. Auflage, Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 2007, 302
pages, ISBN 978-3-8171-3401-4.
42 H. Poincaré: Du rôle de l’intuition et de la logique en mathématiques, [Co], pp. 115–130,

see pp. 120, 122.
43 O vývoji matematiky viz např. M. Kline:Mathematical Thought from Ancient to Modern

Times, Oxford University Press, New York, 1972, xvii+1238 pages; reprint ve třech dílech:
1990, xvii+390+xxii, xvii+391–812+xxii, xv+813–1211+xxii pages, ISBN 0-19-506135-7,
0-19-506136-5, 0-19-506137-3; U.C. Merzbach, C.B. Boyer: A History of Mathematics, 3rd ed.
Wiley, Hoboken, NJ, 2011, xx+688 pages, ISBN 978-0-470-52548-7; I. Grattan-Guinness (ed.):
Companion Encyclopedia of the History and Philosophy of the Mathematical Sciences I., II.,
Routledge, London, 1994, xiii+842, xi+843–1806 pages, ISBN 0-415-03785-9; later edition:
Johns Hopkins University Press, Baltimore, London, 2003, ISBN 0-8018-7396-7, 0-8018-7397-
5.
44 B. Bolzano: Paradoxien des Unendlichen, C.H. Reclam sen., Leipzig, 1851, xiii+134

pages (ed. F. Příhonský); 2nd ed. Mayer und Müller, Berlin, 1889. New ed. Meiner, Ham-
burg, 2012, iii+228 pages, ISBN 978-3-7873-2161-2. English translation: Paradoxes of the In-
finite, Routledge & Kegan Paul, London, 1950; Routledge Revivals, 2014, 190 pages, ISBN
9781317748571.
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Bernard Bolzano se v ní plně postavil za přijetí aktuálního nekonečna. Navázal
tak na německého matematika, fyzika a filozofa, právníka a diplomata Gottfrieda
Wilhelma Leibnize (1646–1716), který jako jeden z mála matematiků aktuální
nekonečno prosazoval. Jako motto své knihy proto Bolzano použil následující
Leibnizovu myšlenku:

Je suis tellement pour l’infini actuel, qu’au lieu d’admettre, que la nature
l’abhorre, comme l’on dit vulgairement, je tiens qu’elle l’affecte par-tout, pour
mieux marquer les perfections de son Auteur.45

Bolzano však patrně nedospěl k tomu, že nekonečna mohou být „různě
velikáÿ. To zjistil 7. prosince 1873 německý matematik Georg Cantor při
studiu trigonometrických řad a svůj objev ještě téhož dne oznámil Richardu
Dedekindovi.

So glaube ich schließlich zum Grund gekommen zu sein, weshalb sich der
in meinen früheren Briefen mit (x) bezeichnete Inbegriff nicht dem mit (n)
bezeichneten eindeutig zuordnen läßt.46

Již v prosinci roku 1873 odeslal Cantor do tisku práci Ueber eine Eigenschaft
des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,47 která je dnes považována za
první práci z teorie množin, ačkoliv se v ní termín množina (Menge) nevyskytuje.

V letech 1873 až 1884 vybudoval teorii kardinálních a ordinálních čísel,
o níž dnes hovoříme jako o naivní, intuitivní nebo cantorovské teorii množin.48

Dlouho se trápil otázkou, zda existuje množina, která je nespočetná a má
menší mohutnost než kontinuum, tj. množina všech reálných čísel; negativní

45 G.W. Leibniz: Opera omnia studio Ludov. Dutens, Tom. II, part. I, p. 243.
46 In H. Meschkowski, W. Nilson (eds.): Georg Cantor. Briefe, Springer, Berlin, 1991,

xi+535 pages, see pp. 35–37, ISBN 3-540-50621-7.
V dopise z 29. 11. 1873 Cantor zavedl symboly (n) a (x) takto: Man nehme den Inbegriff aller
positiven ganzzahligen Individuen n und bezeichne ihn mit (n); ferner denke man sich etwa
den Inbegriff aller positiven reellen Zahlgrössen x und bezeichne ihn mit (x); . . . (p. 31).
Viz též E. Noether, J. Cavaillès (eds.): Briefwechsel Cantor-Dedekind, Hermann, Paris, 1937,
60 pages; I. Grattan-Guinness: The Rediscovery of the Cantor-Dedekind Correspondence,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 76(1974/1975), pp. 104–139, ISSN
0012-0456. Viz též [Ca], pp. 443–451, a [Ew], pp. 843–878, 923–940.
Poznamenejme, že diagonální metodu Cantor prezentoval až v práci Über eine elementare
Frage der Mannigfaltigkeitslehre, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
Ergänzungsband, 1(1891), pp. 75–78, ISSN 0012-0456; viz též [Ca], pp. 278–281.
47 G. Cantor: Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,

Journal für die reine und angewandte Mathematik 77(1874), pp. 258–262, ISSN 0075-4102,
viz též [Ca], pp. 115–118. English translation: On a Property of the Set of Real Algebraic
Numbers, [Ew], pp. 839–843. French translation: Sur une propriété du système de tous les
nombres algébriques, Acta Mathematica 2(1883), pp. 305–310, ISSN 0001-5962.
48 G. Cantor: Über unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen

15(1879), pp. 1–7, 17(1880), pp. 355–358, 20(1882), pp. 113–121, 21(1883), pp. 51–58, 545–586,
23(1884), pp. 453–488, ISSN 0025-5831; viz též [Ca], pp. 139–246.
G. Cantor: Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Ein mathematisch-philoso-
phischer Versuch in der Lehre des Unendlichen, Teubner, Leipzig, 1883, 46 pages; viz též [Ca],
pp. 165–209, resp. [Ew], pp. 878–919.
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odpověď je označována jako hypotéza kontinua. V devadesátých letech pak
publikoval ve dvou částech delší práci nazvanou Beiträge zur Begründung der
transfiniten Mengenlehre,49 v níž shrnul zásadní výsledky svého dlouholetého
bádání týkajícího se teorie množin.

Počáteční velká averze k teorii množin a jejímu tvůrci byla postupně překoná-
vána. Koncem 19. století již teorie množin získávala značné sympatie a uznání,
začátkem 20. století pak byla akceptována50 a na jejím základě začala být
budována téměř celá matematika. Řada matematických disciplín byla v prvním
desetiletí 20. století již víceméně postavena na teorii množin.

4 Třetí krize matematiky

Na přelomu 19. a 20. století došlo k důležitým a varujícím zjištěním. Byla
objevena řada tzv. antinomií teorie množin, které zpochybňovaly její správnost.
Vzniklá situace začala být postupně chápána jako podlomení základů celé
matematiky; někdy se hovoří o třetí krizi matematiky.

První antinomii, kterou Cantor znal již roku 1895, publikoval roku 1897
italský matematik Cesare Burali-Forti (1861–1931) v článku Una questione sui
numeri transfiniti.51 Týká se množiny všech ordinálních čísel – zní takto:

Ordinální číslo množiny všech ordinálních čísel je větší než každé ordinální
číslo.52

Patrně nejznámější antinomií je tzv. Russellův paradox. Bertrand Russell
(1872–1970) jej objevil roku 1901 a formuloval roku 1903 v knize The Principles
of Mathematics.53

49 G. Cantor: Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre, Mathematische
Annalen 46(1895), pp. 481–512, 49(1897), pp. 207–246, ISSN 0025-5831; též in [Ca], pp. 282–
356.
Italian translation (only 1st part): Contribuzione al fondamento della teoria degli insiemi
transfiniti, Rivista di matematica 5(1895), pp. 129–162, ISSN 0035-6298. French translation:
Sur les fondements de la théorie des ensambles transfinis, Mémoires de la Société des sciences
physiques et naturelles de Bordeaux 3(1899), pp. 343–437. English translation: Contributions
to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers, Open Court, 1915, ix+211 pages;
reprint: Dover, New York, 1955, ix+214 pages, též 2012, ISBN 0-486-60045-9.
50 Dokládají to i překlady Cantorových prací do dalších jazyků.
51 C. Burali-Forti: Una questione sui numeri transfiniti, Rendiconti del Circolo matematico

di Palermo 11(1897), pp. 154–164. Viz též krátká poznámka Sulle classi ben ordinate, ibid.
p. 260, ISSN 0009-725X. English translation: A Question on Transitive Numbers, [He], pp. 104–
112.
52 Viz I.M. Copi: The Burali-Forti Paradox, Philosophy of Science 25(1958), pp. 281–286,

ISSN 0031-8248; G.H. Moore, A.R. Garciadiego: Burali-Forti’s Paradox: A Reappraisal of its
Origins, Historia mathematica 8(1981), pp. 319–350, ISSN 0315-0860; Ch. Menzel: Cantor and
the Burali-Forti Paradox, The Monist 67(1984), pp. 92–107, ISSN 0026-9662.
53 B. Russell: The Principles of Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge,

1903, xxix+534 pages, see p. 101; later editions: Allen & Unwin, London, 1938, . . ., 1964,
xxxix+534 pages; Norton & Comp., 1996, 576 pages, ISBN 978-0393314045.
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Utvořme množinu všech množin, které nejsou svým prvkem:

M = {X | X /∈ X}.

Z této definice vyplývá, že je-li M ∈ M , potom je M /∈ M , a je-li M /∈ M ,
potom M ∈ M . V každém případě tedy docházíme ke sporu.54 Georg Cantor se
v té době již delší dobu trápil úvahami o množině všech množin, tj. obdobnou
antinomií.

Během krátké doby se objevila řada dalších antinomií, které vedly k závaž-
nému závěru: pojem množiny je v Cantorově teorii zaveden značně „volněÿ.55

5 Boj o exaktnost, axiomatizace

Koncem 19. století výrazně sílily tendence vedoucí k exaktní axiomatické
výstavbě jednotlivých disciplín i celé matematiky.

Poznamenejme nejprve, že metodologické zásady budování vědecké teorie
podal Aristotelés ze Stageiry (384–322) v souboru šesti spisů, jež jsou známy
pod pozdějším názvem Organon (Categories, On Interpretation, Prior Analytics,
Posterior Analytics, Topics, On Sophistical Refutations). Podle těchto zásad
sepsal Eukleidés kolem roku 300 př. Kr. své dílo Stoicheia (lat. Elementa), které
je snad nejslavnějším matematickým textem všech dob. Jsou v něm nejprve
zavedeny základní pojmy, poté formulovány tzv. postuláty popisující principy
konstrukcí kružítkem a pravítkem (tzv. eukleidovské konstrukce) a pak axiomy.
Teprve potom následuje exaktně budovaná teorie, tj. definice, věty a jejich
důkazy. Duch Eukleidova díla je výrazně geometrický; i poznatky aritmetiky
a teorie čísel jsou prezentovány v geometrické řeči.

54 Viz I. Grattan-Guinness: How Bertrand Russell Discovered his Paradox, Historia mathe-
matica 5(1978), pp. 127–137, ISSN 0315-0860; A.R. Garciadiego: Bertrand Russell and the
Origins of the Set-Theoretic Paradoxes, Birkhäuser, Basel, Boston, Berlin, 1992, xxix+264
pages, ISBN 3-7643-2669-7; G. Link (ed.): One Hundred Years of Russell’s Paradox, W. de
Gruyter, Berlin, New York, 2004, ix+662 pages, ISBN 3-11-017438-3.
55 O vzniku a vývoji teorie množin, antinomiích, o třetí krizi matematiky a snahách o její

překonání viz F.A. Medvedev: Razvitie teorii množestv v XIX veke, Nauka, Moskva, 1965,
232 pages; H. Meschkowski: Probleme des Unendlichen. Werk und Leben Georg Cantors,
Vieweg, Braunschweig, 1967, xii+288 pages; P.E. Johnson: A History of Set Theory, Prindle,
Weber & Schmidt, Boston, 1972, ix+109 pages; A.A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy (with
the collaboration of D. van Dalen): Foundations of Set Theory, 2nd ed. North-Holland,
Amsterdam, 1973, dotisk 1984, x+404 pages, ISBN 0-7204-2270-1 (1st ed. 1958, x+415
pages); H. Meschkowski: Hundert Jahre Mengenlehre, Deutscher Taschenbuch, München,
1973, 160 pages, ISBN 978-3423041423; W. Purkert: Georg Cantor und die Antinomien der
Mengenlehre, Bulletin de la Société Mathématique de Belgique 38(1986), pp. 313–327, ISSN
0037-9476; W. Purkert, H.J. Ilgauds: Georg Cantor. 1845–1918, Birkhäuser, Basel, Boston,
Stuttgart, 1987, 262 pages, ISBN 3-7643-1770-1 (1st ed. Teubner, Leipzig, 1985, 135 pages);
J.W. Dauben: Georg Cantor. His Mathematics and Philosophy of the Infinite, Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1991, 424 pages, ISBN 9780691024479; J.W. Dauben: Georg
Cantor, Paper on the Foundations of a General Set Theory (1883 ), [GG2], pp. 600–612. Viz
též [Ew], pp. 838–940, [GG1] a [He].
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Eukleidův přístup byl více než dvě tisíciletí vzorem pro sepisování matema-
tických textů. Ovlivnil však i filozofy, autory nematematických spisů, kteří si
matematiky vážili a snažili se napodobovat její exaktní přístup a prezentovali
své myšlenky geometrickým způsobem, geometrickou metodou. Snad nejvýznam-
nějším z nich byl holandský filozof Baruch (Benedictus) Spinoza (1632–1677), au-
tor spisů Renati des Cartes Principia philosophiae more geometrico demonstrata
(1663) a Ethica ordine geometrico demonstrata (1677 in Opera posthuma). Jejich
struktura odpovídá matematickému textu, tj. respektuje axiomaticko-deduktivní
stavbu. Začíná definicemi a axiomy, pokračuje tvrzeními, důkazy a důsledky.
Uveďme velmi zajímavý úvodní odstavec z předmluvy Lodewijka Meyera (1629–
1681) ke knize Renati des Cartes Principia philosophiae.

Mathematicorum in scientiis investigandis ac tradendis methodum, qua
nempe ex definitionibus, postulatis atque axiomatis conclusiones demon-
strantur, optimam esse tussimamque veritatis indagandae atque docendae viam,
omnium, qui supra vulgus sapere volunt, uninamis est sententia. Et quidem iure
merito. Etenim quum omnis rei ignotae certa ac firma cognitio non nisi ex
certo praecognitis hauriri ac derivari queat, haec neccessario ab imo praestru-
enda erunt, tanquam stabile fundamentum, cui postmodum, ne sponte subsidat
aut minimo impetu pessum eat, totum cognitionis humanae aedificium super-
imponatur. Istius autem, notae esse quae passim matheseos cultoribus nomine
definitionum, postulatorum atque axiomatum venire solent, nemini dubium esse
poterit qui nobilem istam disciplinam a limine tantum salutaverit. Definitio-
nes enim nihil aliud sunt quam terminorum atque nominum, quibus res tractan-
dae designantur, apertissimae explicationes. Postulata autem et axiomata seu
communes animi notiones adeo clarae atque perspicuae sunt enuntiationes, ut
iis omnes, qui ipsa vocabula solummodo recte intellexerint, assensum negare
nequaquam possint.56

Zdá se, že i Jan Ámos Komenský (1592–1670), často označovaný jako učitel
národů, se inspiroval stručností, jasností a strukturou matematických textů.
Ve svém půvabném, myšlenkově bohatém spise Analytická didaktika (1633)
formuloval 186 pedagogických pouček (vět), které jsou vždy v následujícím
odstavci stručně a jasně zdůvodněny (dokázány).57

56 English translation: It is admitted by all who have any claims to superior intelligence
that the method of mathematics, viz., the method by which conclusions are demonstrated
from definitions, postulates, and axioms is the best method of obtaining and imparting truth.
And rightly so; for as certain knowledge of an unknown object can only be obtained through
facts previously known, there must of necessity be certain premises on which the whole
superstructure of human knowledge rests, provided it does not fall of its own weight, or
succumb to some slight attack from without. No one who has paid any attention to the noble

study of mathematics can doubt its definitions or postulates or axioms. For definitions are
but a very open explanation of the terms and names under which the subject is discussed,
and the postulates and axioms of mathematics, or the general ideas of the mind, cannot be
denied by any one who understands the use of his vocabulary. In B. Spinoza: The Principles
of Descartes’ Philosophy, Translated from the Latin, with an Introduction by Halbert Hains
Britan, Open Court, La Salle, Illinois, 1961, lxxxi+177 pages, see p. 1.
57 The Analytical Didactic of Comenius, University of Chicago Press, Chicago, 1953, 239
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Velký důraz na přesnost stavby matematických disciplín i celé matematiky,
na principy odvozování a dokazování matematických poznatků kladli v 17. až
19. století zejména René Descartes (1596–1650), Gottfried Wilhelm Leibniz,
Auguste de Morgan, George Boole, William Stanley Jevons, Charles Sanders
Peirce a Ernst Schröder.58

Úspěšný proces zpřesňování základů matematické analýzy motivoval k úva-
hám o exaktní stavbě dalších matematických disciplín. Objev neeukleidovských
geometrií, příklad spojité funkce, která nemá v žádném bodě derivaci, existence
spojitého zobrazení úsečky na čtverec (křivka, která vyplní čtverec) a další pře-
kvapivé jevy vedly k hlubokému zamyšlení nad intuicí, nad volbou systému axi-
omů a nad jejich charakterem. Pohled na axiomy jako na jednoduchá tvrzení,
která jsou vypozorována z reálného světa, která jsou zcela zřejmá a intuitivně
jasná, byl silně zpochybněn. Koncem 19. století se matematici pokoušeli novým
způsobem charakterizovat pojmy axiom, axiomatický systém, dedukce, důkaz,
pravdivost, bezespornost atd. Velkou roli začala v matematice hrát logika.

Německý matematik a filozof Gottlob Frege (1848–1925), jeden ze zakladatelů
moderní symbolické logiky, se již v sedmdesátých letech 19. století pod vlivem
Dedekindových myšlenek intenzívně věnoval problematice logických základů
matematiky. Je prvním představitelem tzv. logicismu, směru, který matematiku
považoval za odvětví logiky a zamýšlel ji prezentovat výhradně logickými pojmy
a prostředky.

Roku 1879 vydal knížku Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens,59 v níž vybudoval axiomatické základy
symbolické logiky (predikátový počet) a nastínil svůj záměr – postavit aritmetiku
na logice, tj. dokázat aritmetické věty čistou logikou. V předmluvě napsal:

Sie [Begriffsschrift] soll also zunächst dazu dienen, die Bündigkeit einer
Schlusskette auf die sicherste Weise zu prüfen und jede Voraussetzung, die
sich unbemerkt einschleichen will, anzuzeigen, damit letztere auf ihren Ursprung
untersucht werden könne. . . .

Die Arithmetik . . . ist der Ausgangspunkt des Gedankenganges gewesen, der
mich zu meiner Begriffsschrift geleitet hat. Auf diese Wissenschaft denke ich sie
daher auch zuerst anzuwenden, indem ich ihre Begriffe weiter zu zergliedern und
ihre Sätze tiefer zu begründen suche.60

O pět let později vydal knihu Die Grundlagen der Arithmetik, eine logisch-
mathematische Untersuchung über den Begriff der Zahl,61 v níž objasnil pojmy

pages.
58 Připomeňme např. Descartovy texty Discours de la méthode a Regulae ad directionem

ingenii a Leibnizovu ideu mathesis universalis.
59 G. Frege: Begriffsschrift . . ., L. Nebert, Halle a. S., 1879, x+88 pages; later editions:

1964, 1988. English translation: Begriffsschrift, a Formula Language, Modeled upon that of
Arithmetic, for Pure Thought, [He], pp. 1–82.
60 G. Frege: Begriffsschrift und andere Aufsätze, Olms, Hildesheim, Zürich, New York,

2007, 124 pages, see pp. iv, viii, ISBN 978-3-487-00623-9.
61 G. Frege: Die Grundlagen der Arithmetik . . ., Koebner, Breslau, 1884, vii+xi+118 pages;
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číslo a počet (Zahl a Anzahl) a nastínil svůj program převedení matematiky
na logiku. Rezignoval přitom na symboliku zavedenou v knize Begriffsschrift ,
definice a věty vyjádřil přirozeným jazykem, hlavní myšlenky důkazů pouze
nastínil.

V letech 1893 a 1903 publikoval dvoudílnou knihu Grundgesetze der Arith-
metik, begriffsschriftlich abgeleitet.62 Vyšel z formálního logického systému,
pokročilejšího než v knize Begriffsschrift, sestavil pro aritmetiku konečný systém
axiomů a v řeči svého predikátového počtu odvodil základní věty aritmetiky
celých čísel, které pak rozšířil na čísla reálná, a otevřel tak cestu k vybudování
logických základů matematické analýzy. Důkazy provedl podrobně pomocí své
formální logiky. Úvod zahájil těmito slovy (see p. 1):

In meinen Grundlagen der Arithmetik habe ich wahrscheinlich zu machen
gesucht, dass die Arithmetik ein Zweig der Logik sei und weder der Erfahrung
noch der Anschauung irgendeinen Beweisgrund zu entnehmen brauche.

Krátce před odevzdáním druhého dílu do tisku se Gottlob Frege od Bertranda
Russella dozvěděl o jeho paradoxu.63 Jeho víra v exaktní budování matematiky
byla otřesena (sám totiž užil pojem množina všech množin). V závěru své knihy
(p. 253) proto uvedl:

Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas Unerwünschteres
begegnen, als dass ihm nach Vollendung einer Arbeit eine der Grundlagen
seines Baues erschüttert wird. In diese Lage wurde ich durch einen Brief des
Herrn Bertrand Russell versetzt, als der Druck dieses Bandes sich seinem Ende
näherte.

Vůdčí osobností světové logiky byl koncem 19. století italský matematik
Giuseppe Peano (1858–1932), jeden z prvních myslitelů, kteří začali důsledně
axiomatizovat matematiku, a to exaktněji a abstraktněji než bylo kdykoli dříve
zvykem. Roku 1888 formuloval v knize Calcolo geometrico64 axiomy vektorového

later edition: Meiner, Hamburg, 1988, xxii+144 pages, ISBN 3-7873-0719-2.
English translation: The Foundations of Arithmetic. A Logico-Mathematical Enquiry into
the Concept of Number, Basil Blackwell & Mott, Oxford, 1950, xxiv+xxii+119+119 pages
(německy a anglicky); Northwestern University Press, Evanston, Illinois, 1980, xi+119 pages,
ISBN 08101-0605-1. New English ed.: The Foundations of Arithmetic. A Logical-Mathematical
Investigation into the Concept of Number 1884. Translated with an Introduction and Critical
Commentary by Dale Jacquette, Pearson Education, New York, 2007, xxxii+112 pages, ISBN
0-321-24189-4.
French translation: Les fondements de l’arithmétique, L’Ordre philosophique, Seuil, 1970, 240
pages, ISBN 978-2020027366.
62 G. Frege: Grundgesetze der Arithmetik . . ., Pohle, Jena, 1893, 1903, xxxii+253, xv+265

pages, reprint: Olms, Hildesheim, 1962. English translation: The Basic Laws of Arithmetic,
Oxford University Press, 2016, 680 pages, ISBN 978-0198777304.
Viz M. Potter: Reason’s Nearest Kin, Philosophies of Arithmetic from Kant to Carnap, Oxford
University Press, Oxford, New York, 2000, x+305 pages, ISBN 0-19-925261-0.
63 Korespondence Russell-Frege viz [He], pp. 124–128.
64 G. Peano: Calcolo geometrico secondo l’Ausdehnungslehre di H. Grassmann, preceduto

dalle operazioni della logica deduttiva, Fratelli Bocca Editori, Torino, 1888, xi+171 pages;
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prostoru. O rok později publikoval ve spisku Arithmetices principia, nova
methodo exposita65 axiomy oboru přirozených čísel (tzv. Peanovy axiomy);
na řadě stránek prezentoval aritmetiku pouze formulemi. Ve svém projektu
Formulaire de mathématiques (resp. Formulario mathematico) z let 1895 až
1908 přepisoval matematiku do svého formálního jazyka, tj. do řeči formulí.
V obdobném duchu sepsal práci I principii di geometria logicamente esposti.66

Poznamenejme, že podobným způsobem jako Peano popsal přirozená čísla
Richard Dedekind v knížce Was sind und was sollen die Zahlen?,67 která vyšla
roku 1888.68

Významný počin v axiomatickém přístupu k matematice učinil David Hilbert.
Roku 1899 vydal knihu Grundlagen der Geometrie,69 v níž provedl důslednou
axiomatizaci elementární geometrie. Navázal na myšlenky, které naznačil roku
1882 Moritz Pasch (1843–1930) v knize Vorlesungen über neuere Geometrie.70

částečně otištěno in [Pe]-II, pp. 3–19. English translation:Geometric Calculus. According to the
Ausdehnungslehre of H. Grassmann, Birkhäuser, Boston, Basel, Berlin, 2000, xv+150 pages,
ISBN 0-8176-4126-2.
65 G. Peano: Arithmetices principia . . ., Fratres Bocca, Torino, 1889, xvi+20 pages, též

in [Pe]-II, pp. 20–55. English translation: The Principles of Arithmetic, Presented by a New
Method, [He], pp. 83–97.
Viz též Peanův článek Sul concetto di numero, Rivista di matematica 1(1891), pp. 87–102,
256–267, ISSN 0035-6298.
66 G. Peano: I principii di geometria logicamente esposti, Fratelli Bocca Editori, Torino,

1889, 44 pages; new ed. Kessinger, 2010, 42 pages, ISBN 978-1162494586. Též in [Pe]-II, pp. 56–
91.
67 R. Dedekind:Was sind und was sollen die Zahlen?, Vieweg, Braunschweig, 1888, xvii+58

pages; 10th ed. 1965. English translation: The Nature and Meaning of Numbers, Open Court,
Chicago, 1901; reprint: Dover, New York, 1963; též in [Ew], pp. 787–833, šířeji pp. 753–837.
68 Viz J. Ferreirós: Richard Dedekind (1888 ) and Giuseppe Peano (1889 ), Booklets on

the Foundations of Arithmetic, in [GG2], pp. 611–626. Viz též H.C. Kennedy: The Origins
of Modern Axiomatics: Pasch to Peano, The American Mathematical Monthly 79(1972),
pp. 133–136, ISSN 0002-9890; M. Segre: Peano’s Axioms in their Historical Context, Archive
for History of Exact Sciences 48(1994), pp. 201–342, ISSN 0003-9519.
69 D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, in Festschrift zur Feier der Enthüllung des Gauss-

Weber Denkmals in Göttingen, Teubner, Leipzig, 1899, pp. 1–92; reprint: EOD Network, 2015,
94 pages, ISBN 978-3226016925. 2nd ed. 1903, v+175 pages, 3rd. ed. 1909, vi+279 pages, 7th
ed. 1930, vii+326 pages, 12th ed. Teubner, Stuttgart, 1977, vii+271 pages, ISBN 3-519-22020-
2.
English translation: The Foundations of Geometry, Open Court, Chicago, 1902, vii+132
pages; later edition: BiblioLife, Charleston, SC, 2008, 144 pages, ISBN 9780559740640. French
translations: Les principes fondamentaux de la géométrie, Annales Scientifiques de l’École
normale superieure 17(1900), pp. 103–209; Les fondements de la géométrie, 1902. Russina
translation of the 7th ed.: Osnovanija geometrii, OGIZ, Moska, Leningrad, 1948, 491 pages.
Viz A. Schmidt: Zu Hilberts Grundlegung der Geometrie, in [Hi]-II, pp. 404–414; J. Gray:
Hilbert and his Grundlagen der Geometrie, in J. Gray:Worlds Out of Nothing. A Course in the
History of Geometry in the 19th Century, Springer, London, 2007, xxiii+376 pages, též 2010,
xxiv+400 pages, pp. 259–267, ISBN 978-0-85729-059-5; M.-M. Toepell: Über die Entstehung
von David Hilberts Grundlagen der Geometrie, Vandenhoeck & Ruprecht, Göttingen, 1986,
293 pages, ISBN 978-3525403099; M.-M. Toepell: David Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
First Edition (1899 ), [GG2], pp. 710–723.
70 M. Pasch: Vorlesungen über neuere Geometrie, Teubner, Leipzig, 1882, iv+201 pages.
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Hilbertův axiomatický systém byl strukturovaný: osm axiomů incidence, čtyři
axiomy uspořádání, pět axiomů shodnosti, dva axiomy spojitosti a jeden axiom
rovnoběžnosti. Zatímco Eukleidés se ve svém díle Stoicheia opíral o názornost
a řada jeho vět má konstruktivní charakter, Hilbert na reálný svět rezignoval,
svoji geometrii budoval zcela formálně a existenciálně.

V úvodu své knihy Grundlagen der Geometrie uvedl:

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, für die Geometrie
ein v o l l s t ä n d i g e s und m ö g l i c h s t e i n f a c h e s System von Axiomen
aufzustellen und aus denselben die wichtigsten geometrischen Sätze in der Weise
abzuleiten, daß dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen und die
Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen möglichst
klar zu Tage tritt.

Lobačevskij, Bólyai, Gauss, Riemann a Klein otevřeli překvapivě bohatý svět
různých geometrií. David Hilbert v knize Grundlagen der Geometrie se již
o reálný svět neopíral, byť se jím při sestavení svého axiomatického systému
inspiroval. Přísně logicky odvozoval důsledky axiomů popisujících vazby mezi
výchozími pojmy, dokazoval jednu větu za druhou a rozvíjel geometrii danou
zvoleným axiomatickým systémem. Neřešil vztah budované geometrie a světa,
který nás obklopuje, podstatná byla bezespornost jeho teorie a nezávislost
axiomů.71

Nové chápání axiomů a geometrie zdůrazňoval David Hilbert i na svých
přednáškách. Někdy uváděl, že si pod výchozími pojmy můžeme představovat
cokoli, že podstatné jsou pouze a jedině vztahy, které mezi nimi platí:

One must be able to say at all times – instead of points, straight lines, and
planes – tables, chairs, and beer mugs.72

Koncem devatenáctého století a na začátku století dvacátého se tedy objevily
významné snahy po exaktním axiomatickém vybudování matematiky. Realizo-
valy se zejména v aritmetice a v geometrii. Dokládají to práce, které sepsali
hlavně Frege, Peano, Dedekind a Hilbert. Významnou roli sehrála moderní ma-
tematická logika (Frege, Peano).

6 Etablování teorie množin

V prvních dvou desetiletích 20. století teorie množin v matematice pevně za-
kotvila, přestože byly stále pociťovány rozpaky vyplývající z existence antinomií.

Druhé vydání (Springer, Berlin, 1926, x+275 pages) obsahuje připojenou stať Maxe Dehna
(1878–1952) pojmenovanou Die Grundlegung der Geometrie in historischer Entwicklung,
pp. 185–271; reprint: 1976, ISBN 3-540-06294-7.
Viz též D. Tamari: Moritz Pasch (1843–1930), Vater der modernen Axiomatik, Shaker,
Aachen, 2007, 360 pages, ISBN 978-3832262440.
71 Druhá kapitola Hilbertovy knihy se jmenuje Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige

Unabhängigkeit der Axiome.
72 See [Re], p. 57.
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Snadno to lze doložit odkazem na časopisecké a knižní tituly, které byly nové
teorii věnovány.

Německý matematik Gerhard Hessenberg (1874–1925) publikoval roku 1906
práci Grundbegriffe der Mengenlehre,73 manželé William Henry Young (1863–
1942) a Grace Chisholm Young (1868–1944) vydali ve stejném roce knihu The
theory of sets of points,74 polský matematik Wac law Sierpiński (1882–1969)
sepsal knihu Zarys teoryi mnogości,75 která byla vytištěna roku 1912.

Arthur Schoenflies (1853–1928) publikoval roku 1900 obsáhlou stať nazvanou
Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten,76 roku 1908 vy-
dal se stejným názvem její pokračování knižně77 a o pět let později i upravený
první díl pod modifikovaným názvem Entwickelung der Mengenlehre und ihrer
Anwendungen.78 S přepracováním textu mu pomáhal Hans Hahn (1879–1934).79

Arthur Schoenflies je rovněž autorem stati Mengenlehre (1899) otištěné v En-
cyklopädie der mathematischen Wissenschaften80 a několika prací týkajících se
axiomatiky teorie množin a antinomií.81

Jednu z prvních učebnic teorie množin, knihu Grundzüge der Mengenlehre,
publikoval roku 1914 významný německý matematik Felix Hausdorff (1868–

73 G. Hessenberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandlungen der Friesschen Schule,
Neue Folge 1, Heft IV, 1906, pp. 479–706; též knižně: Vandenhoeck und Ruprecht, Göttingen,
1906, viii+220 pages.
74 W.H. Young, G.C. Young: The theory of sets of points, Cambridge University Press,

Cambridge, 1906, xii+316 pages; reprinted: 2009, xiv+316 pages, ISBN 9780511694240.
75 W. Sierpiński: Zarys teoryi mnogości, Biblioteka matematyczno-fizycna 9, Warszawa,

1912, 158 pages.
76 A. Schoenflies: Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Jahresbe-

richt der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Ergänzungsband, 8(1900), pp. 1–250, ISSN
0012-0456.
77 A. Schoenflies: Die Entwickelung .. ., Teubner, Leipzig, 1908, x+331 pages.
78 A. Schoenflies: Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen, Teubner,

Leipzig, 1913, xi+389 pages.
79 Hans Hahn měl o teorii množin a otázky nekonečna velký zájem, jak dokládají některé

jeho práce. H. Hahn et al.: Diskussion zur Grundlegung der Mathematik, Erkenntnis 2(1931),
pp. 135–149. H. Hahn: Die Krise der Anschauung, in Krise und Neuaufbau in den exakten
Wissenschaften. Fünf Wiener Vorträge, Deuticke, Wien, Leipzig, 1933, ii+123 pages, pp. 41–
64; H. Hahn: Gibt es Unendliches?, in Alte Probleme – Neu Lösungen in den exakten
Wissenschaften. Fünf Wiener Vorträge, Deuticke, Wien, Leipzig, 1934, 122 pages, pp. 93–116.
Oba články jsou otištěny v knize H. Hahn: Empirismus, Logik, Mathematik, B.F. McGuinness,
ed., Suhrkamp, Frankfurt am Main, 1988, 179 pages, ISBN 351828245X; anglická verze:
Empiricism, Logic and Mathematics. Philosophical Papers, Reidel, Dordrecht, 1980, xx+142
pages, pp. 73–102, 103–131, ISBN 978-90-277-1065-9 (The Crisis in Intuition, Does the Infinite
Exist?).
80 Bd. I-1. Arithmetik und Algebra, Teubner, Leipzig, 1900–1904, pp. 184–207.
81 A. Schoenflies: Über die logischen Paradoxien der Mengenlehre, Jahresbericht der

Deutschen Mathematiker-Vereinigung 15(1906), pp. 19–25, ISSN 0012-0456. A. Schoenflies: Zur
Grundlegung der Mengenlehre, Mathematische Annalen 72(1912), pp. 551–561. A. Schoenflies:
Zur Axiomatik der Mengenlehre, ibid. 83(1921), pp. 173–200. A. Schoenflies: Bemerkung zur
Axiomatik der Größen und Mengen, ibid. 85(1922), pp. 60–64, ISSN 0025-5831. A. Schoenflies:
Die Krisis in Cantor’s mathematischen Schaffen, Acta mathematica 50(1927), pp. 1–23.
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1942),82 který již v letech 1906 až 1909 sepsal významné práce o uspořá-
daných množinách. Další úspěšnou učebnici vydal roku 1919 Abraham Adolf
Fraenkel (1891–1965) pod názvem Einleitung in die Mengenlehre. Eine gemein-
verständliche Einführung in das Reich des unendlichen Größen.83 Připomeňme
ještě malou knížku Mengenlehre, kterou sepsal Erich Kamke (1890–1961) pro
populární edici Sammlung Göschen.84

Učebnice a monografie věnované teorii množin jsou dokladem toho, že si tato
teorie v prvních dvou desetiletích 20. století v matematice vydobyla pevné místo.

7 Cesta z krize

Řada matematiků, logiků a filozofů se v prvních třech desetiletích 20. století
trápila situací, v níž se nalézala teorie množin po objevu antinomií. Mnozí řešili
problémy exaktního budování základů matematiky, problémy axiomatizace jed-
notlivých disciplín a celé matematiky, diskutovali zejména otázky bezespornosti
a matematické jistoty. Krizi v základech matematiky stále pociťovali, a proto
intenzívně hledali východiska z této nepříjemné situace.

Významným směrem reagujícím na podlomení základů matematiky byl
logicismus. Navazoval na myšlenky, které ve svých pracích prezentoval Gottlob
Frege. Podle logicistů bylo třeba matematiku chápat jako odvětví logiky,
všechny matematické pojmy definovat pomocí pojmů logiky, a matematické
věty dokazovat pomocí odvozovacích pravidel užívaných v logice. Problém
bezespornosti matematiky tak logicisté redukovali na problém bezespornosti
moderní symbolické logiky.

Bertrand Russell charakterizoval „čistouÿ matematiku již v krátké první
kapitole své knihy The Principles of Mathematics z roku 1903. Kapitola
Definition of pure mathematics začíná těmito slovy (see p. 3):

82 F. Hausdorff: Grundzüge der Mengenlehre, Veit, Leipzig, 1914, viii+476 pages. V knize
je na straně iii vytištěno toto věnování: Dem Schöpfer der Mengenlehre Herrn Georg Cantor
in dankbarer Verehrung gewidmet. Reprinty: Chelsea, New York, 1949, 1965, 1978, ISBN
0-8284-0061-X. Druhé vydání se objevilo roku 1927 pod stručnějším názvem Mengenlehre
(285 pages); 3rd ed. W. de Gruyter, Berlin, Leipzig, 1935, 307 pages, reprint vyšel roku 1944
v New Yorku (Dover); 4th ed. 1991, 352 pages, ISBN 0-8284-1119-0. English translation: Set
theory, Chelsea, New York, 1957, 352 pages; later editions: 1962, 1978, 1991; AMS, Chelsea,
2005, ISBN 978-0821838358.
83 A.A. Fraenkel: Einleitung in die Mengenlehre. . . ., Springer, Berlin, 1919, vi+156 pages,

2nd ed. 1923, viii+251 pages, 3rd ed. 1928, xiii+424 pages; reprint: Dover, New York, 1946.
Dalšími Fraenkelovými knihami, které se týkají teorie množin, jsou: Abstract Set Theory,
North-Holland, Amsterdam, 1953, xii+479 pages, 2nd ed. 1961, viii+295 pages, 3rd ed. 1966,
viii+297 pages, 4th ed. (ed. Azriel Levy): 1976, x+295 pages, ISBN 0-444-11032-1; Foundations
of Set Theory (with Y. Bar-Hillel), North-Holland, Amsterdam, 1958, x+415 pages, 2nd
ed. 1973, 1984, x+404 pages, ISBN 0-7204-2270-1; Set Theory and Logic, Addison-Wesley,
Reading, Mass., 1966, vii+102 pages.
84 Svazek č. 999, W. de Gruyter, Leipzig, Berlin, 1928, 160 stran. Knížka se dočkala pátého

vydání v roce 1965, byla přeložena do angličtiny.
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Pure Mathematics is the class of all propositions of the form “ p implies q”,
where p and q are propositions containing one or more variables, the same in
the two propositions, and neither p nor q contains any constants except logical
constants. . . .

O něco málo níže uvedl (see p. 5):

The fact that all Mathematics is Symbolic Logic is one of the greatest
discoveries of our age; and when this fact has been established, the remainder of
the principles of mathematics consists in the analysis of Symbolic Logic itself.

Bertrand Russell a Alfred North Whitehead (1861–1947) se pokusili revidovat
teorii množin. V letech 1910 až 1913 vydali třídílnou monografii Principia
Mathematica,85 která je základním dílem logicismu. Vytvořili nový axiomatický
systém, představili tzv. teorii typů a pomocí značně složité hierarchie typů
se úspěšně vyhnuli známým antinomiím. Velkou část matematiky postavili na
logice v duchu Fregeho názorů.86 Předpokládali, že se jejich monografie Principia
Mathematica stane základem celé matematiky.87

Představy, s nimiž s Whiteheadem přistoupil k sepisování svého díla, vyjádřil
Bertrand Russell v knize My Philosophical Development těmito slovy:

The primary aim of Principia Mathematica was to show that all pure
mathematics follows from purely logical premisses and uses only concepts
definable in logical terms.

Russellovo a Whiteheadovo rozsáhlé dílo sice ovlivnilo rozvoj logiky a mělo
odezvu u filozofů, ale příliš neuspělo u matematiků. Pro oba autory to bylo
značné zklamání. Bertrand Russell napsal:

Both Whitehead and I were disappointed that Principia Mathematica was only
viewed from a philosophical standpoint. People were interested in what was said
about the contradictions and in the question whether ordinary mathematics had
been validly deduced from purely logical premisses, but they were not interested
in the mathematical techniques developed in the course of the work. I used to
know of only six people who had read the later parts of the book.88

Poznamenejme, že k logicistickému směru patřil i logik a filozof Rudolf Carnap

85 B. Russell, A.N. Whitehead: Principia Mathematica, Cambridge University Press, Cam-
bridge, UK, 1910, 1912, 1913, xiii+666, xxxiv+772, x+491 pages; 2nd ed. 1925–1927, xlvi+674,
xxxi+742, viii+491 pages; reprints: 1935, . . ., 1997, ISBN 0-521-62606-4.
86 Viz například B. Russell: On Some Difficulties in the Theory of Transfinite Numbers

and Order Types, Proceedings of the London Mathematical Society 4(1906), pp. 29–53, ISSN
0024-6115. B. Russell:Mathematical Logic as Based on the Theory of Types, American Journal
of Mathematics 30(1908), pp. 222–262, ISSN 0002-9327, též in [He], pp. 150–182.
87 Viz I. Grattan-Guinness: A.N. Whitehead and Bertrand Russell, Principia Mathematica,

First Edition (1910–1913), [GG2], pp. 784–794.
88 B. Russell: My Philosophical Development, Allen & Unwin, London, 1959, 279 pages,

see p. 74, 86.
V sedmé kapitole Russell píše mimo jiné o svém objevu paradoxu, který dnes nese jeho jméno.
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(1891–1970)89 a americký matematik, logik a filozof Willard van Orman Quine
(1908–2000),90 který teorii typů zjednodušil.

Jiným směrem, který reagoval na problémy související s antinomiemi, byl
intuicionismus. Intuicionisté, jejichž hlavním představitelem byl holandský ma-
tematik Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881–1966),91 kritizovali základy kla-
sické matematiky, zavrhovali aktuální nekonečno, které ničemu v reálném světě
neodpovídá, trvali na finitních postupech, uznávali pouze konstruktivní důkazy
a odmítali důkazy existenční. Kritizovali množinové, logicistické i rozvíjející se
formalistické pojetí matematiky, zpochybňovali užití zákona vyloučeného tře-
tího (tertium non datur) pro nekonečné množiny, tvrdili, že je chybné odvozovat

89 R. Carnap: Die logizistische Grundlegung der Mathematik, Erkenntnis 2(1931), pp. 91–
105. R. Carnap: Logische Syntax der Sprache, Springer, Wien, 1934, xi+274 pages; later
edition: 1968; English translation: The Logical Syntax of Language, Kegan Paul, Trench,
Trubner, London, 1937, xvi+352 pages; later edition: 2002, ISBN 0812695240. R. Carnap:
Logical Foundations of the Unity of Science, 1938. R. Carnap: Foundations of Logic and
Mathematics, Chicago University Press, Chicago, 1939, viii+71 pages; later editions: 1947,
1950, 1970.
90 W. Quine: New Foundations for Mathematical Logic, The American Mathematical

Monthly 44(1937), pp. 70–80, ISSN 0002-9890. W. Quine: On the Theory of Type, The Journal
of Symbolic Logic 3(1938), pp. 125–139, ISSN 0022-4812. W. Quine: On What There is, The
Review of Metaphysics 2(1948), No. 5, pp. 21–38, ISSN 0034-6632. W. Quine: From a Logical
Point of View. 9 Logico-philosophical Essays, Cambridge University Press, Cambridge, Mass.,
1953, vi+184 pages; later editions: 1961, 1964, 1971.
91 Základní ideje intuicionismu Brouwer představil již ve své disertaciDe onbetrouwbaarheid

der logische principes (Tijdschrift voor Wijsbegeerte 2(1908), pp. 152–158), rozvíjel je pak
v řadě prací zejména ve 20. letech.
L.E. Brouwer: Intuitionism and Formalism, Bulletin of the American Mathematical So-
ciety 20(1913), pp. 81–96, ISSN 0273-0979. L.E. Brouwer: Begründung der Mengenlehre
unabhängig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten I., II., Verhandelingen der
Kroninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschappen te Amsterdam 12(1918/19), No.
5, pp. 1–43, No. 7, pp. 1–33. L.E. Brouwer: Intuitionistische Mengenlehre, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 28(1919), pp. 203–208, ISSN 0012-0456; English
translation: Intuitionist Set Theory, [Ma], pp. 23–27. L.E. Brouwer: Besitzt jede reelle Zahl
eine Dezimalbruchentwicklung?, Mathematische Annalen 83(1921), pp. 201–210, ISSN 0025-
5831; English translation: Does Every Real Number Have a Decimal Expansion?, [Ma], pp. 28–
35. L.E. Brouwer: Zur Begründung der intuitionistischen Mathematik I., II., III., Mathema-
tische Annalen 93(1925), pp. 244–257, 95(1926), pp. 453–472, 96(1927), pp. 451–488, ISSN
0025-5831. L.E. Brouwer: Intuitionistische Zerlegung mathematischer Grundbegriffe, Jahresbe-
richt der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 33(1925), pp. 251–256, 36(1927), pp. 127–
129, ISSN 0012-0456; English translation: Intuitionist Splitting of the Fundamental Noti-
ons of Mathematics, [Ma], pp. 290–292, 293–295. L.E. Brouwer: Intuitionistische Betrachtun-
gen über den Formalismus, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften,
Physikalisch-mathematische Klasse, 1928, pp. 48–52; English translation: Intuitionistic?? Re-
flections on Formalism, [Ma], pp. 40–44, resp. [He], pp. 490–492. L.E. Brouwer: Mathematik,
Wissenschaft und Sprache, Monatshefte für Mathematik und Physik 36(1929) pp. 153–164; En-
glish translation: Mathematics, Scienec, and Language, [Ma], pp. 45–53, resp. [Ew], pp. 1170–
1185. L.E. Brouwer: Die Struktur des Kontinuums, Vienna, 1930, English translation: The
Structure of the Continuum, [Ma], pp. 54–63, resp. [Ew], pp. 1186–1196. V širším kontextu
viz [Ew], pp. 1166–1207. L.E. Brouwer: Collected Works I., II., North-Holland, Amsterdam,
1975, 1976, xv+628, xxvii+706 pages, ISBN 0-444-10474-7, 0-444-10643-X.
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matematiku z logiky, že matematická logika je naopak součástí matematiky.
Existence antinomií je podle intuicionistů důsledkem zavedení pojmu aktuální
nekonečno, který není podložen intuitivně.

Intuicionisté vyšli z myšlenek Leopolda Kroneckera (1823–1891),92 velkého
Cantorova odpůrce, který chtěl založit celou matematiku na pojmu celé číslo.93

Navazovali rovněž na některé myšlenky Henriho Poincaré,94 který po objevu
antinomií odmítal aktuální nekonečno, Cantorovu teorii množin i Russellův
logicismus a zdůrazňoval obrovskou roli intuice.

Il n’y a pas d’infini actuel; ce que nous appelons l’infini, e’est uniquement la
possibilité de créer sans cesse de nouveaux objets, quelque nombreux que soient
les objets déjà créés.95

K intuicionismu lze dále řadit např. německého matematika Hermanna
Weyla (1885–1955), francouzské matematiky Emila Borela (1871–1956) a Hen-
riho Lebesguea, ruského matematika Nikolaje Nikolajeviče Luzina (1883–1950)
a zejména holandského matematika Arenda Heytinga (1898–1980).96

92 L. Kronecker: Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen, Jour-
nal für die reine und angewandte Mathematik 92(1882), pp. 1–122, též in [Kr]-II, pp. 237–387.
L. Kronecker: Ueber den Zahlbegriff, ibid. 101(1887), pp. 337–355, ISSN 0075-4102, též in
[Kr]-III-1, pp. 251–274. Viz [Ew], pp. 941–955.
93 Velmi známý a často citovaný je Kroneckerův výrok, který pronesl roku 1886 na schůzi

Berliner Naturforschender-Versammlung: Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk. Viz H. Weber: Leopold Kronecker, Mathematische Annalen
43(1893), pp. 1–25, see p. 15, ISSN 0025-5831.
94 Viz H. Poincaré: Les mathématiques et la logique I., II., III., Revue de métaphysique et

de morale 13(1905), pp. 815–835, 14(1906), pp. 17–34, 294–317; English translation in [Ew],
pp. 1021–1071.
Poincaré je autorem spisů La science et l’hypotèse, La valeur de la science a Science et
méthode (Paris, 1902, 1905, 1908), které vyšly vzápětí německy pod názvy Wissenschaft
und Hypothese, Der Wert der Wissenschaft, Wissenschaft und Methode (Leipzig, 1904, 1906,
1914). English translation: The Foundation of Science: Science and Hypothesis. The Value
of Science. Science and Method, The Science Pr., New York, 1929, xi+553 pages. Viz [Ew],
pp. 972–1074.
95 H. Poincaré: Réflexions sur les deux notes précédentes, Acta mathematica 32(1909),

pp. 195–200, see p. 196. Poincaré ve svém příspěvku reagoval na dva předchozí články:
A. Schoenflies: Über eine Vermeintliche Antinomie der Mengenlehre, pp. 177–184, E. Zermelo:
Sur les ensembles finis et le principe de l’induction complète, pp. 185–193.
96 A. Heyting: Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik, Sitzungsberichte der Pre-

ussischen Akademie der Wissenschaften, Physikalisch-mathematische Klasse, 1930, pp. 42–56;
English translation: The Formal Rules of Intuitionistic Logic, [Ma], pp. 311–327. A. Hey-
ting: Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik, ibid., 1930, pp. 57–71, 158–
169. A. Heyting: Sur la logique intuitionniste, Académie Royale de Belgique, Bulletin de
la Classe des Sciences 16(1930), pp. 957–963; English translation: On intuitionistic Logic,
[Ma], pp. 306–310. A. Heyting: Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik, Erkennt-
nis 2(1931), pp. 106–115. A. Heyting: Mathematische Grundlagenforschung. Intuitionismus.
Beweistheorie, Springer, Berlin, 1934, iv+73 pages, reprint: 1974, ISBN 3-540-06298-X; French
translation: Les fondements des mathématiques. Intuitionnisme. Théorie de la démonstration,
Gauthier-Villars, Paris, 1955. A. Heyting: Intuitionism. An Introduction, North-Holland, Am-
sterdam, 1956, viii+132 pages; later editions: 1966, 1971, ix+147 pages, 1976, ISBN 0-7204-
2263-9.
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Intuicionistická matematika se musela zříci řady výsledků klasické matema-
tiky. To byl patrně hlavní důvod, proč se většina matematiků od tohoto směru
odklonila. Ostatně jak Brouwer, tak Weyl postavili řadu svých výsledků (topo-
logie, matematická fyzika) na klasické matematice.

Nad problémy exaktního vybudování základů matematiky se hluboce zamýš-
lel David Hilbert. Již koncem 19. století při sepisování knihy Grundlagen der
Geometrie si byl dobře vědom důležitého problému bezespornosti. Vždyť druhý
z jeho problémů přednesených roku 1900 v Paříži se týkal bezespornosti aritme-
tiky. Své představy o budování matematiky, o bezespornosti a úplnosti axioma-
tických systémů prezentoval již roku 1900 v článku Über den Zahlbegriff :97

Es entsteht dann die notwendige Aufgabe, die Widerspruchslosigkeit und
Vollständigkeit dieser Axiome zu zeigen, d.h. es muß bewiesen werden, daß
die Anwendung der aufgestellten Axiome nie zu Widersprüchen führen kann,
und ferner, daß das System der Axiome zum Nachweis aller geometrischen
Sätze ausreicht. Wir wollen das hier eingeschlagene Untersuchungsverfahren die
axiomatische Methode nennen.98

Na třetím mezinárodním kongresu matematiků roku 1904 v Heidelberku
v přednášce Über die Grundlagen der Logik und der Arithmetik99 opět hovořil
o exaktním budování matematiky a o bezespornosti základů aritmetiky:

Allein bei aufmerksamer Betrachtung werden wir gewahr, daß bei der herge-
brachten Darstellung der Gesetze der Logik gewisse arithmetische Grundbegriffe,
z.B. der Begriff der Menge, zum Teil auch der Begriff der Zahl, insbesondere als
Anzahl, bereits zur Verwendung kommen. Wir geraten so in eine Zwickmühle,
und zur Vermeidung von Paradoxien ist daher eine teilweise gleichzeitige Ent-
wicklung der Gesetze der Logik und der Arithmetik erforderlich.100

K těmto otázkám se Hilbert výrazněji vrátil roku 1918 v článku Axiomatisches
Denken,101 který byl sepsán na základě přednášky, kterou měl v září roku 1917
v Curychu pro Schweizerische mathematische Gesellschaft.

David Hilbert byl nejvýznamnějším představitelem tzv. formalismu, směru,
který odmítal jakoukoli formu intuice, zdůrazňoval exaktní axiomatickou vý-
stavbu matematiky a navíc požadoval naprostou formalizaci matematiky. Tento

97 D. Hilbert: Über den Zahlbegriff, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
8(1900), pp. 180–184, ISSN 0012-0456, též in [H], Anhang VI., pp. 241–246; English translation:
On the Concept of Number, [Ew], pp. 1089–1095.
98 See [H], p. 242.
99 D. Hilbert: Über die Grundlagen der Logik und der Arithmetik, Verhandlungen des

dritten internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904,
Teubner, Leipzig, 1905, pp. 174–185, též in [H], Anhang VII., pp. 247–261; English translation:
On the Foundations of Logic and Arithmetic, [He], pp. 129–138.
100 See [H], p. 250.
101 D. Hilbert: Axiomatisches Denken, Mathematische Annalen 78(1917), pp. 405–415,

ISSN 0025-5831; též in [Hi]-III, pp. 146–156. English translation: Axiomatic Thought, [Ew],
pp. 1105–1115.
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směr řada matematiků chápala jako nejlepší východisko z krize základů mate-
matiky.

Velkým úspěchem formalismu v prvních dvou desetiletích 20. století byl zrod
axiomatického systému Zermelova–Fraenkelova, prvního exaktního axiomatic-
kého systému teorie množin. V letech 1904 až 1908 jej začal vytvářet Ernst
Zermelo (1871–1953), v následujících letech (až do roku 1921) jej modifikoval
a dotvořil Abraham Adolf Fraenkel.102

Zermelův–Fraenkelův axiomatický systém dal přísnější požadavky na utváření
množin a eliminoval tak všechny dosud známé antinomie. Připomeňme, že roku
1904 formuloval Zermelo axiom výběru (Auswahlsprinzip, Auswahlsaxiom).103

Ve stejné době, tj. ve dvacátých letech, David Hilbert postupně formuloval
program směřující k formalizované exaktní výstavbě matematiky a prokázání
její bezespornosti (tzv. Hilbertův program). O tomto tématu měl řadu předná-
šek, jejichž obsah publikoval v článcích Neubegründung der Mathematik. Erste

102 E. Zermelo: Beweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden kann, Mathematische
Annalen 59(1904), pp. 514–516, ISSN 0025-5831; English translation: Proof that Every Set
Can Be Well-ordered, [He], pp. 139–141. E. Zermelo: Neuer Beweis für die Möglichkeit einer
Wohlordnung, ibid. 65(1908), pp. 107–128; English translation: A New Proof of the Possibility
of a Well-ordering, [He], pp. 183–198. E. Zermelo: Untersuchungen über die Grundlagen
der Mengenlehre I., ibid. 65(1908), pp. 261–281; English translation: Investigations in the
Foundations of Set Theory I., [He], pp. 199–215. Viz též [Ew], pp. 1208–1232.
A.A. Fraenkel: Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre, ibid 86(1922),
pp. 230–237, ISSN 0025-5831. A.A. Fraenkel: Der Begriff „definitÿ und die unabhängigkeit
des Auswahlsaxioms, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften 1922,
pp. 253–257; English translation: The Notion “Definite” and the Independence of the Axiom
of Choice, [He], pp. 284–289. A.A. Fraenkel: Untersuchungen über die Grundlagen der
Mengenlehre I., II., Mathematische Zeitschrift 22(1925), pp. 250–273, ISSN 0025-5874, Journal
für die reine und angewandte Mathematik 155(1926), pp. 129–158, ISSN 0075-4102.
Připomeňme též knihu A.A. Fraenkel: Zehn Vorlesungen über die Grundlegung der Mengen-
lehre, Teubner, Leipzig, 1927, x+182 pages, kterou Fraenkel sepsal na základě přednášek, které
měl v červenci roku 1927 pro Kant-Gesellschaft v Kielu.
Dále viz např. G.H. Moore: The Origins of Zermelo’s Axiomatization of Set Theory, Journal
of Philosophical Logic 7(1978), pp. 307–329, ISSN 0022-3611; H.-D. Ebbinghaus, V. Peckhaus:
Ernst Zermelo. An Approach to His Life and Work, Springer, Berlin, 2007, xiv+356 pages,
ISBN 978-3-540-49551-2, 2nd ed. 2015, xvi+383 pages, ISBN 978-3-662-47996-4; S. Hayden,
J.F. Kennison: Zermelo-Fraenkel Set Theory, Merrill, Columbus, Ohio, 1968, xi+164 pages.
103 G.H. Moore: Zermelo’s Axiom of Choice. Its Origins, Development, and Influence,

Springer, New York, Heidelberg, Berlin, 1982, xiv+410 pages, ISBN 0-387-90670-3.
Axiom výběru lze formulovat více způsoby: Pro jakoukoli množinu X existuje zobrazení, které
každé neprázdné podmnožině množiny X přiřazuje její prvek (vybírá jediný prvek z každé
neprázdné podmnožiny množiny X.) – Je-li X soubor neprázdných disjunktních množin, pak
existuje množina, která má s každou množinou souboru X společný právě jeden prvek. – Ke
každému souboru X neprázdných množin existuje zobrazení f : X → ∪x∈X x, pro něž je
f(x) ∈ x pro každé x ∈ X. – Kartézský součin neprázdného souboru neprázdných množin je
neprázdný.
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Mitteilung,104 Die logischen Grundlagen der Mathematik,105 Über das Unend-
liche,106 Die Grundlagen der Mathematik107 a roku 1931 Die Grundlegung der
elementaren Zahlenlehre108 a Beweis des Tertium non datur.109

Již roku 1922 Hilbert ostře kritizoval intuicionismus a názory jeho reprezen-
tantů. Mimo jiné uvedl:

Was Weyl und Brouwer tun, kommt im Prinzip darauf hinaus, daß sie die
einstigen Pfade von Kronecker wandeln: sie suchen die Mathematik dadurch
zu begründen, daß sie alles ihnen unbequem Erscheinende über Bord werfen
und eine Verbotsdiktatur à la Kronecker errichten. Dies heißt aber, unsere
Wissenschaft zerstückeln und verstümmeln, und wir laufen Gefahr, einen großen
Teil unserer wertvollsten Schätze zu verlieren, wenn wir solchen Reformatoren
folgen.110

V stati Über das Unendliche z roku 1926, která je patrně nejvýznamnějším
Hilbertovým příspěvkem týkajícím se základů matematiky a Hilbertova pro-
gramu, je uvedeno:

In der Geometrie und den physikalischen Theorien gelingt der Nachweis
der Widerspruchsfreiheit durch Zurückführung auf die Widerspruchsfreiheit der
arithmetischen Axiome. Diese Methode versagt offenbar bei der Arithmetik

104 D. Hilbert: Neubegründung der Mathematik, Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Hamburgischen Universität 1(1922), pp. 157–177, též in [Hi]-III, pp. 157–177;
English translation: The New Grounding of Mathematics, [Ew], pp. 1115–1134, resp. [Ma],
pp. 198–214. Článek byl sepsán na základě přednášky, kterou měl Hilbert na jaře roku 1922
pro Mathematische Gesellschaft in Kopenhagen a v létě roku 1922 pro Mathematisches Seminar
der Universität Hamburg.
105 D. Hilbert: Die logischen Grundlagen der Mathematik, Mathematische Annalen

88(1923), pp. 151–165, ISSN 0025-5831, též in [Hi]-III, pp. 178–191; English translation:
The Logical Foundations of Mathematics, [Ew], pp. 1134–1148. Článek byl sepsán na základě
přednášky, kterou měl Hilbert v září roku 1922 pro Deutsche Naturforscher-Gesellschaft.
106 D. Hilbert: Über das Unendliche, Mathematische Annalen 95(1926), pp. 161–190,

ISSN 0025-5831; zkrácená verze viz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
36(1927), pp. 201–215, ISSN 0012-0456, resp. in [H], Anhang VII., pp. 262–288; French
translation: Sur l’infini, Acta Mathematica 48(1926), pp. 91–122, ISSN 0001-5962; English
translation: On the Infinite, [He], pp. 367–392. Článek byl sepsán na základě přednášky, kterou
měl Hilbert v červnu 1925 v Münsteru.
107 D. Hilbert: Die Grundlagen der Mathematik , Abhandlungen aus dem mathematischen

Seminar der Hamburgischen Universität 6(1928), pp. 65–85, též in [H], Anhang IX., pp. 289–
312; English translation: The Foundations of Mathematics, [He], pp. 464–479. Článek Hilbert
sepsal na základě své přednášky v Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universität.
Text rovněž vyšel v řadě Hamburger Mathematische Einzelschriften, 5. Heft, Teubner, Leipzig,
Berlin, 1928, 28 pages.
108 D. Hilbert: Die Grundlegung der elementaren Zahlenlehre, Mathematische Annalen

104(1931), pp. 485–494, ISSN 0025-5831, též in [Hi]-III, pp. 192–195; English translation:
The Grounding of Elementary Number Theory, [Ew], pp. 1148–1157, resp. [Ma], pp. 266–273.
Článek Hilbert sepsal na základě přednášky, kterou měl v září roku 1930 pro Philosophische
Gesellschaft in Hamburg.
109 D. Hilbert: Beweis des Tertium non datur, Nachrichten von der Gesellschaft der

Wissenschaften zu Göttingen, Math.-phys. Klasse, 1931, pp. 120–125.
110 D. Hilbert: Neubegründung der Mathematik. Erste Mitteilung, [Hi]-III, see p. 159.
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selbst. Indem unsere Beweistheorie auf Grund der Methode der idealen Ele-
mente diesen letzten wichtigen Schritt ermöglicht, bildet sie den notwendigen
Schlußstein in dem Lehrgebäude der Axiomatik. Und insbesondere, was wir zwei-
mal erlebt haben, als es sich einmal um die Paradoxien der Infinitesimalrechnung
und dann um die Paradoxien der Mengenlehre handelte, das ist künftig im Reiche
der Mathematik unmöglich.111

Ve stejném článku Hilbert reagoval na útoky intuicionistů, výrazně hájil
aktuální nekonečno (neodvolával se však na jeho existenci v reálném světě)
a teorii množin (druhá věta následujícího úryvku bývá často citována):

Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schlußweisen wollen wir, wo immer nur
die geringste Aussicht sich bietet, sorgfältig nachspüren und sie pflegen, stützen
und gebrauchsfähig machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll
uns niemand vertreiben können.112

V práci Die Grundlagen der Mathematik z roku 1928 Hilbert napsal:

Dieses Tertium non datur dem Mathematiker zu nehmen, wäre etwa, wie wenn
man dem Astronomen das Fernrohr oder dem Boxer den Gebrauch der Fäuste
untersagen wollte. Das Verbot der Existenzsätze und des Tertium non datur
kommt ungefähr dem Verzicht auf die mathematische Wissenschaft überhaupt
gleich. . . .

. . . die Mathematik ist eine voraussetzungslose Wissenschaft. Zu ihrer Begrün-
dung brauche ich weder den lieben Gott, wie Kronecker, noch die Annahme
einer besonderen auf das Prinzip der vollständigen Induktion abgestimmten
Fähigkeit unseres Verstandes, wie Poincaré, noch die Brouwersche Urintuition
und endlich auch nicht, wie Russell und Whitehead, Axiome der Unendlichkeit,
Reduzierbarkeit oder der Vollständigkeit, die ja wirkliche inhaltliche, überdies
gar nicht plausible Voraussetzungen sind.113

Na Hilbertově programu, zejména na řešení otázek bezespornosti s Hilbertem
ve dvacátých letech spolupracovali Wilhelm Ackermann (1896–1962),114 Paul

111 D. Hilbert: Über das Unendliche, [H], see p. 287.
112 D. Hilbert: Über das Unendliche, [H], see p. 274.
113 D. Hilbert: Die Grundlagen der Mathematik, [H], see p. 307, 312.
114 W. Ackermann: Begründung des „tertium non daturÿ mittels der Hilbertschen Theo-

rie der Widerspruchsfreiheit, Mathematische Annalen 93(1925), pp. 1–36. W. Ackermann:
Zur Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, ibid. 99(1928), pp. 118–133, English translation:
On Hilbert’s Construction of the Real Numbers, [He], pp. 493–507. W. Ackermann: Über
die Erfüllbarkeit gewisser Zählausdrücke, ibid. 100(1928), pp. 638–649. W. Ackermann: Die
Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre, ibid. 114(1937), pp. 305–315. W. Acker-
mann: Zur Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, ibid. 117(1940), pp. 162–194, ISSN
0025-5831.
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Bernays (1888–1977),115 John von Neumann (1903–1957)116 a Jacques Herbrand
(1908–1931).117

Cílem formalistů bylo vybudovat jednotlivé matematické disciplíny na axio-
matickém základě. Důraz byl kladen na volbu axiomů – nebudou převzaté
z logiky (jako u logicismu) ani z reálného světa (jako u intuicionismu), budou
však popisovat základy budované teorie. Pravidla odvozování dává klasický
predikátový počet včetně zákona vyloučeného třetího.

Shrňme nyní ve stručnosti základní myšlenky Hilbertova programu úplné
formalizace matematiky.

Nejprve je třeba zvolit konečný soubor znaků zbavených jakéhokoli obsahu
(abecedu) a přesně popsat pravidla, pomocí nichž se z těchto znaků sestavují
formule (slova) – abstraktní výrazy bez jakékoli obsahové interpretace. Poté je
nutno přesně popsat odvozovací pravidla, která popisují, jak se z již vytvořených
formulí odvozují formule nové. Zvolením vhodného souboru formulí (axiomatický
systém) je dána teorie, kterou lze chápat jako soubor formulí (tvrzení), které
jsou odvoditelné ze zvoleného axiomatického systému pomocí stanovených
odvozovacích pravidel. Důkaz nějakého tvrzení je konečný sled formulí, z nichž
každá je buď axiomem nebo vyplývá z předchozích formulí užitím odvozovacích
pravidel. Takto vybudovaná teorie je zcela formální, nemá obecně žádný vztah
k reálnému světu.118 Formalismus tedy zcela eliminoval intuici, která nás může
klamat.

Otázky formalizace matematických důkazů finitními metodami, kterými se
Hilbert a jeho spolupracovníci intenzivně zabývali, měly vést k vypracování

115 P. Bernays: Über Hilberts Gedanken zur Grundlegung der Arithmetik, Jahresbe-
richt der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 31(1922), pp. 10–19, ISSN 0012-0456; English
translation: On Hilbert’s Thoughts Concerning the Grounding of Arithmetic, [Ma], pp. 215–
222. P. Bernays: Axiomatische Untersuchungen des Aussagen-kalküls der Principia Mathe-
matica, Mathematische Zeitschrift 25(1926), pp. 305–320, ISSN 0025-5874. P. Bernays: Zusatz
zu Hilberts Vortrag über Die Grundlagen der Mathematik, Abhandlungen aus dem mathe-
matischen Seminar der Hamburgischen Universität 6(1928), pp. 89–92; English translation:
Appendix to Hilbert’s Lecture “The Foundations of Mathematics”, [He], pp. 485–489. P. Ber-
nays: Die Philosophie der Mathematik und die Hilbertsche Beweistheorie, Blätter für deutsche
Philosophie 4(1930), pp. 326–367; English translation: The Philosophy of Mathematics and
Hilbert’s Proof Theory, [Ma], pp. 234–265.
116 J. von Neumann: Zur Einführung der transitiven Zahlen, Acta litterarum ac scientiarum

Regiae Universitatis Hungaricae Francisco-Josephinae, Sectio scientiarum mathematicarum
1(1923), pp. 199–208; English translation: On the Introduction of Transitive Numbers, [He],
pp. 346–354. J. von Neumann: Zur Hilbertschen Beweistheorie, Mathematische Zeitschrift
26(1927), pp. 1–46, ISSN 0025-5874. J. von Neumann: Die formalistische Grundlegung der
Mathematik, Erkenntnis 2(1931), pp. 116–121.
117 J. Herbrand: Recherches sur la théorie de la démonstration, Prace Towarzystwa

Naukowego Warszawskiego, III, 1930, No. 33; English translation: Investigations in Proof
Theory: The Properties of True Propositions, [He], pp. 525–581. J. Herbrand: Sur la non-
contradiction de l’arithmétique, Journal für die reine und angewandte Mathematik 166(1931),
pp. 1–8, ISSN 0075-4102; English translation: On the Consistency of Arithmetic, [He], pp. 618–
628.
118 Fyzika a astronomie řešily naopak otázku, jaká geometrie platí ve světě (vesmíru).
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teorie vedení důkazů (Beweistheorie); někdy se hovoří o metamatematice.

Svůj formalistický přístup k matematice Hilbert vtipně charakterizoval těmito
slovy:

Mathematics is a game played according to certain simple rules with meanin-
gless marks on paper.119

Na výchozí axiomatický systém Hilbert kladl dva zcela zásadní požadavky –
úplnost a bezespornost:

– Úplnost: o pravdivosti jakéhokoli tvrzení týkajícího se pojmů dané teorie
lze rozhodnout na základě výchozího systému axiomů: lze je buď dokázat
nebo vyvrátit.

– Bezespornost: nelze dojít ke sporu, tj. není možno dokázat dvě tvrzení,
která by si navzájem odporovala (nelze dokázat nějaký výrok i jeho
negaci).

Hilbert hovořil o rozhodnutelnosti (Entscheidbarkeit, Entscheidungsproblem),
tj. zda v dané teorii existuje algoritmus umožňující v konečně mnoha krocích
rozhodnout, zda je libovolně zvolený výrok dokazatelný nebo nedokazatelný.
Problém rozhodnutelnosti úzce souvisí jak s úplností, tak s bezesporností.

Požadavek na nezávislost axiomatického systému, který byl někdy kladen,
nebyl příliš podstatný. Jednalo se spíše o kosmetickou záležitost: ukázat, že žádný
axiom nelze dokázat z ostatních.

Hilbertův program požadoval formalizaci celé matematiky počínaje aritmeti-
kou. Bylo třeba

– aritmetizovat jednotlivé matematické disciplíny,

– plně formalizovat aritmetiku a

– dokázat bezespornost aritmetiky.

Pokud by se tyto kroky podařilo realizovat, byla by matematika postavena
na pevný základ.

Se svým žákem Wilhelmem Ackermannem vydal Hilbert roku 1928 knížku
Grundzüge der theoretischen Logik.120 Zvolili vhodný soubor axiomů a vhodná
dedukční pravidla predikátového počtu prvního řádu. Závažným problémem nyní
bylo, zda je jejich predikátový počet úplný, tj. zda je každá tautologie (obecně
platná formule) dokazatelná. Na závěr úvodu své knihy (see p. 2) uvedli:

In jüngster Zeit hat Hilbert in einer Reihe von Abhandlungen und Univer-
sitätsvorlesungen den Logikkalkül dazu verwendet, um auf einem neuen Wege

119 In R. Goldstein: Incompleteness: The Proof and Paradox of Kurt Gödel, Atlas Books,
Norton, New York, London, 2005, 296 pages, see p. 136, ISBN 0-393-05169-2.
120 D. Hilbert, W. Ackermann: Grundzüge der theoretischen Logik, Springer, Berlin, 1928,

viii+120 pages, 2nd ed. 1938, viii+133 pages, 3rd ed. 1949, viii+155 pages, 6th ed. 1972,
viii+188 pages, ISBN 3-540-05843-5.
English translation of the 2nd ed.: Principles of Mathematical Logic, Chelsea, Providence, RI,
1950, reprint: 1999, xii+172 pages, ISBN 978-0-8218-2024-9.
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zu einem Aufbau der Mathematik zu gelangen, der die Widerspruchsfreiheit der
zugrunde gelegten Annahmen erkennen läßt.

Na mezinárodním kongresu matematiků, který se konal v září roku 1928
v Bologni, David Hilbert v přednášce Probleme der Grundlegung der Mathematik
znovu vyzdvihl význam úplnosti aritmetiky a logického kalkulu:

Die Behauptung der Vollständigkeit des Axiomensystems der Zahlentheorie
lässt sich auch so aussprechen: Wird eine dem Bereich der Zahlentheorie
angehörige, aber nicht beweisbare Formel zu den Axiomen der Zahlentheorie
hinzugenommen, so kann aus dem erweiterten Axiomensystem ein Widerspruch
abgeleitet werden. . . .

Die Frage nach der Vollständigkeit des Systems der logischen Regeln, in
allgemeiner Form gestellt, bildet ein Problem der theoretischen Logik.121

V rozšířené verzi textu této Hilbertovy přednášky najdeme ještě tento
odstavec:

Es entsteht nun die Frage, ob alle diese Formeln aus den Regeln des logischen
Schließens unter Hinzunahme der genannten Gleichheitsaxiome beweisbar sind,
mit anderen Worten, ob das System der üblichen logischen Regeln vollständig
ist.122

Koncem třicátých let se Hilbertův program úspěšně vyvíjel. V té době již byla
finitními metodami dokázána rozhodnutelnost a úplnost predikátového počtu
jednomístných predikátů, v letech 1925 a 1927 dokázali Wilhelm Ackermann
a John von Neumann bezespornost aritmetiky s oslabenými axiomy indukce
a Mojżesz Presburger dokázal finitními metodami bezespornost „zjednodušené
aritmetikyÿ přirozených čísel (bez operace násobení).123

Roku 1930 zakončil David Hilbert v Königsbergu svou přednášku Naturer-
kennen und Logik, velmi optimisticky:

Der wahre Grund, warum es Comte nicht gelang, ein unlösbares Problem
zu finden, besteht meiner Meinung nach darin, daß es ein unlösbares Problem
überhaupt nicht gibt. Statt des törichten Ignorabimus heiße im Gegenteil unsere
Losung:

Wir müssen wisen,

Wir werden wissen.124

121 D. Hilbert: Probleme der Grundlegung der Mathematik, Atti del Congresso internazi-
onale dei matematici, Bologna 3–10 settembre 1928 (VI), Tomo I, Zanichelli, Bologna, 1929,
pp. 135–141, see p. 140. Též in Mathematische Annalen 102(1930), pp. 1–9, ISSN 0025-5831,
též in [H], Anhang X., pp. 313–323, see pp. 321–322. English translation: Problems of the
Grounding of Mathematics, [Ma], pp. 227–233.
122 See [H], p. 322.
123 M. Presburger: Über die Vollständigkeit eines gewissen Systems der Arithmetik ganzer

Zahlen, in welchem die Addition als einzige Operation hervortritt, Sprawozdanie z I. kongresu
matematyków krajów slowiaǹskich 1929, Waszawa, 1930, pp. 92–101, 395.
124 D. Hilbert: Naturerkennen und Logik, Die Naturwissenschaften 18(1930), pp. 959–963,
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Constance Reid komentuje ve své knize Hilbert z roku 1970 tento často
citovaný Hilbertův výrok těmito slovy:

We must know. We will know. It was in every respect a great last line.
However, lives do not always end on great last lines. At almost the same time that
Hilbert was making his speech at Königsberg, a piece of work was being brought
to a conclusion which was to deal a death blow to the specific epistemological
objective of the final program of Hilbert’s career. On November 17, 1930,
the Monatshefte für Mathematik und Physik received for publication a paper
by 25-year-old mathematical logician named Kurt Gödel.125

Herman Weyl v knize Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft
napsal:

Das Ziel von Hilberts „Beweistheorieÿ war, wie er erklärte, „die Grundlagen-
fragen ein für allemal aus der Welt zu schaffenÿ. Im Jahre 1926 bestand Grund
zu der optimistischen Erwartung, daß es ihm und seinen Mittarbeitern in ein
paar Jahren beharrlicher Anstrengung gelingen würde, die Widerspruchslosig-
keit für das formale Äquivalent unserer klassischen Mathematik nachzuweisen.
Tatsächlich waren die ersten Schritte erfolgreich und vielversprechend.126

Otázkám základů matematiky se věnovali matematici i filozofové. Připo-
meňme namátkou jen několik jmen. Moritz Geiger (1880–1937), který působil
v Mnichově a Göttingenu, vydal roku 1924 knihu nazvanou Systematische Axi-
omatik der Euklidischen Geometrie,127 Felix Kaufmann (1895–1949), soukromý
docent vídeňské univerzity, který se účastnil schůzek Vídeňského kruhu (Wiener
Kreis), publikoval roku 1930 spis Das Unendliche in der Mathematik und se-
ine Ausschaltung. Eine Untersuchung über die Grundlagen der Mathematik.128

Významný německý matematik Otto Hölder (1859–1937), profesor na univerzitě
v Lipsku, jehož zásadní výsledky spadají do teorie grup, teorie funkcí a teorie
řad, se ve svých přednáškách a textech rovněž zabýval obecnějšími otázkami.129

see p. 963, ISSN 0028-1042; též in [Hi]-III, pp. 378–387, see p. 387.
Připomeňme, že nápis Wir müssen wisen Wir werden wissen je na Hilbertově hrobě
v Göttingenu.
125 See [Re], pp. 196–197.
126 H. Weyl: Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft, 1966, see p. 279.
127 M. Geiger: Systematische Axiomatik der Euklidischen Geometrie, Filser, Augsburg,

1924, xxiii+271 pages.
128 F. Kaufmann: Das Unendliche in der Mathematik und seine Ausschaltung .. ., Deuticke,

Leipzig und Wien, 1930, x+203 pages; na stranách 198 až 203 je bohatý seznam literatury.
Later edition: Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt, 1968, x+203 pages. English
translation: The Infinite in Mathematics: Logico-mathematical Writings, Reidel, Dordrecht,
1978, xvii+235 pages, pp. 1–164, ISBN 90-277-0847-9.
129 O. Hölder: Anschauung und Denken in der Geometrie, Teubner, Leipzig, 1900, 75 pages,

reprint: 1968. O. Hölder: Die Arithmetik in strenger Begründung, Teubner, Leipzig, 1914,
iv+74 pages, 2nd ed. Springer, Berlin, 1929, v+73 pages. O. Hölder: Die Mathematische Me-
thode. Logisch erkenntnistheoretische Untersuchungen im Gebiete der Mathematik, Mechanik
und Physik, Springer, Berlin, 1924, x+563 pages. O. Hölder: Der angebliche Circulus vitiosus
und die sogennante Grundlagenkrise in der Analysis, Sitzungsberichte der Leipziger Akademie
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O logicismu, intuicionismu a formalismu se lze dočíst v řadě monografií.130

8 Konec nadějí – Kurt Gödel

Rakouský matematik, logik a filozof Kurt Gödel (1906–1978) byl výrazně
inspirován Hilbertovou a Ackermannovou knihou Grundzüge der theoretischen
Logik a Russellovou monografií Introduction to Mathematical Philosophy.131

Roku 1930 publikoval článek Die Vollständigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkalküls,132 v němž prezentoval výsledky své doktorské disertace
vedené Hansem Hahnem. Dokázal, že teorie, kterou rozvinuli ve své knize Hilbert
a Ackermann, je opravdu úplná, tj. dokázal úplnost jejich predikátového počtu
prvního řádu.

V září roku 1930 se v Königsbergu účastnil konference věnované epistemologii
exaktních věd (Tagung für Erkenntnislehre der exakten Wissenschaften), kterou

78(1926), pp. 243–250; English translation: The Alleged ‘Circulus Vitiosus‘ and the So-Called
Foundational Crisis in Analysis, [Ma], pp. 143–148.
130 S. Shapiro (ed.): The Oxford Handbook of Philosophy of Mathematics and Logic, Oxford

University Press, Oxford, New York, 2005, xv+833 pages, ISBN 978-0-19-514877-0; upozor-
něme zejména na kapitoly W. Demopoulos, P. Clark: The Logicism of Frege, Dedekind, and
Russell, pp. 129–165, M. Detlefsen: Formalism, pp. 236–317, D.C. McCarty: Intuitionism in
Mathematics, pp. 356–386.
A.D. Irvine (ed.): Philosophy of Mathematics, Elsevier, Amsterdam, 2009, xvi+717 pages,
ISBN 978-0-444-51555-1; upozorněme na kapitoly J. Hintikka: Logicism, pp. 271–290,
P. Simons: Formalism, pp. 291–310, A. Kanamori: Set Theory from Cantor to Cohen,
pp. 395–459.
Ukázky z děl významných matematiků-filozofů (Bernays, Brouwer, Carnap, Frege, Gödel,
Heyting, Hilbert, Poincaré, Quine, Russell atd.) najdeme v knize P. Benacerraf, H. Putnam
(eds.): Philosophy of Mathematics. Selected Readings, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ,
Basil Blackwell, Oxford, 1964, v+536 pages.
Viz též H.B. Curry: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, North-Holland,
Amsterdam, 1951, viii+75 pages, též 1958. H. Meschkowski: Evolution of Mathematical Thou-
ght, Holden-Day, San Francisco, London, Amsterdam, 1965, ix+157 pages. V. Peckhaus: Hil-
bertprogramm und kritische Philosophie. Das Götinger Modell interdisziplinärer Zusamme-
narbeit zwischen Mathematik und Philosophie, Vandenhoeck und Ruprecht, Göttingen, 1990,
x+291, ISBN 978-3525403143. W. Sieg: Hilbert’s Programs: 1917–1922, The Bulletin of Sym-
bolic Logic 5(1999), 1–44, ISSN 0022-4812. Ch. Tapp: An den Grenzen des Endlichen. Das
Hilbertprogramm im Kontext von Formalismus und Finitismus, Springer, Berlin, Heidelberg,
2013, 553 pages, ISBN 978-3-642-29654-3.
O Hilbertově životě a díle viz H. Weyl: David Hilbert and his Mathematical Work, Bulle-
tin of the American Mathematical Society 50(1944), pp. 612–654, ISSN 0273-0979, též in
[Re], pp. 245–283, též in [We]-IV, pp. 130–172. O. Blumenthal: Lebensgeschichte, [Hi]-III,
pp. 388–429; P. Bernays: Hilberts Untersuchungen über die Grundlagen der Arithmetik, [Hi]-
III, pp. 196–216. G. Kreisel: Hilbert’s Programme, Dialectica 12(1958), pp. 346–372. Viz též
[Ew], pp. 1087–1165.
131 B. Russell: Introduction to Mathematical Philosophy, Allen & Unwin, London, 1919,

2nd ed. 1920, vii+208 pages. Later edition: Dover, 1993, 224 pages, ISBN 978-0486277240.
132 K. Gödel: Die Vollständigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalküls, Monatshefte

für Mathematik und Physik 37(1930), pp. 349–360. English translation: The Completeness of
the Axioms of the Functional Calculus of Logic, [Gö]-I, pp. 102–123, resp. [He], pp. 582–591.
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organizovala Gesellschaft für empirische Philosophie, a přednesl zde výsledky
své disertační práce.133

Následující den v závěrečné diskusi, kterou vedl Hans Hahn, stručně oznámil
svůj nový, velmi významný objev, který krátce poté publikoval v práci Über
formal unentscheidbare Sätze der Principia mathematica und verwandter Sys-
teme I.134 Stručně můžeme Gödelův výsledek a jeho bezprostřední důsledek
přiblížit takto (tzv. První a Druhá Gödelova věta o neúplnosti):

– Jestliže je axiomatická teorie obsahující aritmetiku bezesporná, pak je
neúplná, tj. obsahuje nerozhodnutelné tvrzení.

– Bezespornost axiomatické teorie obsahující aritmetiku nelze dokázat
v rámci jejího formalismu.135

Tím vzaly za své požadavky na úplnost a bezespornost axiomatických
systémů. Hilbertův program se ukázal jako neuskutečnitelný. Přesto významně
přispěl ke zcela zásadním úvahám o exaktní výstavbě matematiky. Třetí krize
matematiky překonána nebyla a překonána ani být nemůže.

Kurt Gödel tak svým výsledkem negativně vyřešil druhý Hilbertův problém:
nelze podat důkaz bezespornosti aritmetiky. Z jeho výsledků rovněž vyplývá,
že nelze podat důkaz bezespornosti Russellova a Whiteheadova díla Principia
Mathematica ani bezespornost Zermelovy–Fraenkelovy teorie množin (v této
teorii).

Gödelovy výsledky byly šokující. Trvalo více než deset let, než byly širší
matematickou komunitou pochopeny a přijaty.

Poznamenejme, že v letech 1937 až 1954 byl pro teorii množin koncipován
druhý axiomatický systém (rozlišoval množiny a třídy), jehož hlavními autory
jsou Kurt Gödel a Paul Bernays.136 K jeho vzniku však přispěli svými dřívějšími
výsledky Adolf Abraham Fraenkel a John von Neumann.137

133 Na konferenci byli významní zástupci intuicionismu (A. Heyting), logicismu (R. Carnap)
i formalismu (J. von Neumann). Některé jejich příspěvky viz Erkenntnis 2(1931).
134 K. Gödel: Über formal unentscheidbare Sätze . . ., Monatshefte für Mathematik und

Physik 38(1931), pp. 173–198. English translation: On Formally Undecidable Propositions
of the??? Principia Mathematica and Related Systems I., [Gö]-I, pp. 144–195. Vyšlo též
samostatně: Basic Books, New York, 1962, viii+72 pages; reprint: Dover, New York, 1992.
Též in [Da], pp. 39–88, in [He], pp. 596–616, v širším kontextu [He], pp. 592–617.
Viz I. Grattan-Guinness: In Memoriam Kurt Gödel: His 1931 Correspondence with Zermelo
on his Incompletability Theorem, Historia mathematica 6(1979), pp. 294–304, ISSN 0315-0860.
135 Čtenáře můžeme odkázat na pěkné knížky: E. Nagel, J.R. Newman (D.R. Hofstadter,

ed.): Gödel’s Proof. Revised Edition, New York University Press, New York, 2008, 160 pages,
ISBN 978-0814758373 (původní vydání: 1958, ix+118 pages); R. Goldstein: Incompleteness.
The Proof and Paradox of Kurt Gödel, Atlas Books, Norton, London, New York, 2005,
296 pages, ISBN 0-393-05169-2. Viz též R. Zach: Kurt Gödel, Paper on the Incompleteness
Theorems (1931 ) in [GG2], pp. 917–925.
136 P. Bernays: A System of Axiomatic Set Theory, The Journal of Symbolic Logic 2(1937),

pp. 65–77, 6(1941), pp. 1–17, 7(1942), pp. 65–89, 133–145, 8(1943), pp. 89–106, 13(1948),
pp. 65–79, 19(1954), pp. 81–96, ISSN 0022-4812.
137 J. von Neumann: Eine Axiomatisierung der Mengenlehre, Journal für die reine und



33

Axiomatický systém Gödelův–Bernaysův je v podstatě ekvivalentní s axio-
matickým systémem Zermelovým–Fraenkelovým. Je-li dokazatelné nějaké tvr-
zení v Zermelově–Fraenkelově teorii množin, je dokazatelné i v teorii Gödelově–
Bernaysově. Je-li nějaký výrok (o množinách) dokazatelný v teorii Gödelově–
Bernaysově, je dokazatelný i v teorii Zermelově–Fraenkelově.138 Oba systémy
jsou natolik bohaté, že se v nich dala vybudovat „celáÿ matematika. Později se
objevily další axiomatické systémy teorie množin, které se však neujaly.

Dalším významným Gödelovým výsledkem je důkaz skutečnosti, že je-li
Gödelova–Bernaysova (a ekvivalentně Zermelova–Fraenkelova) teorie množin
bezesporná, zůstane bezesporná i s přidaným axiomem výběru a hypotézou
kontinua.139 Roku 1963 dokázal Paul Joseph Cohen (1934–2007), že je-li
Zermelova–Fraenkelova teorie množin bezesporná, zůstane bezesporná i po
přidání negace axiomu výběru, resp. negace hypotézy kontinua.140 Hypotéza
kontinua (a rovněž axiom výběru) je tedy v rámci Zermelovy–Fraenkelovy teorie
množin nerozhodnutelným tvrzením, nelze ji dokázat ani vyvrátit. Tím byla
vyřešena otázka, která tížila Cantora a která byla tématem prvního Hilbertova
problému.

G.B. Folland v knize Real analysis vyjádřil svůj postoj k problematice
hypotézy kontinua, s nímž patrně řada matematiků souhlasí:

It is known, thanks to Gödel and Cohen, that the continuum hypothesis and

angewandte Mathematik 154(1925), pp. 219–240, 155(1926), p. 128, ISSN 0075-4102; English
translation: An Axiomatization of Set Theory, [He], pp. 393–413. J. von Neumann: Die
Axiomatisierung der Mengenlehre, Mathematische Zeitschrift 27(1928), pp. 669–752, ISSN
0025-5874. J. von Neumann: Über die Widerspruchsfreiheitsfrage in der axiomatischen
Mengenlehre, Journal für die reine und angewandte Mathematik 160(1929), pp. 227–241, ISSN
0075-4102.
Dále viz P. Bernays: Axiomatic Set Theory with a Historical Introduction by Abraham
A. Fraenkel, North-Holland, Amsterdam, 1958, viii+226 pages, 2nd ed. 1968; later edition:
Dover, 1991, 256 pages, ISBN 978-0486666372. Viz též J.R. Shoenfield: Axioms of Set Theory,
in J.K. Barwise (ed.): Handbook of Mathematical Logic, North-Holland, Amsterdam, 1977,
xi+1165 pages, pp. 321–344, ISBN 072042285X.
138 Gödelův–Bernaysův axiomatický systém byl v šedesátých a sedmdesátých letech užíván

zejména v Polsku, v Československu a v Sovětském svazu.
139 K. Gödel: The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum

Hypothesis, Proceedings of the National Academy of Sciences of the U.S.A. 24(1938), pp. 556–
557, též in [Gö]-II, pp. 26–27.
K. Gödel: Consistency-Proof for the Generalized Continuum-Hypothesis, ibid. 25(1939),
pp. 220–224, ISSN 0027-8424. Též in [Gö]-II, pp. 28–32.
K. Gödel: The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum
Hypothesis with the Axioms of Set Theory, Annals of Mathematics Studies, Vol. 3, Princeton
University Press, Princeton, 1940, 66 pages; reprinted with further notes in 1951 and in 1966,
resp. in [Gö]-II, pp. 33–101; viz též [Gö]-II, pp. 1–32. Later edition: The Consistency of the
Continuum Hypothesis, ISBN 9780691079271.
140 P.J. Cohen: The Independence of the Continuum Hypothesis I., II., Proceedings of the

National Academy of Sciences of the U.S.A. 50(1963), pp. 1143–1148, 51(1964), pp. 105–110,
ISSN 0027-8424. P.J. Cohen: Set Theory and the Continuum Hypothesis, Benjamin, New York,
1966, 154 pages; dotisk: 1977, 1980, ISBN 0-8053-2327-9.
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its negation are both consistent with the standard axioms of set theory including
the axiom of choice, assuming that those axioms are themselves consistent. . . .
Some mathematicians are willing to accept the continuum hypothesis as true,
seemingly as a matter of convenience, but Gödel [. .] and Cohen [. .] have both
expressed suspicions that it should be false, and as of this writing no one has
found any really compelling evidence on one side or the other. My own feeling,
subject to revision in the event of a major breakthrough in set theory, is that if
the answer to one’s question turns out to depend on the continuum hypothesis,
one should give up and ask a different question.141

David Hilbert a Paul Bernays rozpracovávali i po zveřejnění Gödelových
výsledků své myšlenky o formalizaci matematiky v duchu Hilbertova programu.
Publikovali je v letech 1934 a 1939 v dvoudílné monografii Grundlagen der
Mathematik I., II.142

V úvodu prvního dílu (Zur Einführung) David Hilbert reagoval na Gödelovy
výsledky:

Dieser Ergebnisstand weist zugleich die Richtung für die weitere Forschung in
der Beweistheorie auf das Endziel hin, unsere üblichen Methoden der Mathematik
samt und sonders als widerspruchsfrei zu erkennen.

Im Hinblick auf dieses Ziel möchte ich hervorheben, daß die zeitweilig auf-
gekommene Meinung, aus gewissen neueren Ergebnissen von Gödel folge die
Undurchführbarkeit meiner Beweistheorie, als irrtümlich erwiesen ist. Jenes
Ergebnis zeigt in der Tat auch nur, daß man für die weitergehenden Wider-
spruchsfreiheitsbeweise den finiten Standpunkt in einer schärferen Weise aus-
nutzen muß, als dieses bei der Betrachtung der elementaren Formalismen erfor-
derlich ist.

V úvodním slovu ke druhému dílu Hilbert napsal:

Der vorliegende Band schließt die Darstellung der Beweistheorie ab, die ich
vor einigen Jahren zusammen mit P. Bernays begann.

Mezitím však zasadily další ránu Hilbertovu programu výsledky, které publi-
kovali Alonzo Church (1903–1995)143 a Alfred Tarski (1901–1983).144

141 G.B. Folland: Real Analysis. Modern Techniques and their Applications, Wiley, New
York, 2nd ed. 1999, ix+386 pages, p. 17, ISBN 978-0-471-31716-6.
142 D. Hilbert, P. Bernays: Grundlagen der Mathematik I., II., Springer, Berlin, 1934, 1939,

xii+471, xii+498 pages, 2nd ed. 1968, 1970, xv+473, xiv+561 pages. Existuje anglický, French
and Russian translation, Deutsch-English version (dual text version) je z roku 2011.
Viz W. Sieg, M. Ravaglia: David Hilbert and Paul Bernays, Grundlagen der Mathematik, First
Edition (1934, 1939 ), [GG2], pp. 981–999.
143 A. Church: An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory, American Journal

of Mathematics 58(1936), pp. 345–363, ISSN 0002-9327. A. Church: A Note on the Entschei-
dungsproblem, The Journal of Symbolic Logic 1(1936), pp. 40–41, 101–102, ISSN 0022-4812.
Viz [Da], pp. 88–107, 108–115.
144 A. Tarski: Der Wahrheitsbegriff in der formalisierten Sprachen, Studia philosophica

1(1936), pp. 261–405.
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Poznamenejme ještě že Gerhard Gentzen (1909–1945) sice dokázal roku 1936
bezespornost aritmetiky, ale za cenu ústupu od Hilbertových finitních metod.
Užil transfinitní postup, který Hilbert zavrhoval.145

Otto Blumenthal (1876–1944) k Hilbertovým urputným snahám týkajícím se
realizace jeho programu poznamenal:

Aber bis zur Ausführung dieser weitreichenden Pläne wird es noch ein langer,
schwerer Weg sein, besonders weil die bisherigen Veröffentlichungen nur die
skizzenhafte Form von Vorträgen haben. Einen großen Schritt vorwärts bedeutet
es deshalb, daß 1934 der erste Band des groß angelegten Werkes Hilbert-Bernays
„Grundlagen der Mathematikÿ erschienen ist. Eine Darstellung der Hilbert-
schen Ausgestaltung des Logikkalküls ist schon 1928 herausgekommen: Hilbert-
Ackermann „Grundzüge der theoretischen Logikÿ. Die Fragen sind noch im Fluß,
es sind, besonders von K. Gödel, gewichtige Einwände gegen die Beweistheorie
erhoben worden. Aber Hilbert ist durchdrungen von der Überzeugung ihres
endlichen Erfolgs, und jedenfalls ist sie eine Leistung von so hoher Originalität
und Kraft, daß dieses Werk seines Alters zu seinen größten zählen wird.146

Další pokus o exaktní ucelenou prezentaci matematiky zahájila ve třicátých
letech 20. století skupina špičkových francouzských matematiků vystupující
pod pseudonymem Nicholas Bourbaki.147 Problémy týkající se bezespornosti
ponechala stranou, nepovažovala je za důležité. Své stanovisko vyjádřila roku
1954 v závěrečném odstavci úvodu knihy Théorie des ensembles:

En résumé, nous croyons que la mathématique est destinée à survivre, et qu’on
ne verra jamais les parties essentielles de ce majestueux édifice s’écrouler du fait
d’une contradiction soudain manifestée; mais nous ne prétendons pas que cette
opinion repose sur autre chose que sur l’expérience. C’est peu, diront certains.
Mais voilà vingt-cinq siècles que les mathématiciens ont l’habitude de corriger
leurs erreurs et d’en voir leur science enrichie, non appauvrie; cela leur donne
le driot d’envisager l’avenir avec sérénité.148

9 Závěr – nový pohled na matematiku

Na prvním mezinárodním kongresu matematiků, který se konal roku 1897
v Curychu, měl Henri Poincaré filozoficky laděnou plenární přednášku nazvanou

145 G. Gentzen: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, Mathematische An-
nalen 112(1936), pp. 493–565, ISSN 0025-5831. G. Gentzen: Die Widerspruchsfreiheit der
Stufenlogik, Mathematische Zeitschrift 41(1936), pp. 357–366, ISSN 0025-5874.
146 O. Blumenthal: Lebensgeschichte, [Hi]-III, pp. 388–429, see p. 425.
147 Viz N. Bourbaki: The Architecture of Mathematics, The American Mathematical

Monthly 57(1950), pp. 221–232, ISSN 0002-9890. N. Bourbaki: Foundations of Mathematics
for the Working Mathematician, The Journal of Symbolic Logic 16(1949), pp. 1–8, ISSN
0022-4812. J. Dieudonné: The Work of Nicholas Bourbaki, The American Mathematical
Monthly 77(1970), pp. 134–145, ISSN 0002-9890. L. Corry: Bourbaki, in N. Koertge (ed.):
New Dictionary of Scientific Biography I, Charles Scribner’s Sons, Gale, Centage Learning,
Detroit, 2008, pp. 363–366. Viz též [Ew], pp. 1263–1276.
148 N. Bourbaki: Théorie des ensembles I., II., Hermann, Paris, 1954, 136 pages, see p. 9.
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Sur les rapports de l’analyse pure et de la physique mathématique věnovanou
vztahu matematické analýzy a matematické fyziky. V úvodu pravil:

On vous a sans doute souvent demandé à quoi servent les mathématiques et si
ces délicates constructions que nous tirons tout entières de notre esprit ne sont
pas artificielles et enfantées par notre caprice.

Vyjádřil se i ke vztahu čisté a aplikované matematiky, zdůraznil trojí funkci
matematiky i její odklon od fyzikálního světa:

D’ailleurs une science uniquement faite en vue des applications est impossible;
les vérités ne sont fécondes que si elles sont enchâınées les unes aux autres. Si
l’on s’attache seulement à celles dont on attend un résultat immédiat, les anneaux
intermédiaires manqueront, et il n’y aura plus de châıne.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un instrument pour
l’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout: elles ont un but philosophique et,
j’ose le dire, un but esthétique. Elles doivent aider le philosophe à approfondir
les notions de nombre, d’espace, de temps.

C’est pourquoi je n’hésite pas à dire que les mathématiques méritent d’être
cultivées pour elles-mêmes et que les théories qui ne peuvent être appliquées à la
physique doivent l’être comme les autres.149

Bertrand Russell se již na počátku 20. století rovněž postavil za nové chápání
matematiky. Zdůraznil její abstraktní charakter – matematika nemusí mít vztah
k reálnému světu.

We start, in pure mathematics, from certain rules of inference, by which we
can infer that if one proposition is true, then so is some other proposition. These
rules of inference constitute the principles of formal logic. We then take any
hypothesis that seems assuring, and deduce its consequences. If our hypothesis
is about anything, and not about some one or more particular things, then our
deductions constitute mathematics. Thus mathematics may be defined as the
subject in which we never know what we are talking about, nor wherhet what we
are saying is true. . . .

As one of the chief triumphs of modern mathematics consists in having
discovered what mathematics really is, . . .150

Sílící tendence k upřesňování jednotlivých matematických disciplín, budování
pevnějších základů celé matematiky, axiomatizace, logicismus i formalismus způ-
sobily oslabení vztahů matematiky a reálného materiálního světa. Matematika
začala intenzívně rozvíjet teorie, které se reálnému světu vzdálily. Pohled na
matematiku se na přelomu 19. a 20. století výrazně měnil. Abstraktní matema-
tika se během dalších desetiletí dále odcizovala realitě. Lze to doložit například

149 H. Poincaré: Sur les rapports de l’analyse pure et de la physique mathématique,
Verhandlungen des ersten Internationalen Mathematiker-Kongresses in Zürich vom 9. bis
11. August 1897. Teubner, Leipzig, 1898, viii+307 pages, pp. 81–90, see pp. 81–82.
150 B. Russell: Recent Work on the Principles of Mathematics, International Monthly

4(1901), pp. 83–101, see p. 84.
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formulacemi, které použili Alfred North Whitehead a Frank Plumpton Ramsey
(1903–1930)151 v heslech psaných pro Encyclopedia Britannica (vol. 15, 1941,
p. 87, 83).

Alfred North Whitehead charakterizoval matematiku v hesle “Mathematics,
Nature of ” mimo jiné těmito slovy:

. . . science concerned with the logical deduction of consequences from the
general premises of all real reasoning.

Frank Plumpton Ramsey se v hesle “Mathematics, Foundations of ” vyjádřil
o geometrii takto:

. . . as a branch of mathematics, geometry has no essential reference to physical
space .. .

. . . regards geometry as simple tracing the consequences of certain axioms
dealing with undefined terms, which are really variables in the ordinary mathe-
matical sense, like x and y. And he demands of his axioms, not that they should
be true on some particular physical interpretation of the undefined terms, but
merely that should be consistent with one another.

Krize v základech matematiky trápila zejména ty badatele, kteří se věnovali
logice a otázkám exaktního budování matematiky.152 Ostatní matematici ji sice
vnímali, ale nebránila jim v intenzívní práci v jejich disciplínách. Pochopení
Gödelových výsledků však vedlo k tomu, že se vytratil dřívější pocit absolutní
jistoty matematických výsledků, teorií i matematiky samotné.153

Na závěr ještě uveďme dva citáty z prací Hermanna Weyla, jednoho z
nejvýznamnějších matematiků 20. století, autora slavné knihy Raum. Zeit.
Materie. Vorlesungen über allgemeine Relativitätstheorie z roku 1918, který
se rovněž věnoval fyzice a filozofii matematiky a přírodovědy.154 Velmi dobře

151 F.P. Ramsey: The Foundations of Mathematics, Proceedings of the London Mathema-
tical Society 25(1926), pp. 338–384, ISSN 0024-6115. F.P. Ramsey: Foundations. Essays in
Philosophy, Logic, Mathematics and Economics, ed. D.H. Mellor, Humanities Press, Atlantic
Highlands, NJ, 1978, viii+287 pages, ISBN 0-394-00814-5.
152 Například Erhard Schmidt zaměřil svou rektorskou přednášku Über Gewissheit in der

Mathematik (Berlin, 1930) právě tímto směrem.
153 Čtenáři lze vřele doporučit knihu M. Kline:Mathematics. The Loss of Certainty, Oxford

University Press, New York, 1980, 366 pages, ISBN 0-19-502754-X.
154 Pro monografii A. Bäumler, M. Schröter (eds.): Handbuch der Philosophie (Oldenbourg,

München und Berlin, 1927–1934) Weyl sepsal stať Philosophie der Mathematik und Naturwis-
senschaft (Abt. II.A, 1927, 162 pages), která vyšla též samostatně (Leibniz-Verlag, München,
1928, 162 pages). Později ji podstatně rozšířil (3rd ed. Oldenbourg, München, Wien, 1966, 406
pages), nové vydání: Oldenbourg, W. de Gruyter, 2008, 2014, 408 pages, ISBN 978-3-486-46794-
9. English translation: Philosophy of Mathematics and Natural Science, Princeton University
Press, Princeton, 1949, x+311 pages; later edition: 2009, 336 pages, ISBN 9780691141206.
H. Weyl: Das Kontinuum. Kritische Untersuchungen über die Grundlagen der Analysis, Veit,
Leipzig, 1918, v+83 pages, další tisk: 1932. English translation: The Continuum, Dover, New
York, 1994.
H. Weyl: Die heutige Erkenntnislage in der Mathematik, Symposion 1(1925), pp. 1–32, též in
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vystihují nejen jeho ztrátu matematické jistoty, ale i jeho postoj ke vzniklé
situaci.

V článku Über die neue Grundlagenkrise der Mathematik155 z roku 1920, se
Weyl již v úvodu vyjádřil k chápání antinomií:

Die Antinomien der Mengenlehre werden gewöhnlich als Grenzstreitigkeiten
betrachtet, die nur die entlegensten Provinzen des mathematischen Reichs
angehen und in keiner Weise die innere Solidität und Sicherheit des Reiches
selber, seiner eigentlichen Kerngebiete gefährden können.

O čtvrt století později, roku 1946, zakončil svoji stať Mathematics and Logic.
A brief survey serving as preface to a review of The Philosophy of Bertrand
Russell těmito slovy:

. . . we are less certain than ever about the ultimate foundations of (logic and)
mathematics. Like everybody and everything in the world today, we have our
“crisis”. We have had it for nearly fifty years. Outwardly it does not seem to
hamper our daily work, and yet I for one confess that it has had a considerable
practical influence on my mathematical life: it directed my interests to fields
I considered relatively “safe”, and has been a constant drain on the enthusiasm
and determination with which I pursued my research work. This experience is
probably shared by other mathematicians who are not indifferent to what their
scientific endeavors mean in the context of man’s whole caring and knowing,
suffering and creative existence in the world.156
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155 H. Weyl: Über die neue Grundlagenkrise der Mathematik, Mathematische Zeitschrift

10(1921), pp. 39–79, see p. 39, ISSN 0025-5874. Též in [W]-II, pp. 143–180, [WeS], pp. 211–248,
see p. 211.
English translation: On the New Foundational Crisis of Mathematics, [Ma], pp. 86–118. Další
tisk: Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt, 1965, 41 pages. Článek Hilbert sepsal na
základě přednášky v Mathematische Kolloquium v Curychu.
156 H. Weyl: Mathematics and Logic, The American Mathematical Monthly 53(1946),

pp. 2–13, see p. 13, ISSN 0002-9890. Též in [We]-IV, pp. 268–279.
Upozorněme ještě na zajímavý Weylův článek A Half-Century of Mathematics, ibid. 58(1951),
pp. 523–553, a na jeho knížku The Open World. Three Lectures on the Metaphysical
Implications of Science, Yale University Press, New Haven, 1932, v+84 pages (God and the
Universe, pp. 1–29, Causality, pp. 31–56, Infinity, pp. 57–84).



39

[Da] Davis M. (ed.), The Undecidable. Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsol-
vable Problems and Computable Functions, Raven Press, Hewlett, New York, 1965,
440 pages.

[Ew] Ewald W. (ed.), From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathe-
matics I., II., Clarendon Press, Oxford, 1996, xviii+648+xxviii, xv+649–1340 pages,
ISBN 0-19-850535-3, 0-19-850536-1.
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