Konec devatenactého a prvni tietina dvacatého stoleti

JINDRICH BECVAR

1 Skepse v prirodovédé na prelomu 19. a 20. stoleti

Bourlivy rozvoj matematiky, fyziky, astronomie a dalsich pfirodnich, ale
i spolecenskych véd, k némuz doslo béhem 19. stoleti, vedl k velkému uspokojeni
z dosazenych vysledkti. Tento pocit vsak byl v nékterych oborech provazen
znacnou skepsi tykajici se dalsiho vyvoje védy. Mnoha badateliim se zdalo
témér nemozné, aby sled objevi ve fyzice, astronomii, chemii, biologii, geografii
a dalsich oborech pokracoval ve 20. stoleti s neztenc¢enou silou.

Poznamenejme na okraj, ze obdobné skeptické ivahy o budoucnosti matema-
tiky zaznivaly na pfelomu 18. a 19. stoleti. Dolozme tento fakt iryvkem z dopisu,
ktery 21. zaf{ 1781 zaslal Joseph Louis Lagrange (1736-1813) svému kolegovi
a priteli, kterym nebyl nikdo jiny neZ Jean-Baptist le Rond d’Alembert (1717-
1783):

Il me semble aussi que la mine est presque déja trop profonde, et qu’a moins
qu’on ne découvre de nouwveauz filons il faudra tot ou tard l’abandonner. La
Physique et la Chimie offrent maintenant des richesses plus brillantes et d’une
exploitation plus facile; aussi le gout du siecle parait-il entierement tourné de ce
coté-la, et il n’est pas impossible que les places de Géométrie dans les Académies
ne deviennent un jour ce que sont actuellement les chaires d’arabe dans les
Universités.!

James Clerk Maxwell (1831-1879), skotsky fyzik, jehoZ nejznaméjsi vysledky
se tykaji optiky a teorie elektromagnetického pole, autor slavné monografie
A Treatise on FElectricity and Magnetism (1873), vyjadfil roku 1870 obdiv
k dosazené trovni fyzikdlniho poznani. Na jedné strané vyslovil jistou skepsi
k dalsimu velkému rozvoji, na druhé strané vsak viru v silu spoc¢ivajici ve spojeni
fyziky a matematiky:

It was a great step in science when men became convinced that, in order to
understand the nature of things, they must begin by asking, not whether a thing is
good or bad, nozious or beneficial, but of what kind is it? and how much is there
of it? Quality and quantity were then first recognised as the primary features to
be observed in scientific inquiry. As science has been developed, the domain
of quantity has everywhere encroached on that of quality, till the process of
scientific inquiry seems to have become simply the measurement and registration
of quantities, combined with a mathematical discussion of the numbers thus
obtained. It is this scientific method of directing our attention to those features of

L J.A. Serret, J.G. Darboux (eds.): Oeuvres de Lagrange, Tome 13, Gauthier-Villars, Paris,
1882, 401 pages, see p. 368.



phenomena which may be regarded as quantities which brings physical research
under the influence of mathematical reasoning.?

Svétoznamy skotsky fyzik William Thomson — lord Kelvin of Largs (1824—
1907),2 autor 18 knih, 661 piivodnich praci a 70 patentt, tviirce fady elektrickych
pristroju, ktery navrhl roku 1848 absolutni teplotni stupnici a ktery se angazoval
pii poklddani telegrafniho kabelu spojujiciho Evropu s Amerikou, popsal roku
1871 svij pohled na dalsi rozvoj fyziky témito slovy:

Accurate and minute measurement seems to the mon-scientific imagination
a less lofty and dignified work than looking for something new. But nearly all
the grandest discoveries of science have been but the rewards of accurate mea-
surement and patient long-continued labour in the minute sifting of numerical
results.?

Thomas Corwin Mendenhall (1841-1924), americky fyzik a meteorolog, pro-
pagator metrického systému v USA, v roce 1889 prezident American Association
for the Advancement of Science, ktery téz vénoval velkou pozornost dilu Willi-
ama Shakespeara (tzv. stylometrie), se v knize A Century of Electricity z roku
1887 vyjadril k budoucnosti védeckého vyzkumu:

More than ever before in the history of science and invention, it is safe now
to say what is possible and what is impossible. No one would claim for a moment
that during the next five hundred years the accumulated stock of knowledge of
geography will increase as it has during the last five hundred ... In the same
way it may safely be affirmed that in electricity the past hundred years is not
likely to be duplicated in the next, at least as to great, original, and far-reaching
discoveries, or novel and almost revolutionary applications.’

Vynikajici americky astronom a matematik Simon Newcomb (1835-1909),
pfedni odbornik na nebeskou mechaniku,® autor oblibenjych knih Popular

2 Sectional Proceedings. Section A. — Mathematical and Physical Science. — President,
Prof. J. Clerk Mazwell, F.R.S., Nature 2(1870), No. 47 (Sept. 22), pp. 419-428, see p. 419,
ISSN 0028-0836.

3 William Thomson byl od roku 1851 ¢lenem Royal Society of London a v letech 1890 az
1895 jejim prezidentem. Byl ¢lenem 88 akademii a védeckych spolecnosti, ziskal 21 ¢estnych
doktoratu.

4 Inaugural Address of Sir William Thomson, LL.D., F.R.S., President, Nature 4(1871),

No. 92 (Aug. 3), pp. 262-270, see p. 265, ISSN 0028-0836.
Lordu Kelvinovi je velmi ¢asto pfi¢itan nasledujici vyrok, ktery vSak neni autenticky: There is
nothing new to be discovered in physics now. All that remains is more and more precise
measurement. Viz napf. C. Weiner: Who Said It First?, Physics Today 21(1968), No. 8
(August), p. 9, ISSN 0031-9228, a L. Badash: The Completeness of Nineteenth-Century
Science, ISIS 63(1972), No. 1, pp. 48-58, ISSN 0021-1753.

5 T.C. Mendenhall: A Century of Electricity, Houghton, Mifflin, Boston, New York, 1887;
revised 1890, 243 pages, see p. 223.

6 Simon Newcomb se vénoval i statistice a ekonomii, sepsal u¢ebnice algebry, geometrie,
rovinné a sférické trigonometrie, v roce 1877 byl prezidentem American Association for the
Advancement of Science.



Astronomy (1878), Astronomy for Everybody (1902) a The Reminiscences of an
Astronomer (1903), napsal roku 1888 v ¢lanku The Place of Astronomy Among
the Sciences slova charakterizujici budouci préaci astronomi:

If the public are disappointed at not seeing brilliant discoveries coming from
all the observatories, we must remember that what are called discoveries are
not the main work of the scientific man of to-day. It would be too much to say
with confidence that the age of great discoveries in any branch of science has
passed by: yet, so far as astronomy is concerned, it must be confessed that we do
appear to be fast reaching the limits of our knowledge. ... At the same time, so
far as we can see, one comet is so much like another that we cannot regard one
as adding in any important degree to our knowledge. The result is that the work
which really occupies the attention of the astronomer is less the discovery of new
things than the elaboration of those already known, and the entire systemization
of our knowledge.”

Americky fyzik a metrolog Albert Abraham Michelson (1852-1931), zndmy
jako tvarce optickych a spektralnich pfistroji a fanatik presnych méreni,
jehoz jméno je spjato s pokusem zjisténi pohybu Zemé viéi éteru (1881)8
a opakovanym méfenim rychlosti svétla, nositel Nobelovy ceny z roku 1907,
v ¢lanku A Plea for Light Waves o budoucnosti védeckého vyzkumu napsal:

Still it is safe to say that at any rate the more important facts and laws as well
as the more promising lines of the development of their applications, are now
fairly well known, and that inducements to their further study and development
are not wanting.’

Ve stati Some of the Objects and Methods of Physical Science vyjadril pozdéji
obdobny nazor:

It is never safe to affirm that the future of physical science has no marvels in
store which may be even more astonishing than those of the past; but it seems
probable that most of the grand underlying principles have now been firmly
established and that further advances are to be sought chiefly in the rigorous
application of these principles to all the phenomena which come under our notice

An eminent physicist has remarked that the future truths of physical science
are to be looked for in the sixzth place of decimals. In order to make such results
possible the student and investigator must have at his disposal the methods and
results of his predecessors, must know how to gauge their value, and to apply them
to his own work; and especially must he have at his command all the modern

7 S. Newcomb: The Place of Astronomy Among the Sciences, The Sidereal Messenger.
A Monthly Review of Astronomy 7(1888), pp. 65-73, see pp. 69-70.

8 Roku 1887 opakoval tento pokus s fyzikem a chemikem Edwardem Morleyem (1838—
1923). Experiment, ktery se vlastné nezdafil, nebot existenci éteru popfel, vstoupil do dé&jin
jako pokus Michelsoniv, resp. Michelsontiv—Morleytv.

9 A.A. Michelson: A Plea for Light Waves, Proceedings of the American Association for
the Advancement of Science 37(1888), pp. 67-78, see pp. 68-69.



appliances and instruments of precision which constitute a well-equipped physical
laboratory — without which results of real value can be obtained only at immense
sacrifice of time and labor.'°

Politik, historik a uzndvany publicista Charles Henry Pearson (1830-1894),
narozeny v Londyné, ktery fadu let pusobil v Australii, autor monografii History
of England During the Early and Middle Ages (1868) a History of England in the
Fourteenth Century (1876),!1 v knize National Life and Character: A Forecast
z roku 1893 spatroval budoucnost chemie v nasledujicim:

Chemistry rests, when all abatements have been made, on the atomic theory,
and even if future investigation enables us to forecast with absolute precision
what the result of combinations hitherto unattempted will be, so that we can
calculate in the study what is now worked out gropingly in the laboratory, that
discovery would hardly eclipse the merit of Dalton’s contribution to science. So
it is in every department of research.'?

Americky historik matematiky Florian Cajori (1859-1930), zndmy svymi kni-
hami A History of Mathematics (1893), A History of Elementary Mathematics
(1898) a dvoudilnou monografii A History of Mathematical Notations (1928—
1929), vyjadiil v ¢lanku The Age of the Sun and the Earth. Some Ancient and
Modern Theories z roku 1908 tento nazor na vyvoj chemie:

We are told that, about 1878, the president of a certain chemical society
informed his hearers in an annual address that the age of discovery in chemistry
was closed, and that henceforth we had better devote ourselves to a thorough
classification of chemical phenomena.'3

Anglicky experimentalni fyzik Joseph John Thomson (1856-1940),' obje-
vitel elektronu, ktery se vénoval zejména studiu pohybu éastic v elektrickém,
resp. magnetickém poli a ktery roku 1906 ziskal Nobelovu cenu za teoreticky
i prakticky vyzkum elektrické vodivosti plynti, se roku 1909 vyjadril o budoucim
fyzikalnim vyzkumu takto:

Enthusiasm has been quickened, and there is a hopeful, youthful, perhaps
exuberant, spirit abroad which leads men to make with confidence experiments
which would have been thought fantastic twenty years ago. It has quite dispelled

10 University of Chicago Quarterly Calendar 3(1894), No. 2 (August), pp. 12-15, see p. 15.
Viz téz R.S. Mulliken: Spectroscopy, Quantum Chemistry and Molecular Physics, Physics
Today 21(1968), No. 4 (April), pp. 52-57, see p. 56; C. Weiner: Who Said It First?, ibid.
21(1968), No. 8 (August), p. 9, ISSN 0031-9228.

11 Poznamenejme, ze Pearson roku 1894 publikoval Biographical sketch of Henry John Ste-
phen Smith, a pfipomeiime, ze H.J.S. Smith (1826-1883) byl vyznamnym irskym matematikem.

12 C.H. Pearson: National Life and Character: A Forecast, Macmillan, London, 1893,
357 pages, see p. 291; 2nd ed. 1894, reprint: 1913, 381 pages, see p. 308.

13 F. Cajori: The Age of the Sun and the Earth. Some Ancient and Modern Theories,
Scientific American 66(1908), Supplement No. 1706, pp. 174-175, ISSN 0036-8733.

14 Thomson byl od roku 1884 &lenem Royal Society of London a v letech 1915 az 1920 jejim
prezidentem.



the pessimistic feeling, not uncommon at that time, that all the interesting things
had been discovered, and all that was left was to alter a decimal or two in some
physical constant. There never was any justification for this feeling, there never
were any signs of an approach to finality in science. The sum of knowledge is at
present, at any rate, a diverging not a converging series.'®

Anglicky matematik a astronom Ernest William Brown (1866-1938), odbor-
nik na nebeskou mechaniku (pohyb Mésice, planet a asteroidi), ktery prozil
vétsinu zivota v USA (v letech 1915 az 1916 byl prezidentem American Mathe-
matical Society), napsal v biografickém ¢lanku George William Hill. 1838-1914:

For two hundred years mathematical astronomers, many of them of the first
rank, had been devoting their energies to furnishing a complete demonstration of
the power of the law of gravitation to account for the motions of all the bodies in
the solar system within the degree of accuracy of the observations. In the third
quarter of the nineteenth century it was evident that this demonstration would
soon be made.'6

Britsky historik védy William Cecil Dampier Whetham (1867-1952) vydal
roku 1904 popularni knihu The Recent Development of Physical Sciences'” a po
mnoha letech publikoval knihu A Shorter History of Science (1944, 1945). Od
roku 1901 byl ¢lenem Royal Society of London, v letech 1931 az 1935 prvni
tajemnik Zemédélské vyzkumné rady (the first secretary of the Agricultural
Research Council). Ve své slavné, mnohokrat vyddvané monografii A History
of Science and its Relations with Philosophy and Religion, kterd vysla poprvé
roku 1929, vyjadril tento nazor na rozvoj védy ve 20. stoleti:

It seemed as though the main framework had been put together once for all,
and that little remained to be done but to measure physical constants to the
increased accuracy represented by another decimal place, and to carry farther
those investigations which had seemed at intervals to be on the point of solving
the problem of the structure of matter in terms of the luminiferous aether.'®

Uvahy o tom, Ze nejdiilezit&jsi zakony fyziky jiz byly objeveny a ze zbyva jen
upfesniovat konstanty, se velmi brzy ukazaly byt znacné posetilé. Od prelomu
19. a 20. stoleti se fyzika (a nejen ona) zacala vyvijet jesté boutliveji nez diive.?

15 Presidential Address to the British Association, Report of the seventy-ninth meeting of
the British Association for the Advancement of Science 1909, pp. 3-29, see p. 29.

16 BE.W. Brown: George William Hill. 1838-1914, Biographical Memoirs of the National
Academy of Sciences 8(1916), pp. 275-309, see p. 281, ISSN 0077-2933.

17 J. Murray, London, 1904, xii+344 pages; 6th ed. 1927, later edition: HardPress, Miami,
Fl., 2013, 396 pages, ISBN 978-1314392715.

18 W.C. Dampier: A History of Science and its Relations with Philosophy and Religion,
Cambridge University Press, Cambridge, 1929, 1930 (xxii+514 pages, see p. 382). Later
editions: 1932, 1938, 1942, 1948 (527 pages, see p. 369), 1949, 1961, 1966; Literary Licensing,
2012 (536 pages, see p. 536), ISBN 978-1258239206.

19 Podrobngji viz L. Badash: The Completeness of Nineteenth-Century Science, ISIS
63(1972), No. 1, pp. 48-58, ISSN 0021-1753.



Neékolik fundamentalnich fyzikalnich objevi pfinesl jiz bezprostfedni konec
devatendctého stoleti: rentgenové zafeni (1895), pfirozend radioaktivita (1896),
elektron (1897), polonium a radium (1898), zafeni ¢erného télesa (1900). Ve
dvacatém stoleti sled vyznamnych fyzikalnich objevi pokracoval snad jesté in-
tenzivnéji. V prvnich ctyfech desetiletich k nim patfily zejména Lorentzova
transformace (1904), vysvétleni Brownova pohybu (1905), vysvétleni fotoelek-
trického jevu (1905), foton (1905), specialni teorie relativity (1905), supravodi-
vost (1911), atomové jadro (1911), kosmické zafeni (1912), Bohriiv model atomu
(1913), obecnd teorie relativity (1915, 1916), proton (1919), maticovd mecha-
nika, vlnovd mechanika a kvantovd mechanika (1925, 1926), piedpovéd pozit-
ronu (1928), rozpinani vesmiru (1929), rudy posuv (1929), teorie bilych trpasliki
(1931), ptepovéd neutrina (1931), neutron (1932), pozitron (1932), neutronové
hvézdy (1933), uméla radioaktivita (1934), stépeni jader uranu a fetézova reakce
(1939).20

Poznamenejme, Ze fada fyzikalnich objevi se postupné rodila pfi vyzkumu
vesmiru. Na pfelomu 19. a 20. stoleti zacala dlouhd a Uspésna cesta do nitra
hmoty a fascinujici rozvoj éasticové fyziky.?!

2 Matematika na pfelomu 19. a 20. stoleti

Ve srovnani s fyzikou, astronomii a ostatnimi pfirodnimi védami panoval
v matematice na pfelomu devatenactého a dvacatého stoleti zna¢ny optimismus.
Ve druhé poloviné 19. stoleti byly totiz zavrSeny snahy o zpfesniovani matema-
tické analyzy mimo jiné zavedenim e-6-jazyka (tzv. aritmetizace analyzy).?? Byly
tak prekonany problémy, které jsou nékdy souhrnné oznacovany jako druhd krize
matematiky,2® tj. problémy souvisejici s neopatrnym, byt velmi ¢asto genidlnim
zachazenim s nekoneéné malymi a nekoneéné velkymi veli¢inami, které bylo tak

20 Podivnym Fizenim osudu vysla prace o Fetézové reakci (N. Bohr, J.A. Wheeler: The
Mechanism of Nuclear Fission, Physical Review 56(1939), pp. 426-450) dne 1. zari 1939,
tj. v prvnim dnu 2. svétové valky, ktera skoncila svrzenim dvou atomovych bomb.

21 Pro hlubsi sezndmeni s d&jinami (moderni) fyziky doporu¢ujeme tyto tituly: M. Jammer:
Concept of Space. The History of Theories on Space in Physics, Harvard University Press,
Cambridge, Mass., 1954, 196 pages; W.F. Magie: A Source Book in Physics, Harvard University
Press, Cambridge, Mass., 1935, 1963, 1969, xiv+620 pages, ISBN 978-0674823655; K. Simonyi:
A Cultural History of Physics, Taylor & Francis, Boca Raton, London, New York, 2012,
xiv+622 pages, ISBN 978-1-56881-329-5; J.Z. Buchwald, R. Fox (eds.): The Ozford Handbook
of the History of Physics, Oxford University Press, Oxford, New York, 2013, ix4+945 pages,
ISBN 978-0-19-969625-3.

22 Hlavnimi aktéry tohoto procesu byli Bernard Bolzano (1781-1848), Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857), Niels Henrik Abel (1802-1829), Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—
1859), Karl Theodor Weierstrass (1815-1897) a Richard Dedekind (1831-1916).

23 Pruni krizi matematiky rozumi nékteii badatelé piedpokladané zhrouceni zékladu
matematiky po objevu nesouméfitelnosti isecek. Doslo k nému ve starém Recku nékdy v patém
stoleti pf. Kr. Predpoklada se, ze vychodiskem z této krize byla zména tehdejsiho aritmetického
pojeti matematiky na geometrické, které je prezentovano v proslulém Eukleidové dile Stoicheia
z prelomu ¢tvrtého a tietiho stoleti p¥. Kr.



typické pro 18. stoleti.?* Navic bylo v sedmdesatjch letech 19. stoleti podano
nékolik exaktnich teorii redlnych ¢isel.?> Matematicks analyza tak byla koncem
19. stoleti postavena na pevny zaklad. Slavila Gspéchy i v komplexnim oboru.?%
Pocatkem 20. stoleti na jeji vysledky navézala funkcionalni analyza,?” vznikla
teorie Lebesgueova integralu, topologie, intenzivné se rozvijela problematika in-
tegralnich rovnic atd.

Devatenacté stoleti pfineslo mnoho dalSich vyznamnych matematickych vy-
sledktl. P¥ipometime zejména objev neeukleidovské geometrie?® a jejich modeld,
vyznamny byl rovnéz rozvoj projektivni, algebraické, diferencialni a n-rozmérné
geometrie, vznik a rozsifeni deskriptivni geometrie, tenzorového poétu atd.??

Byly podany dtkazy zakladni véty algebry a objasnéna problematika fesi-
telnosti algebraickych rovnic v radikalech,3° byly objeveny kvaterniony, oktévy
a dal#i systémy hyperkomplexnich ¢isel, zacala se rozvijet teorie algeber,! ro-

24 Nejvyznamnéjsimi predstaviteli infinitesimalniho poétu v 18. stoleti byli Johann Ber-
noulli (1667-1748), Colin MacLaurin (1698-1746), Leonhard Euler (1707-1783), Jean-Baptist
le Rond d’Alembert a Joseph Louis Lagrange.

Tehdejsi zachdzeni s nekone¢né malymi veli¢inami kritizoval biskup George Berkeley (1685—
1753) ve svém spise The Analyst, Or, A Discourse Adressed to an Infidel Mathematician
(1734) v odstavci XXXV: And what are these Fluzions? The Velocities of evanescent Incre-
ments? And what are these same evanescent Increments? They are neither finite Quantities
nor Quantities infinitely small, nor yet nothing. May we not call them the Ghosts of departed
Quantities? Viz [Ew], pp. 60-92, v §ir§im kontextu pp. 11-92.

1918) a Karl Theodor Weierstrass. Lze vSak rovnéz pfipomenout jména Charles Robert Méray
(1835-1911) a Heinrich Eduard Heine (1821-1881).

26 K rozvoji matematické analyzy v komplexnim oboru pfispéli v 19. stoleti zejména
Augustin-Louis Cauchy, Bernhard Riemann (1826-1866) a Karl Theodor Weierstrass.

27 Na vzniku funkcionalni analyzy se v 19. stoleti podileli zejména Salvatore Pincherle
(1853-1936), Vito Volterra (1860-1940) a Jacques Hadamard (1865-1963).

28 Hlavnimi tviirci neeukleidovskych geometrii byli Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792
1856), Janos Bélyai (1802-1860), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), pozdéji Bernhard
Riemann.

29 K rozvoji geometrie pfispéli v 19. stoleti zejména Gaspard Monge (1746-1818), Carl
Friedrich Gauss, Jean-Victor Poncelet (1788-1867), August Ferdinand Méobius (1790-1868),
Michel Chasles (1793-1880), Germinal Pierre Dandelin (1794-1847), Lambert Adolf Jacob
Quetelet (1796-1874), Jacob Steiner (1796-1863), Christian von Staudt (1798-1867), Julius
Pliicker (1801-1868), Hermann Grassmann (1809-1877), Bernhard Riemann, Arthur Cayley
(1821-1895) Eugenio Beltrami (1835-1900), William Clifford (1845-1879), Henri Poincaré
(1854-1912), Giuseppe Peano (1858-1932), Edouard Goursat (1858-1936), Christian Hugo
Eduard Study (1862-1930), David Hilbert (1862-1943) a Elie Cartan (1869-1951).

30 K ditkazu tzv. zakladni véty algebry ptispéli Jean Robert Argand (1768-1822) a Carl
Friedrich Gauss, pozdéji Leopold Kronecker (1823-1891), problematiku fesitelnosti algebraic-
kych rovnic v radikédlech studovali jiz Joseph Louis Lagrange a Paolo Ruffini (1765-1822),
zévazné vysledky pak podali Niels Henrik Abel a Evariste Galois (1811-1832).

31 Objeviteli konkrétnich algeber byli hlavng William Rowan Hamilton (1805-1865), John
Thomas Graves (1806-1870), Arthur Cayley, William Kingdon Clifford a Hermann Giinther
Grassmann (1809-1877). K obecnému pojmu linedrni asociativni algebry dospél Benjamin
Peirce (1809-1880).



dila se teorie matic,3? vektorovy pocet? atd. Vznikala nova algebra — algebra
struktur.34

Uspésné si vedla i teorie éisel, virazné pokroéil vyzkum prvocisel,?® byla
dokézéna, transcendentnost &isel e a 7.36

VyfeSeny byly klasické problémy fecké matematiky. Po vice nez dvou tisici-
letich bylo ukézano, ze zdvojeni krychle, trisekce tihlu, kvadratura kruhu, rek-
tifikace kruZnice a konstrukce pravidelnych n-tthelnik jsou problémy obecné
nefesitelné.3”

V poloving 19. stoleti byly nalezeny souvislosti algebry a logiky,3® vyznamny
vztah algebry a geometrie byl roku 1872 piedstaven v Erlangenském programu.>®

Matematika slavila v 19. stoleti tspéchy i v fadé aplikaci, zejména v nebeské
mechanice. Velikou propagaci matematiky byl roku 1846 objev nové planety,
pozdéji nazvané Neptun, zaloZzeny na vypoctech vychazejicich z poruch pohybu
planety Uran.*® Matematika byla vyuZivina v geodézii, krystalografii, kartografii
atd., i v technickych védach.

Pro 2. mezinarodni kongres matematiki, ktery se konal v srpnu roku 1900
v Parizi, sepsal David Hilbert, nejvyznamnéjsi matematik té doby, prehled 23
problémi, o nichz predpokladal, Ze budou v matematice 20. stoleti hrat zasadni
roli.*! Rada z nich opravdu vjraznym zptisobem matematické badani dvacatého

32 Teorii matic a forem rozvijeli v 19. stoleti Arthur Cayley, James Joseph Sylvester (1814—
1897), Georg Ferdinand Frobenius (1849-1917), Karl Theodor Weierstrass, Charles Hermite
(1822-1901) a dalsi.

33 Vektorovy pocet rozpracovali William Rowan Hamilton, Hermann Giinther Grassmann,
Josiah Willard Gibbs (1839-1903), James Clerk Maxwell (1831-1879), Oliver Heawiside (1850—
1925) a dalsi.

34 Ke zrodu algebry struktur piispéli v 19. stoleti hlavné Carl Friedrich Gauss, Ernst
Eduard Kummer (1810-1893), Arthur Cayley, Leopold Kronecker, Augustin-Louis Cauchy,
Richard Dedekind, Camile Jordan (1838-1922), Evariste Galois a Heinrich Weber (1842-1913),
Ludwig Otto Holder (1859-1937).

35 Vyznamné préace zvefejnili Carl Friedrich Gauss, Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Ernst
Eduard Kummer, Richard Dedekind, Jacques Hadamard a Charles de La Vallée-Poussin (1866—
1962).

36 Transcendentnost &isel e a 7 dokazali Charles Hermite a Ferdinand Lindemann (1852
1939).

37 Tuto problematiku vyfesili Pierre Laurent Wantzel (1814-1848), Ferdinand Lindemann
a Carl Friedrich Gauss.

38 Hlavnimi aktéry byli Auguste de Morgan (1806-1871), George Boole (1815-1864), pozd&ji
Charles Sanders Peirce (1839-1914), John Venn (1834-1923), William Stanley Jevons (1835—
1882) a Ernst Schréder (1841-1902).

39 Jako Erlangensky program je oznacovana inauguraéni profesorska prednaska Felixe
Kleina (1849-1925) na univerzité v Erlangenu roku 1872.

40 Vypoéty provedli nezavisle na sob& John Couch Adams (1819-1892) a Urbain Jean
Joseph Le Verrier (1811-1877).

41 Na kongresu jich vsak ptednesl na radu Adolfa Hurwitze (1859-1919) a Hermanna
Minkowskiho (1864-1909) jen deset; t¥i se tykaly zdkladi matematiky, ¢tyfi aritmetiky
a algebry, tfi teorie funkci a varia¢niho poctu.

Hilbertiv text vysel ve francouzském piekladu pod nazvem Sur les problémes futurs des



stoleti ovlivnila. Velké uspokojeni ze souc¢asného stavu matematiky vyjadril na
tomto kongresu Henri Poincaré (1854-1912). Ve svém piispévku Du réle de
Uintuition et de la logique en mathématiques uvedl:

Il ne reste plus aujourd’hui en Analyse que des nombres entiers ou des
systemes finis ou infinis de nombres entiers, reliés entre eur par un réseau de
relations d’égalité ou d’inégalité.

Les Mathématiques, comme on l’a dit, se sont arithmétisées.

... On peut dire qu’aujourd’hui la rigueur absolue est atteinte.*?

,2Matematicky optimismus“ prelomu 19. a 20. stoleti vyplyval jednak z Gspéchu
matematiky devatendactého stoleti, jednak z radostného ocekavani vyznamnych
vysledki stoleti dvacatého.*3

3 Teorie mnozin

V 19. stoleti se zrodila teorie mnozin. Nékteré jeji myslenky formuloval
v poslednich letech svého Zivota Bernard Bolzano, matematik a filozof italsko-
némeckého ptvodu, ktery prozil cely zivot v Cechach. Jeho kniha Paradozien
des Unendlichen** byla publikovéna az po jeho smrti, roku 1851.

mathématiques ve sjezdovém sborniku [Co], pp. 58—-114. Némecky byl publikovédn pod nézvem
Mathematische Probleme v Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Math.-phys. Klasse, 1900, pp. 253-297, a v casopisu Archiv der Mathematik und Physik
1(1901), pp. 44-63, 213-237. Viz téz [Hi]-III, pp. 290-329. Anglicky preklad vysel pod ndzvem
Mathematical Problems v &asopisu Bulletin of the American Mathematical Society 8(1902),
pp. 437-479, ISSN 0273-0979, a v [Ew], pp. 1096-1105.

Sirsi souvislosti viz F.E. Browder (ed.): Mathematical Developments Arising from Hilbert
Problems, AMS, Providence, 1976, xii+628 pages, ISBN 0-8218-1428-1; M. Hazewinkel: David
Hilbert, Paper on Mathematical Problems (1901), [GG2], pp. 732-747.

P.S. Aleksandrov (ed.): Problemy Gil’berta, Nauka, Moskva, 1969, 239 pages. German
translation: Die Hilbertschen Probleme. Erldutert von einem Autorenkollektiv unter der
Redaktion von P.S. Aleksandrov, 4. Auflage, Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 2007, 302
pages, ISBN 978-3-8171-3401-4.

42 M. Poincaré: Du réle de Uintuition et de la logique en mathématiques, [Co], pp. 115130,
see pp. 120, 122.

43 O vyvoji matematiky viz napt. M. Kline: Mathematical Thought from Ancient to Modern
Times, Oxford University Press, New York, 1972, xvii+1238 pages; reprint ve tfech dilech:
1990, xvii4+390-+xxii, xvii+391-812+xxii, xv+813-1211+4xxii pages, ISBN 0-19-506135-7,
0-19-506136-5, 0-19-506137-3; U.C. Merzbach, C.B. Boyer: A History of Mathematics, 3rd ed.
Wiley, Hoboken, NJ, 2011, xx+688 pages, ISBN 978-0-470-52548-7; I. Grattan-Guinness (ed.):
Companion Encyclopedia of the History and Philosophy of the Mathematical Sciences I., I1.,
Routledge, London, 1994, xiii+842, xi+843-1806 pages, ISBN 0-415-03785-9; later edition:
Johns Hopkins University Press, Baltimore, London, 2003, ISBN 0-8018-7396-7, 0-8018-7397-
5.

44 B. Bolzano: Paradozien des Unendlichen, C.H. Reclam sen., Leipzig, 1851, xiii+134
pages (ed. F. Prihonsky); 2nd ed. Mayer und Miiller, Berlin, 1889. New ed. Meiner, Ham-
burg, 2012, iii+228 pages, ISBN 978-3-7873-2161-2. English translation: Paradozes of the In-
finite, Routledge & Kegan Paul, London, 1950; Routledge Revivals, 2014, 190 pages, ISBN
9781317748571.
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Bernard Bolzano se v ni plné postavil za ptijeti aktudlniho nekonecna. Navazal
tak na némeckého matematika, fyzika a filozofa, pravnika a diplomata Gottfrieda
Wilhelma Leibnize (1646-1716), ktery jako jeden z méla matematikti aktualni
nekonecno prosazoval. Jako motto své knihy proto Bolzano pouzil nésledujici
Leibnizovu myslenku:

Je suis tellement pour Uinfini actuel, qu’au lieuw d’admettre, que la nature
l’abhorre, comme l'on dit vulgairement, je tiens qu’elle affecte par-tout, pour
mieux marquer les perfections de son Auteur.*

Bolzano vsak patrné nedospél k tomu, ze nekone¢na mohou byt ,razné
velikd“. To zjistil 7. prosince 1873 némecky matematik Georg Cantor pri
studiu trigonometrickych fad a sviij objev jesté téhoz dne oznadmil Richardu
Dedekindovi.

So glaube ich schliefilich zum Grund gekommen zu sein, weshalb sich der
in meinen friheren Briefen mit (x) bezeichnete Inbegriff nicht dem mit (n)
bezeichneten eindeutig zuordnen lGft. 4

Jiz v prosinci roku 1873 odeslal Cantor do tisku praci Ueber eine Eigenschaft
des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,*™ kterd je dnes povaZzovana za
prvni praci z teorie mnozin, ackoliv se v ni termin mnozina (Menge) nevyskytuje.

V letech 1873 az 1884 vybudoval teorii kardinalnich a ordinédlnich déisel,
o niz dnes hovofime jako o naivni, intuitivni nebo cantorovské teorii mnozin.*8
Dlouho se trapil otazkou, zda existuje mnozina, kterd je nespocetnd a mé
mensi mohutnost nez kontinuum, tj. mnozina vSech realnych ¢isel; negativni

45 G.W. Leibniz: Opera omnia studio Ludov. Dutens, Tom. II, part. I, p. 243.

46 In H. Meschkowski, W. Nilson (eds.): Georg Cantor. Briefe, Springer, Berlin, 1991,
xi+535 pages, see pp. 35-37, ISBN 3-540-50621-7.

V dopise z 29. 11. 1873 Cantor zavedl symboly (n) a (z) takto: Man nehme den Inbegriff aller
positiven ganzzahligen Individuen n und bezeichne ihn mit (n); ferner denke man sich etwa
den Inbegriff aller positiven reellen Zahlgréssen x und bezeichne thn mit (z); ... (p. 31).

Viz téz E. Noether, J. Cavailles (eds.): Briefwechsel Cantor-Dedekind, Hermann, Paris, 1937,
60 pages; I. Grattan-Guinness: The Rediscovery of the Cantor-Dedekind Correspondence,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 76(1974/1975), pp. 104-139, ISSN
0012-0456. Viz téz [Cal, pp. 443-451, a [Ew], pp. 843-878, 923-940.

Poznamenejme, ze diagonalni metodu Cantor prezentoval az v praci Uber eine elementare
Frage der Mannigfaltigkeitslehre, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
Ergénzungsband, 1(1891), pp. 75-78, ISSN 0012-0456; viz téz [Ca|, pp. 278-281.

47 G. Cantor: Ueber eine Figenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,
Journal fir die reine und angewandte Mathematik 77(1874), pp. 258-262, ISSN 0075-4102,
viz téz [Ca], pp. 115-118. English translation: On a Property of the Set of Real Algebraic
Numbers, [Ew], pp. 839-843. French translation: Sur une propriété du systéme de tous les
nombres algébriques, Acta Mathematica 2(1883), pp. 305-310, ISSN 0001-5962.

48 . Cantor: Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen
15(1879), pp. 1-7, 17(1880), pp. 355-358, 20(1882), pp. 113-121, 21(1883), pp. 51-58, 545-586,
23(1884), pp. 453-488, ISSN 0025-5831; viz téz [Cal, pp. 139-246.

G. Cantor: Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Ein mathematisch-philoso-
phischer Versuch in der Lehre des Unendlichen, Teubner, Leipzig, 1883, 46 pages; viz téz [Ca],
pp. 165-209, resp. [Ew], pp. 878-919.



11

odpovéd je oznacovéna jako hypotéza kontinua. V devadesitych letech pak
publikoval ve dvou c¢astech delsi praci nazvanou Beitrdge zur Begrindung der
transfiniten Mengenlehre,*® v niz shrnul zasadni vysledky svého dlouholetého
badani tykajiciho se teorie mnozin.

Pocatecni velka averze k teorii mnozin a jejimu tvarci byla postupné prekona-
vana. Koncem 19. stoleti jiz teorie mnozin ziskavala zna¢né sympatie a uznani,
zacatkem 20. stoleti pak byla akceptovana®® a na jejim zakladé zacala byt
budovana témét celd matematika. Rada matematickych disciplin byla v prvnim
desetileti 20. stoleti jiz viceméné postavena na teorii mnozin.

4 Tfreti krize matematiky

Na prelomu 19. a 20. stoleti doslo k dilezitym a varujicim zjisténim. Byla
objevena fada tzv. antinomii teorie mnozin, které zpochybriovaly jeji spravnost.
Vznikld situace zacala byt postupné chipana jako podlomeni zakladd celé
matematiky; n€kdy se hovoii o treti krizi matematiky.

Prvni antinomii, kterou Cantor znal jiz roku 1895, publikoval roku 1897
italsky matematik Cesare Burali-Forti (1861-1931) v ¢lanku Una questione sui
numeri transfiniti.>t Tyké se mnoZiny vSech ordindlnich &isel — zni takto:

Ordinéalni ¢islo mnoziny vSech ordinalnich ¢isel je vétsi nez kazdé ordinalni
vz 52
Cislo.

Patrné nejznaméjsi antinomii je tzv. Russelliv paradox. Bertrand Russell
(1872-1970) jej objevil roku 1901 a formuloval roku 1903 v knize The Principles
of Mathematics.”®

49 Q. Cantor: Beitrige zur Begrimdung der transfiniten Mengenlehre, Mathematische

Annalen 46(1895), pp. 481-512, 49(1897), pp. 207—246, ISSN 0025-5831; téz in [Ca], pp. 282—
356.
Italian translation (only 1lst part): Contribuzione al fondamento della teoria degli insiemi
transfiniti, Rivista di matematica 5(1895), pp. 129-162, ISSN 0035-6298. French translation:
Sur les fondements de la théorie des ensambles transfinis, Mémoires de la Société des sciences
physiques et naturelles de Bordeaux 3(1899), pp. 343-437. English translation: Contributions
to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers, Open Court, 1915, ix+211 pages;
reprint: Dover, New York, 1955, ix+214 pages, téz 2012, ISBN 0-486-60045-9.

50 Dokladaji to i pieklady Cantorovych praci do dalsich jazykd.

51 C. Burali-Forti: Una questione sui numeri transfiniti, Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo 11(1897), pp. 154-164. Viz téz kratka poznamka Sulle classi ben ordinate, ibid.
p- 260, ISSN 0009-725X. English translation: A Question on Transitive Numbers, [He], pp. 104—
112.

52 Viz I.M. Copi: The Burali-Forti Paradoz, Philosophy of Science 25(1958), pp. 281286,
ISSN 0031-8248; G.H. Moore, A.R. Garciadiego: Burali-Forti’s Paradox: A Reappraisal of its
Origins, Historia mathematica 8(1981), pp. 319-350, ISSN 0315-0860; Ch. Menzel: Cantor and
the Burali-Forti Paradoz, The Monist 67(1984), pp. 92-107, ISSN 0026-9662.

53 B. Russell: The Principles of Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge,
1903, xxix+534 pages, see p. 101; later editions: Allen & Unwin, London, 1938, ..., 1964,
xxxix+534 pages; Norton & Comp., 1996, 576 pages, ISBN 978-0393314045.
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Utvorme mnozinu vSech mnozin, které nejsou svym prvkem:
M={X|X¢X}

Z této definice vyplyva, Ze je-li M € M, potom je M ¢ M, a je-li M ¢ M,
potom M € M. V kazdém piipadé tedy dochazime ke sporu.’* Georg Cantor se
v té dobé jiz delsi dobu trapil ivahami o mnoziné vsech mnozin, tj. obdobnou
antinomii.

Béhem kratké doby se objevila fada dalsich antinomii, které vedly k zavaz-

nému zavéru: pojem mnoziny je v Cantorové teorii zaveden zna¢né ,,volné“.5®

5 Boj o exaktnost, axiomatizace

Koncem 19. stoleti vyrazné silily tendence vedouci k exaktni axiomatické
vystavbé jednotlivych disciplin i celé matematiky.

Poznamenejme nejprve, ze metodologické zasady budovani védecké teorie
podal Aristotelés ze Stageiry (384-322) v souboru Sesti spist, jeZ jsou zndmy
pod pozdé&jsim nazvem Organon (Categories, On Interpretation, Prior Analytics,
Posterior Analytics, Topics, On Sophistical Refutations). Podle téchto zasad
sepsal Eukleidés kolem roku 300 pf. Kr. své dilo Stoicheia (lat. Elementa), které
je snad nejslavnéjsim matematickym textem vsech dob. Jsou v ném nejprve
zavedeny zakladni pojmy, poté formulovany tzv. postulaty popisujici principy
konstrukei kruzitkem a pravitkem (tzv. eukleidovské konstrukce) a pak axiomy.
Teprve potom nasleduje exaktné budovana teorie, tj. definice, véty a jejich
dikazy. Duch Eukleidova dila je vyrazné geometricky; i poznatky aritmetiky
a teorie Cisel jsou prezentovany v geometrické feci.

54 Viz I. Grattan-Guinness: How Bertrand Russell Discovered his Paradoz, Historia mathe-
matica 5(1978), pp. 127-137, ISSN 0315-0860; A.R. Garciadiego: Bertrand Russell and the
Origins of the Set-Theoretic Paradozes, Birkhaduser, Basel, Boston, Berlin, 1992, xxix+264
pages, ISBN 3-7643-2669-7; G. Link (ed.): One Hundred Years of Russell’s Paradoz, W. de
Gruyter, Berlin, New York, 2004, ix+662 pages, ISBN 3-11-017438-3.

55 O vzniku a v§voji teorie mnozin, antinomiich, o tfeti krizi matematiky a snahach o jeji
prekondni viz F.A. Medvedev: Razvitie teorii mnoZestv v XIX veke, Nauka, Moskva, 1965,
232 pages; H. Meschkowski: Probleme des Unendlichen. Werk und Leben Georg Cantors,
Vieweg, Braunschweig, 1967, xii+288 pages; P.E. Johnson: A History of Set Theory, Prindle,
Weber & Schmidt, Boston, 1972, ix+109 pages; A.A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy (with
the collaboration of D. van Dalen): Foundations of Set Theory, 2nd ed. North-Holland,
Amsterdam, 1973, dotisk 1984, x+404 pages, ISBN 0-7204-2270-1 (1st ed. 1958, x+415
pages); H. Meschkowski: Hundert Jahre Mengenlehre, Deutscher Taschenbuch, Miinchen,
1973, 160 pages, ISBN 978-3423041423; W. Purkert: Georg Cantor und die Antinomien der
Mengenlehre, Bulletin de la Société Mathématique de Belgique 38(1986), pp. 313-327, ISSN
0037-9476; W. Purkert, H.J. Ilgauds: Georg Cantor. 1845-1918, Birkh&user, Basel, Boston,
Stuttgart, 1987, 262 pages, ISBN 3-7643-1770-1 (1st ed. Teubner, Leipzig, 1985, 135 pages);
J.W. Dauben: Georg Cantor. His Mathematics and Philosophy of the Infinite, Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1991, 424 pages, ISBN 9780691024479; J.W. Dauben: Georg
Cantor, Paper on the Foundations of a General Set Theory (1883), [GG2], pp. 600-612. Viz
téz [Ew], pp. 838-940, [GG1] a [He].
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Eukleidiv pristup byl vice nez dvé tisicileti vzorem pro sepisovani matema-
tickych textt. Ovlivnil vSak i filozofy, autory nematematickych spisa, kteri si
matematiky vazili a snazili se napodobovat jeji exaktni pfistup a prezentovali
své myslenky geometrickym zpiusobem, geometrickou metodou. Snad nejvyznam-
néjsim z nich byl holandsky filozof Baruch (Benedictus) Spinoza (1632-1677), au-
tor spist Renati des Cartes Principia philosophiae more geometrico demonstrata
(1663) a Ethica ordine geometrico demonstrata (1677 in Opera posthuma). Jejich
struktura odpovida matematickému textu, tj. respektuje axiomaticko-deduktivni
stavbu. Zacind definicemi a axiomy, pokracuje tvrzenimi, dikazy a dusledky.
Uvedme velmi zajimavy Gvodni odstavec z pfedmluvy Lodewijka Meyera (1629-
1681) ke knize Renati des Cartes Principia philosophiae.

Mathematicorum in scientiis investigandis ac tradendis methodum, qua
nempe ex definitionibus, postulatis afque axiomatis conclusiones demon-
strantur, optimam esse tussimamaque veritatis indagandae atque docendae viam,
ommnium, qui supra vulgus sapere volunt, uninamis est sententia. Et quidem iure
merito. Etenim quum omnis rei ignotae certa ac firma cognitio non nisi ex
certo praecognitis hauriri ac derivari queat, haec neccessario ab imo praestru-
enda erunt, tanquam stabile fundamentum, cui postmodum, ne sponte subsidat
aut minimo impetu pessum eat, totum cognitionis humanae aedificium super-
imponatur. Istius autem, notae esse quae passim matheseos cultoribus nomine
definitionum, postulatorum atque aziomatum venire solent, nemini dubium esse
poterit qui nobilem istam disciplinam a limine tantum salutaverit. Definitio-
nes enim nihil aliud sunt quam terminorum atque nominum, quibus res tractan-
dae designantur, apertissimae explicationes. Postulata autem et axiomata seu
communes animi notiones adeo clarae atque perspicuae sunt enuntiationes, ut
14s omnes, qui ipsa vocabula solummodo recte intellexerint, assensum mnegare
nequaquam possint.5%

Zd4 se, ze i Jan Amos Komensky (1592-1670), ¢asto oznacovany jako uéitel
narodd, se inspiroval strucnosti, jasnosti a strukturou matematickych texta.
Ve svém plvabném, myslenkové bohatém spise Analytickd didaktika (1633)
formuloval 186 pedagogickych poudek (vét), které jsou vzdy v nésledujicim
odstavci stru¢éné a jasné zdvodnény (dokazany).>”

56 English translation: It is admitted by all who have any claims to superior intelligence
that the method of mathematics, viz., the method by which conclusions are demonstrated
from definitions, postulates, and axioms is the best method of obtaining and imparting truth.
And rightly so; for as certain knowledge of an unknown object can only be obtained through
facts previously known, there must of necessity be certain premises on which the whole
superstructure of human knowledge rests, provided it does not fall of its own weight, or
succumb to some slight attack from without. No one who has paid any attention to the noble
study of mathematics can doubt its definitions or postulates or axioms. For definitions are
but a very open ezxplanation of the terms and names under which the subject is discussed,
and the postulates and axioms of mathematics, or the general ideas of the mind, cannot be
denied by any one who understands the use of his vocabulary. In B. Spinoza: The Principles
of Descartes’ Philosophy, Translated from the Latin, with an Introduction by Halbert Hains
Britan, Open Court, La Salle, Illinois, 1961, 1xxxi+177 pages, see p. 1.

57 The Analytical Didactic of Comenius, University of Chicago Press, Chicago, 1953, 239
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Velky diraz na presnost stavby matematickych disciplin i celé matematiky,
na principy odvozovani a dokazovani matematickych poznatka kladli v 17. az
19. stoleti zejména René Descartes (1596-1650), Gottfried Wilhelm Leibniz,
Auguste de Morgan, George Boole, William Stanley Jevons, Charles Sanders
Peirce a Ernst Schroder.58

Uspésny proces zpfesiiovani zaklad@t matematické analyzy motivoval k tva-
ham o exaktni stavbé dalsich matematickych disciplin. Objev neeukleidovskych
geometrii, pfiklad spojité funkce, kterd nemé v Zadném bodé derivaci, existence
spojitého zobrazeni tisecky na ¢tverec (kiivka, kterd vyplni ¢tverec) a dalsi pre-
kvapivé jevy vedly k hlubokému zamysleni nad intuici, nad volbou systému axi-
omi a nad jejich charakterem. Pohled na axiomy jako na jednoduchd tvrzeni,
ktera jsou vypozorovana z realného svéta, kterd jsou zcela zfejma a intuitivné
jasna, byl silné zpochybnén. Koncem 19. stoleti se matematici pokouseli novym
zpusobem charakterizovat pojmy axiom, axiomaticky systém, dedukce, dikaz,
pravdivost, bezespornost atd. Velkou roli zacala v matematice hrat logika.

Némecky matematik a filozof Gottlob Frege (1848-1925), jeden ze zakladatelti
moderni symbolické logiky, se jiz v sedmdesatych letech 19. stoleti pod vlivem
Dedekindovych myslenek intenzivné vénoval problematice logickych zakladt
matematiky. Je prvnim predstavitelem tzv. logicismu, sméru, ktery matematiku
povazoval za odvétvi logiky a zamyslel ji prezentovat vyhradné logickymi pojmy
a prostredky.

Roku 1879 vydal knizku Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens,®® v niz vybudoval axiomatické zaklady
symbolické logiky (predikdtovy pocet) a nastinil sviij zAmeér — postavit aritmetiku
na logice, tj. dokazat aritmetické véty cistou logikou. V pfedmluvé napsal:

Sie [Begriffsschrift] soll also zundchst dazu dienen, die Biindigkeit einer
Schlusskette auf die sicherste Weise zu prifen und jede Voraussetzung, die
sich unbemerkt einschleichen will, anzuzeigen, damit letztere auf ihren Ursprung
untersucht werden kénne. ...

Die Arithmetik ... ist der Ausgangspunkt des Gedankenganges gewesen, der
mich zu meiner Begriffsschrift geleitet hat. Auf diese Wissenschaft denke ich sie
daher auch zuerst anzuwenden, indem ich ihre Begriffe weiter zu zergliedern und
ihre Sitze tiefer zu begrinden suche.°

O pét let pozdéji vydal knihu Die Grundlagen der Arithmetik, eine logisch-
mathematische Untersuchung tiber den Begriff der Zahl,%' v niZ objasnil pojmy

pages.

58 Pfipomefime nap¥. Descartovy texty Discours de la méthode a Regulae ad directionem
ingenii a Leibnizovu ideu mathesis universalis.

59 Q. Frege: Begriffsschrift ..., L. Nebert, Halle a. S., 1879, x+88 pages; later editions:
1964, 1988. English translation: Begriffsschrift, a Formula Language, Modeled upon that of
Arithmetic, for Pure Thought, [He|, pp. 1-82.

60 G. Frege: Begriffsschrift und andere Aufsitze, Olms, Hildesheim, Ziirich, New York,
2007, 124 pages, see pp. iv, viii, ISBN 978-3-487-00623-9.

61 G. Frege: Die Grundlagen der Arithmetik ..., Koebner, Breslau, 1884, vii+xi+118 pages;
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¢islo a pocet (Zahl a Anzahl) a nastinil svilj program pievedeni matematiky
na logiku. Rezignoval pfitom na symboliku zavedenou v knize Begriffsschrift,
definice a véty vyjadfil pfirozenym jazykem, hlavni myslenky dtkazti pouze
nastinil.

V letech 1893 a 1903 publikoval dvoudilnou knihu Grundgesetze der Arith-
metik, begriffsschriftlich abgeleitet.52 Vysel z formalniho logického systému,
pokrocilejsiho nez v knize Begriffsschrift, sestavil pro aritmetiku koneény systém
axiomu a v FeCi svého predikatového pocétu odvodil zakladni véty aritmetiky
celych cisel, které pak rozsifil na ¢isla redlnd, a otevrel tak cestu k vybudovani
logickych zakladi matematické analyzy. Dikazy provedl podrobné pomoci své
formalni logiky. Uvod zahajil témito slovy (see p. 1):

In meinen Grundlagen der Arithmetik habe ich wahrscheinlich zu machen
gesucht, dass die Arithmetik ein Zweig der Logik sei und weder der Erfahrung
noch der Anschauung irgendeinen Beweisgrund zu entnehmen brauche.

Kratce pred odevzdanim druhého dilu do tisku se Gottlob Frege od Bertranda
Russella dozvédél o jeho paradoxu.®? Jeho vira v exaktni budovani matematiky
byla otfesena (sdm totiz uzil pojem mnozina v8ech mnozin). V zavéru své knihy
(p- 253) proto uvedl:

Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas Unerwiinschteres
begegnen, als dass ihm nach Vollendung einer Arbeit eine der Grundlagen
seines Baues erschiittert wird. In diese Lage wurde ich durch einen Brief des
Herrn Bertrand Russell versetzt, als der Druck dieses Bandes sich seinem Ende
ndherte.

Vidéi osobnosti svétové logiky byl koncem 19. stoleti italsky matematik
Giuseppe Peano (1858-1932), jeden z prvnich myslitelti, ktefi zacali disledné
axiomatizovat matematiku, a to exaktnéji a abstraktnéji nez bylo kdykoli dfive
zvykem. Roku 1888 formuloval v knize Calcolo geometrico®* axiomy vektorového

later edition: Meiner, Hamburg, 1988, xxii+144 pages, ISBN 3-7873-0719-2.

English translation: The Foundations of Arithmetic. A Logico-Mathematical Enquiry into
the Concept of Number, Basil Blackwell & Mott, Oxford, 1950, xxiv+xxii+119+119 pages
(némecky a anglicky); Northwestern University Press, Evanston, Illinois, 1980, xi+119 pages,
ISBN 08101-0605-1. New English ed.: The Foundations of Arithmetic. A Logical-Mathematical
Investigation into the Concept of Number 1884. Translated with an Introduction and Critical
Commentary by Dale Jacquette, Pearson Education, New York, 2007, xxxii+112 pages, ISBN
0-321-24189-4.

French translation: Les fondements de l’arithmétique, L’Ordre philosophique, Seuil, 1970, 240
pages, ISBN 978-2020027366.

62 G. Frege: Grundgesetze der Arithmetik ..., Pohle, Jena, 1893, 1903, xxxii+253, xv+265
pages, reprint: Olms, Hildesheim, 1962. English translation: The Basic Laws of Arithmetic,
Oxford University Press, 2016, 680 pages, ISBN 978-0198777304.

Viz M. Potter: Reason’s Nearest Kin, Philosophies of Arithmetic from Kant to Carnap, Oxford
University Press, Oxford, New York, 2000, x+305 pages, ISBN 0-19-925261-0.

63 Korespondence Russell-Frege viz [He], pp. 124-128.

64 G. Peano: Calcolo geometrico secondo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann, preceduto
dalle operazioni della logica deduttiva, Fratelli Bocca Editori, Torino, 1888, xi+171 pages;



16

prostoru. O rok pozdéji publikoval ve spisku Arithmetices principia, nova
methodo exposita®® axiomy oboru pfirozenych ¢isel (tzv. Peanovy aziomy);
na fadé stranek prezentoval aritmetiku pouze formulemi. Ve svém projektu
Formulaire de mathématiques (resp. Formulario mathematico) z let 1895 aZ
1908 prepisoval matematiku do svého formalniho jazyka, tj. do feci formuli.
V obdobném duchu sepsal praci I principii di geometria logicamente esposti.56

Poznamenejme, ze podobnym zptisobem jako Peano popsal pfirozena cisla
Richard Dedekind v knizce Was sind und was sollen die Zahlen?,57 ktera vysla
roku 1888.58

Vyznamny pocin v axiomatickém pfistupu k matematice ucinil David Hilbert.
Roku 1899 vydal knihu Grundlagen der Geometrie,® v niz provedl diislednou
axiomatizaci elementarni geometrie. Navazal na myslenky, které naznacil roku
1882 Moritz Pasch (1843-1930) v knize Vorlesungen tiber neuere Geometrie.™

Gasteéné otisténo in [Pe]-1I, pp. 3—19. English translation: Geometric Calculus. According to the
Ausdehnungslehre of H. Grassmann, Birkhduser, Boston, Basel, Berlin, 2000, xv+150 pages,
ISBN 0-8176-4126-2.

65 G. Peano: Arithmetices principia ..., Fratres Bocca, Torino, 1889, xvi+20 pages, téz
in [Pe]-II, pp. 20-55. English translation: The Principles of Arithmetic, Presented by a New
Method, [He], pp. 83-97.

Viz téz Peantv ¢lanek Sul concetto di numero, Rivista di matematica 1(1891), pp. 87-102,
256-267, ISSN 0035-6298.

66 Q. Peano: I principii di geometria logicamente esposti, Fratelli Bocca Editori, Torino,
1889, 44 pages; new ed. Kessinger, 2010, 42 pages, ISBN 978-1162494586. Téz in [Pe]-1I, pp. 56—
91.

67 R. Dedekind: Was sind und was sollen die Zahlen?, Vieweg, Braunschweig, 1888, xvii+58
pages; 10th ed. 1965. English translation: The Nature and Meaning of Numbers, Open Court,

68 Vig J. Ferreirds: Richard Dedekind (1888) and Giuseppe Peano (1889), Booklets on
the Foundations of Arithmetic, in [GG2], pp. 611-626. Viz téz H.C. Kennedy: The Origins
of Modern Awziomatics: Pasch to Peano, The American Mathematical Monthly 79(1972),
pp- 133-136, ISSN 0002-9890; M. Segre: Peano’s Azioms in their Historical Context, Archive
for History of Exact Sciences 48(1994), pp. 201-342, ISSN 0003-9519.

69 D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, in Festschrift zur Feier der Enthiillung des Gauss-
Weber Denkmals in Goéttingen, Teubner, Leipzig, 1899, pp. 1-92; reprint: EOD Network, 2015,
94 pages, ISBN 978-3226016925. 2nd ed. 1903, v+175 pages, 3rd. ed. 1909, vi4+279 pages, 7Tth
ed. 1930, vii4+326 pages, 12th ed. Teubner, Stuttgart, 1977, vii+271 pages, ISBN 3-519-22020-
2.
English translation: The Foundations of Geometry, Open Court, Chicago, 1902, vii+132
pages; later edition: BiblioLife, Charleston, SC, 2008, 144 pages, ISBN 9780559740640. French
translations: Les principes fondamentauz de la géométrie, Annales Scientifiques de 1’Ecole
normale superieure 17(1900), pp. 103-209; Les fondements de la géométrie, 1902. Russina
translation of the 7th ed.: Osnovanija geometrii, OGIZ, Moska, Leningrad, 1948, 491 pages.
Viz A. Schmidt: Zu Hilberts Grundlegung der Geometrie, in [Hi]-II, pp. 404-414; J. Gray:
Hilbert and his Grundlagen der Geometrie, in J. Gray: Worlds Out of Nothing. A Course in the
History of Geometry in the 19th Century, Springer, London, 2007, xxiii+376 pages, téz 2010,
xxiv+400 pages, pp. 2569-267, ISBN 978-0-85729-059-5; M.-M. Toepell: Uber die Entstehung
von David Hilberts Grundlagen der Geometrie, Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen, 1986,
293 pages, ISBN 978-3525403099; M.-M. Toepell: David Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
First Edition (1899), (GG2], pp. 710-723.

70 M. Pasch: Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Teubner, Leipzig, 1882, iv+201 pages.
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Hilbertuv axiomaticky systém byl strukturovany: osm axiomu incidence, Ctyfi
axiomy uspofradani, pét axioma shodnosti, dva axiomy spojitosti a jeden axiom
rovnobéznosti. Zatimco Eukleidés se ve svém dile Stoicheia opiral o ndzornost
a fada jeho vét ma konstruktivni charakter, Hilbert na realny svét rezignoval,
svoji geometrii budoval zcela formalné a existencialné.

V tvodu své knihy Grundlagen der Geometrie uvedl:

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fir die Geometrie
ein vollstindiges und mdoglichst einfaches System von Aziomen
aufzustellen und aus denselben die wichtigsten geometrischen Sdtze in der Weise
abzuleiten, daff dabei die Bedeutung der verschiedenen Azxiomgruppen und die
Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen mdglichst
klar zu Tage tritt.

Lobacevskij, Bdlyai, Gauss, Riemann a Klein otevreli prekvapivé bohaty svét
riznych geometrii. David Hilbert v knize Grundlagen der Geometrie se jiz
o redlny svét neopiral, byt se jim pfi sestaveni svého axiomatického systému
inspiroval. Pfisné logicky odvozoval disledky axiomil popisujicich vazby mezi
vychozimi pojmy, dokazoval jednu vétu za druhou a rozvijel geometrii danou
zvolenym axiomatickym systémem. Nefesil vztah budované geometrie a svéta,
ktery nas obklopuje, podstatnad byla bezespornost jeho teorie a nezavislost

axiomi.”!

Nové chapani axiomti a geometrie zdtrazioval David Hilbert i na svych
prednaskach. Nekdy uvadél, ze si pod vychozimi pojmy miZeme predstavovat
cokoli, ze podstatné jsou pouze a jediné vztahy, které mezi nimi plati:

One must be able to say at all times — instead of points, straight lines, and
planes — tables, chairs, and beer mugs.”

Koncem devatenactého stoleti a na zacatku stoleti dvacatého se tedy objevily
vyznamné snahy po exaktnim axiomatickém vybudovani matematiky. Realizo-
valy se zejména v aritmetice a v geometrii. Dokladaji to prace, které sepsali
hlavné Frege, Peano, Dedekind a Hilbert. V§znamnou roli sehréla moderni ma-
tematicka logika (Frege, Peano).

6 Etablovani teorie mnozin

V prvnich dvou desetiletich 20. stoleti teorie mnozin v matematice pevné za-
kotvila, pfestoze byly stéle pocifovany rozpaky vyplyvajici z existence antinomii.

Druhé vydani (Springer, Berlin, 1926, x+275 pages) obsahuje pfipojenou stat Maxe Dehna
(1878-1952) pojmenovanou Die Grundlegung der Geometrie in historischer Entwicklung,
pp- 185-271; reprint: 1976, ISBN 3-540-06294-7.
Viz téz D. Tamari: Moritz Pasch (1843-1930), Vater der modernen Aziomatik, Shaker,
Aachen, 2007, 360 pages, ISBN 978-3832262440.

71 Druh4 kapitola Hilbertovy knihy se jmenuje Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige
Unabhdngigkeit der Axziome.

72 See [Re], p. 57.



18

Snadno to lze dolozit odkazem na casopisecké a knizni tituly, které byly nové
teorii vénovany.

Némecky matematik Gerhard Hessenberg (1874-1925) publikoval roku 1906
praci Grundbegriffe der Mengenlehre,”® manzelé William Henry Young (1863—
1942) a Grace Chisholm Young (1868-1944) vydali ve stejném roce knihu The
theory of sets of points,”* polsky matematik Waclaw Sierpiriski (1882-1969)
sepsal knihu Zarys teoryi mnogosci,” ktera byla vytisténa roku 1912.

Arthur Schoenflies (1853-1928) publikoval roku 1900 obséhlou stat nazvanou

Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten,”® roku 1908 vy-
dal se stejnym nazvem jeji pokradovani knizné’” a o pét let pozdéji i upraveny
prvni dil pod modifikovanym nézvem Entwickelung der Mengenlehre und ihrer
Anwendungen.”™ S prepracovanim textu mu pomahal Hans Hahn (1879-1934).7°
Arthur Schoenflies je rovnéz autorem stati Mengenlehre (1899) otisténé v En-
cyklopidie der mathematischen Wissenschaften®® a nékolika praci tykajicich se
axiomatiky teorie mnozin a antinomii.’!

Jednu z prvnich ucebnic teorie mnozin, knihu Grundzige der Mengenlehre,
publikoval roku 1914 vyznamny némecky matematik Felix Hausdorff (1868

73 G. Hessenberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandlungen der Friesschen Schule,
Neue Folge 1, Heft IV, 1906, pp. 479-706; téz knizné: Vandenhoeck und Ruprecht, Gottingen,
1906, viii+220 pages.

74 W.H. Young, G.C. Young: The theory of sets of points, Cambridge University Press,
Cambridge, 1906, xii+316 pages; reprinted: 2009, xiv+316 pages, ISBN 9780511694240.

75 W. Sierpinski: Zarys teoryi mnogosci, Biblioteka matematyczno-fizycna 9, Warszawa,
1912, 158 pages.

76 A. Schoenflies: Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Jahresbe-
richt der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Ergdnzungsband, 8(1900), pp. 1-250, ISSN
0012-0456.

77T A. Schoenflies: Die Entwickelung ..., Teubner, Leipzig, 1908, x+331 pages.

78 A. Schoenflies: Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen, Teubner,
Leipzig, 1913, xi+389 pages.

79 Hans Hahn mél o teorii mnozin a otédzky nekoneéna velky zijem, jak dokladaji nékteré
jeho prace. H. Hahn et al.: Diskussion zur Grundlegung der Mathematik, Erkenntnis 2(1931),
pp. 135-149. H. Hahn: Die Krise der Anschauung, in Krise und Neuaufbau in den exakten
Wissenschaften. Finf Wiener Vortrige, Deuticke, Wien, Leipzig, 1933, ii+123 pages, pp. 41—
64; H. Hahn: Gibt es Unendliches?, in Alte Probleme — Neu Lésungen in den exakten
Wissenschaften. Finf Wiener Vortrage, Deuticke, Wien, Leipzig, 1934, 122 pages, pp. 93-116.
Oba ¢lanky jsou otistény v knize H. Hahn: Empirismus, Logik, Mathematik, B.F. McGuinness,
ed., Suhrkamp, Frankfurt am Main, 1988, 179 pages, ISBN 351828245X; anglickd verze:
Empiricism, Logic and Mathematics. Philosophical Papers, Reidel, Dordrecht, 1980, xx+142
pages, pp. 73-102, 103-131, ISBN 978-90-277-1065-9 ( The Crisis in Intuition, Does the Infinite
Ezist?).

80 Bd. I-1. Arithmetik und Algebra, Teubner, Leipzig, 1900-1904, pp. 184-207.

81 A. Schoenflies: Uber die logischen Paradozien der Mengenlehre, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung 15(1906), pp. 19-25, ISSN 0012-0456. A. Schoenflies: Zur
Grundlegung der Mengenlehre, Mathematische Annalen 72(1912), pp. 551-561. A. Schoenflies:
Zur Aziomatik der Mengenlehre, ibid. 83(1921), pp. 173-200. A. Schoenflies: Bemerkung zur
Agziomatik der Grofien und Mengen, ibid. 85(1922), pp. 6064, ISSN 0025-5831. A. Schoenflies:
Die Krisis in Cantor’s mathematischen Schaffen, Acta mathematica 50(1927), pp. 1-23.
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1942),%2 ktery jiz v letech 1906 az 1909 sepsal vyznamné prace o uspoié-
danych mnozindch. Dalsi spésnou ucebnici vydal roku 1919 Abraham Adolf
Fraenkel (1891-1965) pod ndzvem Finleitung in die Mengenlehre. Eine gemein-
verstindliche Einfiihrung in das Reich des unendlichen Grifen.® P¥ipomeiime
jesté malou knizku Mengenlehre, kterou sepsal Erich Kamke (1890-1961) pro
populdrni edici Sammlung Goschen.?

Ucebnice a monografie vénované teorii mnozin jsou dokladem toho, ze si tato
teorie v prvnich dvou desetiletich 20. stoleti v matematice vydobyla pevné misto.

7 Cesta z krize

Rada matematiki, logikii a filozoftl se v prvnich t¥ech desetiletich 20. stoleti
trapila situaci, v niz se nalézala teorie mnozin po objevu antinomii. Mnozi fesili
problémy exaktniho budovani zaklad matematiky, problémy axiomatizace jed-
notlivych disciplin a celé matematiky, diskutovali zejména otazky bezespornosti
a matematické jistoty. Krizi v zdkladech matematiky stale pocitovali, a proto
intenzivné hledali vychodiska z této nepfijemné situace.

Vyznamnym smérem reagujicim na podlomeni zdkladi matematiky byl
logicismus. Navazoval na myslenky, které ve svych pracich prezentoval Gottlob
Frege. Podle logicisti bylo tfeba matematiku chapat jako odvétvi logiky,
vSechny matematické pojmy definovat pomoci pojmi logiky, a matematické
véty dokazovat pomoci odvozovacich pravidel uzivanych v logice. Problém
bezespornosti matematiky tak logicisté redukovali na problém bezespornosti
moderni symbolické logiky.

Bertrand Russell charakterizoval ,¢istou“ matematiku jiz v kratké prvni
kapitole své knihy The Principles of Mathematics z roku 1903. Kapitola
Definition of pure mathematics za¢ina témito slovy (see p. 3):

82 F. Hausdorff: Grundziige der Mengenlehre, Veit, Leipzig, 1914, viii+476 pages. V knize
je na strané iii vytisténo toto vénovani: Dem Schépfer der Mengenlehre Herrn Georg Cantor
in dankbarer Verehrung gewidmet. Reprinty: Chelsea, New York, 1949, 1965, 1978, ISBN
(285 pages); 3rd ed. W. de Gruyter, Berlin, Leipzig, 1935, 307 pages, reprint vysel roku 1944
v New Yorku (Dover); 4th ed. 1991, 352 pages, ISBN 0-8284-1119-0. English translation: Set
theory, Chelsea, New York, 1957, 352 pages; later editions: 1962, 1978, 1991; AMS, Chelsea,
2005, ISBN 978-0821838358.

83 A.A. Fraenkel: Einleitung in die Mengenlehre. ..., Springer, Berlin, 1919, vi+156 pages,
2nd ed. 1923, viii4+-251 pages, 3rd ed. 1928, xiii+424 pages; reprint: Dover, New York, 1946.
Dalsimi Fraenkelovymi knihami, které se tykaji teorie mnozin, jsou: Abstract Set Theory,
North-Holland, Amsterdam, 1953, xii+479 pages, 2nd ed. 1961, viii+295 pages, 3rd ed. 1966,
viii+297 pages, 4th ed. (ed. Azriel Levy): 1976, x+295 pages, ISBN 0-444-11032-1; Foundations
of Set Theory (with Y. Bar-Hillel), North-Holland, Amsterdam, 1958, x+415 pages, 2nd
ed. 1973, 1984, x+404 pages, ISBN 0-7204-2270-1; Set Theory and Logic, Addison-Wesley,
Reading, Mass., 1966, vii+102 pages.

84 SQvazek ¢. 999, W. de Gruyter, Leipzig, Berlin, 1928, 160 stran. Knizka se do¢kala patého
vydani v roce 1965, byla pfelozena do anglictiny.
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Pure Mathematics is the class of all propositions of the form “p implies q”,
where p and q are propositions containing one or more variables, the same in
the two propositions, and neither p nor q contains any constants except logical
constants. ...

O néco malo nize uvedl (see p. 5):

The fact that all Mathematics is Symbolic Logic is one of the greatest
discoveries of our age; and when this fact has been established, the remainder of
the principles of mathematics consists in the analysis of Symbolic Logic itself.

Bertrand Russell a Alfred North Whitehead (1861-1947) se pokusili revidovat
teorii mnozin. V letech 1910 az 1913 vydali tfidilnou monografii Principia
Mathematica,®® ktera je zékladnim dilem logicismu. Vytvofili novy axiomaticky
systém, predstavili tzv. teorii typi a pomoci znaéné slozité hierarchie typu
se Uspésné vyhnuli zndmym antinomiim. Velkou ¢ast matematiky postavili na
logice v duchu Fregeho nazort.8 Pfedpokladali, Ze se jejich monografie Principia
Mathematica stane zdkladem celé matematiky.®”

Predstavy, s nimiz s Whiteheadem pristoupil k sepisovani svého dila, vyjadril
Bertrand Russell v knize My Philosophical Development témito slovy:

The primary aim of Principia Mathematica was to show that all pure
mathematics follows from purely logical premisses and wuses only concepts
definable in logical terms.

Russellovo a Whiteheadovo rozsahlé dilo sice ovlivnilo rozvoj logiky a mélo
odezvu u filozofti, ale pfili§ neuspélo u matematiki. Pro oba autory to bylo
znacné zklamani. Bertrand Russell napsal:

Both Whitehead and I were disappointed that Principia Mathematica was only
viewed from a philosophical standpoint. People were interested in what was said
about the contradictions and in the question whether ordinary mathematics had
been validly deduced from purely logical premisses, but they were not interested
in the mathematical techniques developed in the course of the work. I used to
know of only siz people who had read the later parts of the book.58

Poznamenejme, ze k logicistickému sméru patfil i logik a filozof Rudolf Carnap

85 B. Russell, A.N. Whitehead: Principia Mathematica, Cambridge University Press, Cam-
bridge, UK, 1910, 1912, 1913, xiii4+666, xxxiv+772, x+491 pages; 2nd ed. 1925-1927, xlvi+674,
xxxi+742, viii+491 pages; reprints: 1935, ..., 1997, ISBN 0-521-62606-4.

86 Viz napiiklad B. Russell: On Some Difficulties in the Theory of Transfinite Numbers
and Order Types, Proceedings of the London Mathematical Society 4(1906), pp. 29-53, ISSN
0024-6115. B. Russell: Mathematical Logic as Based on the Theory of Types, American Journal
of Mathematics 30(1908), pp. 222-262, ISSN 0002-9327, téz in [He], pp. 150-182.

87 Viz I. Grattan-Guinness: A.N. Whitehead and Bertrand Russell, Principia Mathematica,
First Edition (1910-1913), [GG2], pp. 784-794.

88 B. Russell: My Philosophical Development, Allen & Unwin, London, 1959, 279 pages,
see p. 74, 86.

V sedmé kapitole Russell pise mimo jiné o svém objevu paradoxu, ktery dnes nese jeho jméno.
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(1891-1970)%% a americky matematik, logik a filozof Willard van Orman Quine
(1908-2000),%° ktery teorii typti zjednodusil.

Jingm smérem, ktery reagoval na problémy souvisejici s antinomiemi, byl
intuicionismus. Intuicionisté, jejichz hlavnim predstavitelem byl holandsky ma-
tematik Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966),%! kritizovali zaklady kla-
sické matematiky, zavrhovali aktualni nekonecno, které ni¢emu v realném svété
neodpovidé, trvali na finitnich postupech, uznéavali pouze konstruktivni dukazy
a odmitali diikazy existen¢ni. Kritizovali mnozinové, logicistické i rozvijejici se
formalistické pojeti matematiky, zpochybnovali uziti zdkona vylouceného tie-
tiho (tertium non datur) pro nekoneéné mnoziny, tvrdili, Ze je chybné odvozovat

89 R. Carnap: Die logizistische Grundlegung der Mathematik, Erkenntnis 2(1931), pp. 91—
105. R. Carnap: Logische Syntax der Sprache, Springer, Wien, 1934, xi+274 pages; later
edition: 1968; English translation: The Logical Syntar of Language, Kegan Paul, Trench,
Trubner, London, 1937, xvi+352 pages; later edition: 2002, ISBN 0812695240. R. Carnap:
Logical Foundations of the Unity of Science, 1938. R. Carnap: Foundations of Logic and
Mathematics, Chicago University Press, Chicago, 1939, viii+71 pages; later editions: 1947,
1950, 1970.

90 W. Quine: New Foundations for Mathematical Logic, The American Mathematical
Monthly 44(1937), pp. 70-80, ISSN 0002-9890. W. Quine: On the Theory of Type, The Journal
of Symbolic Logic 3(1938), pp. 125-139, ISSN 0022-4812. W. Quine: On What There is, The
Review of Metaphysics 2(1948), No. 5, pp. 21-38, ISSN 0034-6632. W. Quine: From a Logical
Point of View. 9 Logico-philosophical Essays, Cambridge University Press, Cambridge, Mass.,
1953, vi4-184 pages; later editions: 1961, 1964, 1971.

91 74kladni ideje intuicionismu Brouwer predstavil jiz ve své disertaci De onbetrouwbaarheid

der logische principes (Tijdschrift voor Wijsbegeerte 2(1908), pp. 152-158), rozvijel je pak
v fadé praci zejména ve 20. letech.
L.E. Brouwer: Intuitionism and Formalism, Bulletin of the American Mathematical So-
ciety 20(1913), pp. 81-96, ISSN 0273-0979. L.E. Brouwer: Begrindung der Mengenlehre
unabhdngig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten I., II., Verhandelingen der
Kroninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschappen te Amsterdam 12(1918/19), No.
5, pp. 1-43, No. 7, pp. 1-33. L.E. Brouwer: Intuitionistische Mengenlehre, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 28(1919), pp. 203-208, ISSN 0012-0456; English
translation: Intuitionist Set Theory, [Ma], pp. 23-27. L.E. Brouwer: Besitzt jede reelle Zahl
eine Dezimalbruchentwicklung?, Mathematische Annalen 83(1921), pp. 201-210, ISSN 0025-
5831; English translation: Does Every Real Number Have a Decimal Ezpansion?, [Mal, pp. 28—
35. L.E. Brouwer: Zur Begrindung der intuitionistischen Mathematik I., II., III., Mathema-
tische Annalen 93(1925), pp. 244-257, 95(1926), pp. 453-472, 96(1927), pp. 451488, ISSN
0025-5831. L.E. Brouwer: Intuitionistische Zerlegung mathematischer Grundbegriffe, Jahresbe-
richt der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 33(1925), pp. 251-256, 36(1927), pp. 127—
129, ISSN 0012-0456; English translation: Intuitionist Splitting of the Fundamental Noti-
ons of Mathematics, [Mal, pp. 290-292, 293-295. L.E. Brouwer: Intuitionistische Betrachtun-
gen uber den Formalismus, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften,
Physikalisch-mathematische Klasse, 1928, pp. 48-52; English translation: Intuitionistic?? Re-
flections on Formalism, [Ma], pp. 40-44, resp. [He], pp. 490-492. L.E. Brouwer: Mathematik,
Wissenschaft und Sprache, Monatshefte fur Mathematik und Physik 36(1929) pp. 153-164; En-
glish translation: Mathematics, Scienec, and Language, [Ma], pp. 45-53, resp. [Ew], pp. 1170—
1185. L.E. Brouwer: Die Struktur des Kontinuums, Vienna, 1930, English translation: The
Structure of the Continuum, [Mal, pp. 54-63, resp. [Ew], pp. 1186-1196. V §ir§im kontextu
viz [Ew], pp. 1166-1207. L.E. Brouwer: Collected Works I., II., North-Holland, Amsterdam,
1975, 1976, xv+628, xxvii+706 pages, ISBN 0-444-10474-7, 0-444-10643-X.
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matematiku z logiky, Ze matematickd logika je naopak soucasti matematiky.
Existence antinomii je podle intuicionisti dtsledkem zavedeni pojmu aktualni
nekonecno, ktery neni podlozen intuitivné.

Intuicionisté vysli z myslenek Leopolda Kroneckera (1823-1891),%? velkého
Cantorova odpirce, ktery chtél zalozit celou matematiku na pojmu celé &islo.
Navazovali rovnéz na nékteré myslenky Henriho Poincaré,®* ktery po objevu
antinomii odmital aktualni nekonecno, Cantorovu teorii mnozin i Russelliv
logicismus a zdirazinoval obrovskou roli intuice.

1l n’y a pas d’infini actuel; ce que nous appelons l'infini, e’est uniquement la
possibilité de créer sans cesse de nouveaux objets, quelque nombreur que soient
les objets déja créés.”®

K intuicionismu lze dale radit napf. némeckého matematika Hermanna
Weyla (1885-1955), francouzské matematiky Emila Borela (1871-1956) a Hen-
riho Lebesguea, ruského matematika Nikolaje Nikolajevice Luzina (1883-1950)
a zejména holandského matematika Arenda Heytinga (1898-1980).%¢

92 1. Kronecker: Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Gréssen, Jour-
nal fiir die reine und angewandte Mathematik 92(1882), pp. 1-122, téz in [Kr]-II, pp. 237-387.
L. Kronecker: Ueber den Zahlbegriff, ibid. 101(1887), pp. 337-355, ISSN 0075-4102, téz in
[Kr]-11I-1, pp. 251-274. Viz [Ew], pp. 941-955.

93 Velmi znamy a Casto citovany je Kroneckertv vyrok, ktery pronesl roku 1886 na schiizi
Berliner Naturforschender-Versammlung: Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk. Viz H. Weber: Leopold Kronecker, Mathematische Annalen
43(1893), pp. 1-25, see p. 15, ISSN 0025-5831.

94 Viz H. Poincaré: Les mathématiques et la logique I., II., III., Revue de métaphysique et

de morale 13(1905), pp. 815-835, 14(1906), pp. 17-34, 294-317; English translation in [Ew],
pp. 1021-1071.
Poincaré je autorem spisi La science et l’hypotése, La valeur de la science a Science et
méthode (Paris, 1902, 1905, 1908), které vysly vzapéti némecky pod nazvy Wissenschaft
und Hypothese, Der Wert der Wissenschaft, Wissenschaft und Methode (Leipzig, 1904, 1906,
1914). English translation: The Foundation of Science: Science and Hypothesis. The Value
of Science. Science and Method, The Science Pr., New York, 1929, xi+553 pages. Viz [Ew],
pp. 972-1074.

95 H. Poincaré: Réflexions sur les deux notes précédentes, Acta mathematica 32(1909),
pp. 195-200, see p. 196. Poincaré ve svém prispévku reagoval na dva pfedchozi clanky:
A. Schoenflies: Uber eine Vermeintliche Antinomie der Mengenlehre, pp. 177-184, E. Zermelo:
Sur les ensembles finis et le principe de linduction compléte, pp. 185-193.

96 A. Heyting: Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik, Sitzungsberichte der Pre-
ussischen Akademie der Wissenschaften, Physikalisch-mathematische Klasse, 1930, pp. 42-56;
English translation: The Formal Rules of Intuitionistic Logic, [Ma], pp. 311-327. A. Hey-
ting: Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik, ibid., 1930, pp. 57-71, 158—
169. A. Heyting: Sur la logique intuitionniste, Académie Royale de Belgique, Bulletin de
la Classe des Sciences 16(1930), pp. 957-963; English translation: On intuitionistic Logic,
[Ma), pp. 306-310. A. Heyting: Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik, Erkennt-
nis 2(1931), pp. 106-115. A. Heyting: Mathematische Grundlagenforschung. Intuitionismus.
Beweistheorie, Springer, Berlin, 1934, iv4+73 pages, reprint: 1974, ISBN 3-540-06298-X; French
translation: Les fondements des mathématiques. Intuitionnisme. Théorie de la démonstration,
Gauthier-Villars, Paris, 1955. A. Heyting: Intuitionism. An Introduction, North-Holland, Am-
sterdam, 1956, viii+132 pages; later editions: 1966, 1971, ix+147 pages, 1976, ISBN 0-7204-
2263-9.
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Intuicionistickd matematika se musela zfici fady vysledkd klasické matema-
tiky. To byl patrné hlavni dtvod, pro¢ se vétsina matematik od tohoto sméru
odklonila. Ostatné jak Brouwer, tak Weyl postavili fadu svych vysledkd (topo-
logie, matematické fyzika) na klasické matematice.

Nad problémy exaktniho vybudovani zdkladd matematiky se hluboce zamys-
lel David Hilbert. Jiz koncem 19. stoleti pfi sepisovani knihy Grundlagen der
Geometrie si byl dobfe védom dulezitého problému bezespornosti. Vzdyt druhy
z jeho problému pfednesenych roku 1900 v Parizi se tykal bezespornosti aritme-
tiky. Své predstavy o budovani matematiky, o bezespornosti a tiplnosti axioma-

tickych systémi prezentoval jiz roku 1900 v ¢lanku Uber den Zahlbegriff:°7

Es entsteht dann die notwendige Aufgabe, die Widerspruchslosigkeit und
Vollstindigkeit dieser Axiome zu zeigen, d.h. es mufl bewiesen werden, dafs
die Anwendung der aufgestellten Axziome nie zu Widerspriichen fiihren kann,
und ferner, dafi das System der Aziome zum Nachweis aller geometrischen
Sdtze ausreicht. Wir wollen das hier eingeschlagene Untersuchungsverfahren die
aziomatische Methode nennen.%®

Na tfetim mezindrodnim kongresu matematikii roku 1904 v Heidelberku
v piednéasce Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik® opét hovotil
o exaktnim budovani matematiky a o bezespornosti zakladt aritmetiky:

Allein bei aufmerksamer Betrachtung werden wir gewahr, daf bei der herge-
brachten Darstellung der Gesetze der Logik gewisse arithmetische Grundbegriffe,
z.B. der Begriff der Menge, zum Teil auch der Begriff der Zahl, insbesondere als
Anzahl, bereits zur Verwendung kommen. Wir geraten so in eine Zwickmiihle,
und zur Vermeidung von Paradoxien ist daher eine teilweise gleichzeitige Ent-
wicklung der Gesetze der Logik und der Arithmetik erforderlich.'%°

K témto otdzkam se Hilbert vyraznéji vratil roku 1918 v ¢lanku Aziomatisches
Denken,'® ktery byl sepsan na zédkladé prednasky, kterou mél v zafi roku 1917
v Curychu pro Schweizerische mathematische Gesellschaft.

David Hilbert byl nejvyznamnéjSim pfedstavitelem tzv. formalismu, smeéru,
ktery odmital jakoukoli formu intuice, zdtraziioval exaktni axiomatickou vy-
stavbu matematiky a navic pozadoval naprostou formalizaci matematiky. Tento

97 D. Hilbert: Uber den Zahlbegriff, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
8(1900), pp. 180-184, ISSN 0012-0456, téz in [H], Anhang V1., pp. 241-246; English translation:
On the Concept of Number, [Ew], pp. 1089-1095.

98 See [H], p. 242.

99 D. Hilbert: Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik, Verhandlungen des
dritten internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904,
Teubner, Leipzig, 1905, pp. 174-185, téz in [H], Anhang VII., pp. 247-261; English translation:
On the Foundations of Logic and Arithmetic, [He], pp. 129-138.

100 See [H], p. 250.

101 D. Hilbert: Aziomatisches Denken, Mathematische Annalen 78(1917), pp. 405-415,
ISSN 0025-5831; téz in [Hi|-III, pp. 146-156. English translation: Aziomatic Thought, [Ew],
pp. 1105-1115.
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smér fada matematiki chapala jako nejlepsi vychodisko z krize zdkladt mate-
matiky.

Velkym tspéchem formalismu v prvnich dvou desetiletich 20. stoleti byl zrod
axiomatického systému Zermelova—Fraenkelova, prvniho exaktniho axiomatic-
kého systému teorie mnozin. V letech 1904 az 1908 jej zacal vytvafet Ernst
Zermelo (1871-1953), v nésledujicich letech (az do roku 1921) jej modifikoval
a dotvoril Abraham Adolf Fraenkel.'02

Zermeluv—Fraenkeltv axiomaticky systém dal pfisnéjsi pozadavky na utvareni
mnozin a eliminoval tak vSechny dosud znamé antinomie. Pfipomenme, ze roku
1904 formuloval Zermelo axiom vybéru (Auswahlsprinzip, Auswahlsaziom).193

Ve stejné dobé, tj. ve dvacatych letech, David Hilbert postupné formuloval
program smérfujici k formalizované exaktni vystavbé matematiky a prokazani
jeji bezespornosti (tzv. Hilbertiv program). O tomto tématu mél fadu predné-
Sek, jejichz obsah publikoval v ¢lancich Neubegrindung der Mathematik. Erste

102 E. Zermelo: Beweis, daf8 jede Menge wohlgeordnet werden kann, Mathematische
Annalen 59(1904), pp. 514-516, ISSN 0025-5831; English translation: Proof that Every Set
Can Be Well-ordered, [He], pp. 139-141. E. Zermelo: Neuer Beweis fir die Mdéglichkeit einer
Wohlordnung, ibid. 65(1908), pp. 107-128; English translation: A New Proof of the Possibility
of a Well-ordering, [He|, pp. 183-198. E. Zermelo: Untersuchungen tuber die Grundlagen
der Mengenlehre I., ibid. 65(1908), pp. 261-281; English translation: Investigations in the
Foundations of Set Theory I., [He], pp. 199-215. Viz téz [Ew], pp. 1208-1232.

A.A. Fraenkel: Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre, ibid 86(1922),
pp- 230-237, ISSN 0025-5831. A.A. Fraenkel: Der Begriff ,definit“ und die unabhdngigkeit
des Auswahlsazioms, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften 1922,
pp- 253-257; English translation: The Notion “Definite” and the Independence of the Aziom
of Choice, [He], pp. 284-289. A.A. Fraenkel: Untersuchungen tber die Grundlagen der
Mengenlehre I., I1., Mathematische Zeitschrift 22(1925), pp. 250-273, ISSN 0025-5874, Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik 155(1926), pp. 129-158, ISSN 0075-4102.
Pripomenme téz knihu A.A. Fraenkel: Zehn Vorlesungen iber die Grundlegung der Mengen-
lehre, Teubner, Leipzig, 1927, x+182 pages, kterou Fraenkel sepsal na zdkladé prednasek, které
mél v Cervenci roku 1927 pro Kant-Gesellschaft v Kielu.

Dale viz napf. G.H. Moore: The Origins of Zermelo’s Axiomatization of Set Theory, Journal
of Philosophical Logic 7(1978), pp. 307-329, ISSN 0022-3611; H.-D. Ebbinghaus, V. Peckhaus:
Ernst Zermelo. An Approach to His Life and Work, Springer, Berlin, 2007, xiv+356 pages,
ISBN 978-3-540-49551-2, 2nd ed. 2015, xvi+383 pages, ISBN 978-3-662-47996-4; S. Hayden,
J.F. Kennison: Zermelo-Fraenkel Set Theory, Merrill, Columbus, Ohio, 1968, xi+164 pages.

103 G.H. Moore: Zermelo’s Aziom of Choice. Its Origins, Development, and Influence,

Springer, New York, Heidelberg, Berlin, 1982, xiv+410 pages, ISBN 0-387-90670-3.
Axiom vybéru lze formulovat vice zpusoby: Pro jakoukoli mnoZinu X existuje zobrazent, které
kazdé neprdzdné podmnoziné mnoziny X pritazuje jeji prvek (vybird jediny prvek z kazdé
neprdzdné podmnoZiny mnoZiny X.) — Je-li X soubor neprdzdnych disjunktnich mnoZin, pak
existuje mnozina, ktera md s kazdou mnozinou souboru X spolecny pravé jeden prvek. — Ke
kazdému souboru X neprdzdnych mnozin existuje zobrazeni f : X — Uzex x, pro néz je
f(x) € z pro kazdé x € X. — Kartézsky soucin neprdzdného souboru neprdzdnych mnozin je
neprazdny.
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Mitteilung,'%* Die logischen Grundlagen der Mathematik,'%> Uber das Unend-
liche,'% Die Grundlagen der Mathematik'®" a roku 1931 Die Grundlegung der
elementaren Zahlenlehre'®® a Beweis des Tertium non datur.'%9

Jiz roku 1922 Hilbert ostfe kritizoval intuicionismus a nézory jeho reprezen-
tantd. Mimo jiné uvedl:

Was Weyl und Brouwer tun, kommt im Prinzip darauf hinaus, daf$ sie die
einstigen Pfade von Kronecker wandeln: sie suchen die Mathematik dadurch
zu begrinden, dafi sie alles ihnen unbequem Erscheinende tber Bord werfen
und eine Verbotsdiktatur a la Kronecker errichten. Dies heift aber, unsere
Wissenschaft zerstickeln und verstimmeln, und wir laufen Gefahr, einen grofien
Teil unserer wertvollsten Schditze zu verlieren, wenn wir solchen Reformatoren
folgen.110

V stati Uber das Unendliche z roku 1926, kterd je patrné nejvyznamnéjsim
Hilbertovym pfispévkem tykajicim se zdkladt matematiky a Hilbertova pro-
gramu, je uvedeno:

In der Geometrie und den physikalischen Theorien gelingt der Nachweis
der Widerspruchsfreiheit durch Zurickfihrung auf die Widerspruchsfreiheit der
arithmetischen Aziome. Diese Methode versagt offenbar bei der Arithmetik

104 D, Hilbert: Neubegriindung der Mathematik, Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Hamburgischen Universitat 1(1922), pp. 157-177, téz in [Hi]-III, pp. 157-17T;
English translation: The New Grounding of Mathematics, [Ew], pp. 1115-1134, resp. [Ma],
pp. 198-214. Clanek byl sepsan na zékladé prednéasky, kterou mél Hilbert na jafe roku 1922
pro Mathematische Gesellschaft in Kopenhagen a v 1été roku 1922 pro Mathematisches Seminar
der Universitdt Hamburg.

105 D, Hilbert: Die logischen Grundlagen der Mathematik, Mathematische Annalen
88(1923), pp. 151-165, ISSN 0025-5831, téz in [Hi]-III, pp. 178-191; English translation:
The Logical Foundations of Mathematics, [Ew], pp. 1134-1148. Clanek byl sepsan na zakladsé
prednésky, kterou mél Hilbert v zafi roku 1922 pro Deutsche Naturforscher-Gesellschaft.

106 D, Hilbert: Uber das Unendliche, Mathematische Annalen 95(1926), pp. 161-190,
ISSN 0025-5831; zkracena verze viz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
36(1927), pp. 201-215, ISSN 0012-0456, resp. in [H], Anhang VIL, pp. 262-288; French
translation: Sur linfini, Acta Mathematica 48(1926), pp. 91-122, ISSN 0001-5962; English
translation: On the Infinite, [He], pp. 367-392. Clanek byl sepsén na zakladé prednasky, kterou
meél Hilbert v ¢ervnu 1925 v Miinsteru.

107 D. Hilbert: Die Grundlagen der Mathematik, Abhandlungen aus dem mathematischen
Seminar der Hamburgischen Universitat 6(1928), pp. 65-85, téz in [H], Anhang IX., pp. 289-
312; English translation: The Foundations of Mathematics, [He], pp. 464-479. Clanek Hilbert
sepsal na zakladé své prednéasky v Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universitat.
Text rovnéz vysel v fadé Hamburger Mathematische Einzelschriften, 5. Heft, Teubner, Leipzig,
Berlin, 1928, 28 pages.

108 1. Hilbert: Die Grundlegung der elementaren Zahlenlehre, Mathematische Annalen
104(1931), pp. 485-494, ISSN 0025-5831, téz in [Hi]-III, pp. 192-195; English translation:
The Grounding of Elementary Number Theory, [Ew], pp. 1148—-1157, resp. [Ma], pp. 266—273.
Clanek Hilbert sepsal na zakladé piednasky, kterou mél v za#i roku 1930 pro Philosophische
Gesellschaft in Hamburg.

109 D, Hilbert: Beweis des Tertium non datur, Nachrichten von der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen, Math.-phys. Klasse, 1931, pp. 120-125.

110 D. Hilbert: Neubegriindung der Mathematik. Erste Mitteilung, [Hi]-111, see p. 159.
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selbst. Indem unsere Beweistheorie auf Grund der Methode der idealen Ele-
mente diesen letzten wichtigen Schritt ermdglicht, bildet sie den notwendigen
Schlufistein in dem Lehrgebdude der Aziomatik. Und insbesondere, was wir zwei-
mal erlebt haben, als es sich einmal um die Paradoxien der Infinitesimalrechnung
und dann um die Paradozien der Mengenlehre handelte, das ist kiinftig im Reiche
der Mathematik unméglich.'11

Ve stejném clanku Hilbert reagoval na ttoky intuicionistd, vyrazné hajil
aktualni nekoneéno (neodvolaval se vSak na jeho existenci v redlném svété)
a teorii mnozin (druhé véta nasledujiciho uryvku byva ¢asto citovana):

Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schluffweisen wollen wir, wo immer nur
die geringste Aussicht sich bietet, sorgfiltig nachspiren und sie pflegen, stiitzen
und gebrauchsfahig machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll
uns niemand vertreiben konnen.11?

V praci Die Grundlagen der Mathematik z roku 1928 Hilbert napsal:

Dieses Tertium non datur dem Mathematiker zu nehmen, wdre etwa, wie wenn
man dem Astronomen das Fernrohr oder dem Boxer den Gebrauch der Fduste
untersagen wollte. Das Verbot der Existenzsdtze und des Tertium non datur
kommt ungefdhr dem Verzicht auf die mathematische Wissenschaft tiberhaupt
gleich. ...

... die Mathematik ist eine voraussetzungslose Wissenschaft. Zu ihrer Begriin-
dung brauche ich weder den lieben Gott, wie Kronecker, noch die Annahme
einer besonderen auf das Prinzip der vollstindigen Induktion abgestimmten
Fahigkeit unseres Verstandes, wie Poincaré, noch die Brouwersche Urintuition
und endlich auch nicht, wie Russell und Whitehead, Axziome der Unendlichkeit,
Reduzierbarkeit oder der Vollstandigkeit, die ja wirkliche inhaltliche, tberdies
gar nicht plausible Voraussetzungen sind.''3

Na Hilbertové programu, zejména na feseni otazek bezespornosti s Hilbertem
ve dvacatych letech spolupracovali Wilhelm Ackermann (1896-1962),''* Paul

11 D Hilbert: Uber das Unendliche, [H], see p. 287.

112 D Hilbert: Uber das Unendliche, [H], see p. 274.

113 D. Hilbert: Die Grundlagen der Mathematik, [H], see p. 307, 312.

114 W. Ackermann: Begrindung des ,tertium non datur® mittels der Hilbertschen Theo-
rie der Widerspruchsfreiheit, Mathematische Annalen 93(1925), pp. 1-36. W. Ackermann:
Zur Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, ibid. 99(1928), pp. 118-133, English translation:
On Hilbert’s Construction of the Real Numbers, [He|, pp. 493-507. W. Ackermann: Uber
die Erfillbarkeit gewisser Zdhlausdricke, ibid. 100(1928), pp. 638-649. W. Ackermann: Die
Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre, ibid. 114(1937), pp. 305-315. W. Acker-
mann: Zur Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, ibid. 117(1940), pp. 162-194, ISSN
0025-5831.
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Bernays (1888-1977),!15 John von Neumann (1903-1957)*16 a Jacques Herbrand
(1908-1931).117

Cilem formalist bylo vybudovat jednotlivé matematické discipliny na axio-
matickém zakladé. Duraz byl kladen na volbu axiomid — nebudou prevzaté
z logiky (jako u logicismu) ani z realného svéta (jako u intuicionismu), budou
vsak popisovat zdklady budované teorie. Pravidla odvozovani dava klasicky
predikatovy pocet véetné zakona vylouceného tretiho.

Shriime nyni ve stru¢nosti zakladni myslenky Hilbertova programu tuplné
formalizace matematiky.

Nejprve je tireba zvolit koneény soubor znakt zbavenych jakéhokoli obsahu
(abecedu) a presné popsat pravidla, pomoci nichz se z téchto znakil sestavuji
formule (slova) — abstraktni vyrazy bez jakékoli obsahové interpretace. Poté je
nutno presné popsat odvozovaci pravidla, kterd popisuji, jak se z jiz vytvorenych
formuli odvozuji formule nové. Zvolenim vhodného souboru formuli (axiomaticky
systém) je ddna teorie, kterou lze chapat jako soubor formuli (tvrzeni), které
jsou odvoditelné ze zvoleného axiomatického systému pomoci stanovenych
odvozovacich pravidel. Dilkaz néjakého tvrzeni je konecny sled formuli, z nichz
kazd4 je bud axiomem nebo vyplyvé z predchozich formuli uzitim odvozovacich
pravidel. Takto vybudovana teorie je zcela formalni, nemé obecné zadny vztah
k redlnému svétu.''® Formalismus tedy zcela eliminoval intuici, kterd nas miize
klamat.

Otéazky formalizace matematickych dikazt finitnimi metodami, kterymi se
Hilbert a jeho spolupracovnici intenzivné zabyvali, mély vést k vypracovani

115 P, Bernays: Uber Hilberts Gedanken zur Grundlegung der Arithmetik, Jahresbe-
richt der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 31(1922), pp. 10-19, ISSN 0012-0456; English
translation: On Hilbert’s Thoughts Concerning the Grounding of Arithmetic, [Mal, pp. 215—
222. P. Bernays: Aziomatische Untersuchungen des Aussagen-kalkils der Principia Mathe-
matica, Mathematische Zeitschrift 25(1926), pp. 305-320, ISSN 0025-5874. P. Bernays: Zusatz
zu Hilberts Vortrag tiber Die Grundlagen der Mathematik, Abhandlungen aus dem mathe-
matischen Seminar der Hamburgischen Universitdt 6(1928), pp. 89-92; English translation:
Appendiz to Hilbert’s Lecture “The Foundations of Mathematics”, [He], pp. 485-489. P. Ber-
nays: Die Philosophie der Mathematik und die Hilbertsche Beweistheorie, Blatter fiir deutsche
Philosophie 4(1930), pp. 326-367; English translation: The Philosophy of Mathematics and
Hilbert’s Proof Theory, [Mal, pp. 234-265.

116 J. von Neumann: Zur Einfihrung der transitiven Zahlen, Acta litterarum ac scientiarum
Regiae Universitatis Hungaricae Francisco-Josephinae, Sectio scientiarum mathematicarum
1(1923), pp. 199-208; English translation: On the Introduction of Transitive Numbers, [He],
pp- 346-354. J. von Neumann: Zur Hilbertschen Beweistheorie, Mathematische Zeitschrift
26(1927), pp. 1-46, ISSN 0025-5874. J. von Neumann: Die formalistische Grundlegung der
Mathematik, Erkenntnis 2(1931), pp. 116-121.

117 J, Herbrand: Recherches sur la théorie de la démonstration, Prace Towarzystwa
Naukowego Warszawskiego, III, 1930, No. 33; English translation: Investigations in Proof
Theory: The Properties of True Propositions, [He], pp. 525-581. J. Herbrand: Sur la non-
contradiction de larithmétique, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 166(1931),
pp. 1-8, ISSN 0075-4102; English translation: On the Consistency of Arithmetic, [He], pp. 618—
628.

118 Fyzika a astronomie fesily naopak otézku, jaké geometrie plati ve svété (vesmiru).
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teorie vedeni dikazi (Beweistheorie); nékdy se hovofi o metamatematice.

Svij formalisticky pfistup k matematice Hilbert vtipné charakterizoval témito
slovy:

Mathematics is a game played according to certain simple rules with meanin-
gless marks on paper.'1?

Na vychozi axiomaticky systém Hilbert kladl dva zcela zasadni pozadavky —
uplnost a bezespornost:
— Uplnost: o pravdivosti jakéhokoli tvrzeni tykajiciho se pojmit dané teorie
1ze rozhodnout na zékladé vychoziho systému axiomti: 1ze je bud dokazat
nebo vyvratit.

— Bezespornost: nelze dojit ke sporu, tj. neni mozno dokazat dvé tvrzeni,
kterd by si navzdjem odporovala (nelze dokdzat néjaky vyrok i jeho
negaci).

Hilbert hovotil o rozhodnutelnosti (Entscheidbarkeit, Entscheidungsproblem),
tj. zda v dané teorii existuje algoritmus umoznujici v konec¢né mnoha krocich
rozhodnout, zda je libovolné zvoleny vyrok dokazatelny nebo nedokazatelny.
Problém rozhodnutelnosti tzce souvisi jak s uplnosti, tak s bezespornosti.

Pozadavek na nezavislost axiomatického systému, ktery byl nékdy kladen,
nebyl pfili§ podstatny. Jednalo se spiSe o kosmetickou zalezitost: ukazat, ze zadny
axiom nelze dokazat z ostatnich.

Hilbertuv program poZadoval formalizaci celé matematiky pocinaje aritmeti-
kou. Bylo tfeba

— aritmetizovat jednotlivé matematické discipliny,
— plné formalizovat aritmetiku a

— dokéazat bezespornost aritmetiky.

Pokud by se tyto kroky podarilo realizovat, byla by matematika postavena
na pevny zaklad.

Se svym zakem Wilhelmem Ackermannem vydal Hilbert roku 1928 knizku
Grundziige der theoretischen Logik.'?° Zvolili vhodny soubor axiomfi a vhodna
dedukeni pravidla predikatového poctu prvniho fadu. Zavaznym problémem nyni
bylo, zda je jejich predikdtovy pocet uplny, tj. zda je kazda tautologie (obecné
platné formule) dokazatelna. Na zavér vodu své knihy (see p. 2) uvedli:

In jiingster Zeit hat Hilbert in einer Reihe von Abhandlungen und Univer-
sitatsvorlesungen den Logikkalkul dazu verwendet, um auf einem neuen Wege

119 In R. Goldstein: Incompleteness: The Proof and Paradoz of Kurt Gédel, Atlas Books,
Norton, New York, London, 2005, 296 pages, see p. 136, ISBN 0-393-05169-2.

120 D, Hilbert, W. Ackermann: Grundziige der theoretischen Logik, Springer, Berlin, 1928,
viii4+120 pages, 2nd ed. 1938, viii+133 pages, 3rd ed. 1949, viii+155 pages, 6th ed. 1972,
viii+188 pages, ISBN 3-540-05843-5.

English translation of the 2nd ed.: Principles of Mathematical Logic, Chelsea, Providence, RI,
1950, reprint: 1999, xii4+172 pages, ISBN 978-0-8218-2024-9.
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zu einem Aufbau der Mathematik zu gelangen, der die Widerspruchsfreiheit der
zugrunde gelegten Annahmen erkennen laft.

Na mezinarodnim kongresu matematikt, ktery se konal v zafi roku 1928
v Bologni, David Hilbert v prednasce Probleme der Grundlegung der Mathematik
znovu vyzdvihl vyznam uplnosti aritmetiky a logického kalkulu:

Die Behauptung der Vollstindigkeit des Aziomensystems der Zahlentheorie
lasst sich auch so aussprechen: Wird eine dem Bereich der Zahlentheorie
angehorige, aber micht beweisbare Formel zu den Aziomen der Zahlentheorie
hinzugenommen, so kann aus dem erweiterten Aziomensystem ein Widerspruch
abgeleitet werden. ...

Die Frage nach der Vollstindigkeit des Systems der logischen Regeln, in
allgemeiner Form gestellt, bildet ein Problem der theoretischen Logik. 2!

V rozsifené verzi textu této Hilbertovy prednasky najdeme jesté tento
odstavec:

FE's entsteht nun die Frage, ob alle diese Formeln aus den Regeln des logischen
Schliefiens unter Hinzunahme der genannten Gleichheitsaziome beweisbar sind,
mit anderen Worten, ob das System der iblichen logischen Regeln wvollstindig
ist. 122

Koncem tricatych let se Hilberttiv program tspésné vyvijel. V té dobé jiz byla
finitnimi metodami dokdzéna rozhodnutelnost a uplnost predikdtového poctu
jednomistnych predikatt, v letech 1925 a 1927 dokéazali Wilhelm Ackermann
a John von Neumann bezespornost aritmetiky s oslabenymi axiomy indukce
a Mojzesz Presburger dokézal finitnimi metodami bezespornost ,zjednodusené
aritmetiky“ pfirozenych ¢éisel (bez operace nasobeni).!?3

Roku 1930 zakoncil David Hilbert v Konigsbergu svou prednasku Naturer-
kennen und Logik, velmi optimisticky:

Der wahre Grund, warum es Comte nicht gelang, ein unlésbares Problem
zu finden, besteht meiner Meinung nach darin, dafi es ein unlésbares Problem
tuberhaupt nicht gibt. Statt des torichten Ignorabimus heiffe im Gegenteil unsere
Losung:

Wir missen wisen,

Wir werden wissen.1?4

121 D, Hilbert: Probleme der Grundlegung der Mathematik, Atti del Congresso internazi-
onale dei matematici, Bologna 3-10 settembre 1928 (VI), Tomo I, Zanichelli, Bologna, 1929,
pp. 135-141, see p. 140. Téz in Mathematische Annalen 102(1930), pp. 1-9, ISSN 0025-5831,
téz in [H], Anhang X., pp. 313-323, see pp. 321-322. English translation: Problems of the
Grounding of Mathematics, [Mal, pp. 227-233.

122 See [H], p. 322.

123 M. Presburger: Uber die Vollstindigkeit eines gewissen Systems der Arithmetik ganzer
Zahlen, in welchem die Addition als einzige Operation hervortritt, Sprawozdanie z 1. kongresu
matematykéw krajéw slowianskich 1929, Waszawa, 1930, pp. 92—-101, 395.

124 D, Hilbert: Naturerkennen und Logik, Die Naturwissenschaften 18(1930), pp. 959-963,
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Constance Reid komentuje ve své knize Hilbert z roku 1970 tento casto
citovany Hilbertuv vyrok témito slovy:

We must know. We will know. It was in every respect a great last line.
However, lives do not always end on great last lines. At almost the same time that
Hilbert was making his speech at Konigsberg, a piece of work was being brought
to a conclusion which was to deal a death blow to the specific epistemological
objective of the final program of Hilbert’s career. On November 17, 1930,
the Monatshefte fiir Mathematik und Physik received for publication a paper
by 25-year-old mathematical logician named Kurt Godel.'2°

Herman Weyl v knize Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft
napsal:

Das Ziel von Hilberts ,,Beweistheorie“ war, wie er erkldrte, ,,die Grundlagen-
fragen ein fiur allemal aus der Welt zu schaffen®. Im Jahre 1926 bestand Grund
zu der optimistischen Erwartung, daf$ es ihm und seinen Mittarbeitern in ein
paar Jahren beharrlicher Anstrengung gelingen wiirde, die Widerspruchslosig-
keit fiir das formale Aquivalent unserer klassischen Mathematik nachzuweisen.
Tatsichlich waren die ersten Schritte erfolgreich und vielversprechend. 26

Otazkdm zakladi matematiky se vénovali matematici i filozofové. Pripo-
mefime naméatkou jen nékolik jmen. Moritz Geiger (1880-1937), ktery ptisobil
v Mnichové a Gottingenu, vydal roku 1924 knihu nazvanou Systematische Axi-
omatik der Euklidischen Geometrie,'*” Felix Kaufmann (1895-1949), soukromy
docent videtiské univerzity, ktery se i¢astnil schiizek Videtiského kruhu ( Wiener
Kreis), publikoval roku 1930 spis Das Unendliche in der Mathematik und se-
ine Ausschaltung. Eine Untersuchung iber die Grundlagen der Mathematik.'?8
Vyznamny némecky matematik Otto Holder (1859-1937), profesor na univerzité
v Lipsku, jehoz zésadni vysledky spadaji do teorie grup, teorie funkci a teorie
fad, se ve svych piednaskach a textech rovnéz zabyval obecnéjsimi otazkami.'2?

see p. 963, ISSN 0028-1042; téz in [Hi]-III, pp. 378-387, see p. 387.
Piipomenme, ze napis Wir miissen wisen Wir werden wissen je na Hilbertovée hrobé
v Gottingenu.

125 See [Re], pp. 196-197.

126 H. Weyl: Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft, 1966, see p. 279.

127 M. Geiger: Systematische Aziomatik der Euklidischen Geometrie, Filser, Augsburg,
1924, xxiii+271 pages.

128 . Kaufmann: Das Unendliche in der Mathematik und seine Ausschaltung ..., Deuticke,
Leipzig und Wien, 1930, x+203 pages; na stranach 198 az 203 je bohaty seznam literatury.
Later edition: Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt, 1968, x+203 pages. English
translation: The Infinite in Mathematics: Logico-mathematical Writings, Reidel, Dordrecht,
1978, xvii+235 pages, pp. 1-164, ISBN 90-277-0847-9.

129 0. Holder: Anschauung und Denken in der Geometrie, Teubner, Leipzig, 1900, 75 pages,
reprint: 1968. O. Holder: Die Arithmetik in strenger Begrindung, Teubner, Leipzig, 1914,
iv+74 pages, 2nd ed. Springer, Berlin, 1929, v+73 pages. O. Hélder: Die Mathematische Me-
thode. Logisch erkenntnistheoretische Untersuchungen im Gebiete der Mathematik, Mechanik
und Physik, Springer, Berlin, 1924, x+563 pages. O. Holder: Der angebliche Circulus vitiosus
und die sogennante Grundlagenkrise in der Analysis, Sitzungsberichte der Leipziger Akademie
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O logicismu, intuicionismu a formalismu se Ize doéist v fadé monografii.!3°

8 Konec nadéji — Kurt Godel

Rakousky matematik, logik a filozof Kurt Godel (1906-1978) byl vyrazné
inspirovan Hilbertovou a Ackermannovou knihou Grundziige der theoretischen
Logik a Russellovou monografii Introduction to Mathematical Philosophy.'3!
Roku 1930 publikoval ¢lanek Die Vollstdndigkeit der Aziome des logischen
Funktionenkalkils,'3? v ném? prezentoval vysledky své doktorské disertace
vedené Hansem Hahnem. Dokazal, Ze teorie, kterou rozvinuli ve své knize Hilbert
a Ackermann, je opravdu uplné, tj. dokdzal aplnost jejich predikatového poctu
prvniho Fadu.

V zafi roku 1930 se v Konigsbergu ti¢astnil konference vénované epistemologii
exaktnich véd (Tagung fir Erkenntnislehre der exakten Wissenschaften), kterou

78(1926), pp. 243-250; English translation: The Alleged ‘Circulus Vitiosus and the So-Called
Foundational Crisis in Analysis, [Ma], pp. 143-148.

130 3. Shapiro (ed.): The Ozford Handbook of Philosophy of Mathematics and Logic, Oxford
University Press, Oxford, New York, 2005, xv+833 pages, ISBN 978-0-19-514877-0; upozor-
néme zejména na kapitoly W. Demopoulos, P. Clark: The Logicism of Frege, Dedekind, and
Russell, pp. 129-165, M. Detlefsen: Formalism, pp. 236-317, D.C. McCarty: Intuitionism in
Mathematics, pp. 356—-386.

A.D. Irvine (ed.): Philosophy of Mathematics, Elsevier, Amsterdam, 2009, xvi+717 pages,
ISBN 978-0-444-51555-1; upozornéme na kapitoly J. Hintikka: Logicism, pp. 271-290,
P. Simons: Formalism, pp. 291-310, A. Kanamori: Set Theory from Cantor to Cohen,
pp. 395-459.

Ukéazky z dél vyznamnych matematiki-filozoft (Bernays, Brouwer, Carnap, Frege, Godel,
Heyting, Hilbert, Poincaré, Quine, Russell atd.) najdeme v knize P. Benacerraf, H. Putnam
(eds.): Philosophy of Mathematics. Selected Readings, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ,
Basil Blackwell, Oxford, 1964, v+536 pages.

Viz téz H.B. Curry: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, North-Holland,
Amsterdam, 1951, viii+75 pages, téz 1958. H. Meschkowski: Evolution of Mathematical Thou-
ght, Holden-Day, San Francisco, London, Amsterdam, 1965, ix+157 pages. V. Peckhaus: Hil-
bertprogramm und kritische Philosophie. Das Gotinger Modell interdisziplinarer Zusamme-
narbeit zwischen Mathematik und Philosophie, Vandenhoeck und Ruprecht, G6ttingen, 1990,
x+291, ISBN 978-3525403143. W. Sieg: Hilbert’s Programs: 1917-1922, The Bulletin of Sym-
bolic Logic 5(1999), 1-44, ISSN 0022-4812. Ch. Tapp: An den Grenzen des Endlichen. Das
Hilbertprogramm im Kontext von Formalismus und Finitismus, Springer, Berlin, Heidelberg,
2013, 553 pages, ISBN 978-3-642-29654-3.

O Hilbertové zivoté a dile viz H. Weyl: David Hilbert and his Mathematical Work, Bulle-
tin of the American Mathematical Society 50(1944), pp. 612-654, ISSN 0273-0979, téz in
[Re], pp. 245-283, téz in [We]-IV, pp. 130-172. O. Blumenthal: Lebensgeschichte, [Hi]-I1I,
pp. 388-429; P. Bernays: Hilberts Untersuchungen tber die Grundlagen der Arithmetik, [Hi]-
III, pp. 196-216. G. Kreisel: Hilbert’s Programme, Dialectica 12(1958), pp. 346-372. Viz téz
[Ew], pp. 1087-1165.

131 B. Russell: Introduction to Mathematical Philosophy, Allen & Unwin, London, 1919,
2nd ed. 1920, vii4+-208 pages. Later edition: Dover, 1993, 224 pages, ISBN 978-0486277240.

132 K. Gédel: Die Vollstindigkeit der Aziome des logischen Funktionenkalkiils, Monatshefte
fir Mathematik und Physik 37(1930), pp. 349-360. English translation: The Completeness of
the Azioms of the Functional Calculus of Logic, [GO]-1, pp. 102-123, resp. [He], pp. 582-591.
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organizovala Gesellschaft fiir empirische Philosophie, a pfednesl zde vysledky
své disertacni prace.!3?

Nasledujici den v zavérecné diskusi, kterou vedl Hans Hahn, stru¢né oznamil
sviij novy, velmi vyznamny objev, ktery kratce poté publikoval v praci Uber
formal unentscheidbare Sdtze der Principia mathematica und verwandter Sys-
teme L'3* Stru¢né mizeme Godeliv vysledek a jeho bezprostiedni diisledek
priblizit takto (tzv. Prvni a Druhd Gédelova véta o netiplnosti):

— Jestlize je axiomaticka teorie obsahujici aritmetiku bezesporna, pak je
nedplné, tj. obsahuje nerozhodnutelné tvrzeni.

— Bezespornost axiomatické teorie obsahujici aritmetiku nelze dokazat
v rdmci jejiho formalismu.!3°

Tim vzaly za své pozadavky na uplnost a bezespornost axiomatickych
systému. Hilberttv program se ukazal jako neuskutecnitelny. Pfesto vyznamné
prispél ke zcela zasadnim tivahdm o exaktni vystavbé matematiky. Tteti krize
matematiky prekonana nebyla a prekonana ani byt nemtize.

Kurt Godel tak svym vysledkem negativné vyftesil druhy Hilberttv problém:
nelze podat dikaz bezespornosti aritmetiky. Z jeho vysledkd rovnéz vyplyva,
7e nelze podat diikaz bezespornosti Russellova a Whiteheadova dila Principia
Mathematica ani bezespornost Zermelovy—Fraenkelovy teorie mnozin (v této
teorii).

Godelovy vysledky byly Sokujici. Trvalo vice nez deset let, nez byly Sirsi
matematickou komunitou pochopeny a pfijaty.

Poznamenejme, Ze v letech 1937 az 1954 byl pro teorii mnozin koncipovan
druhy axiomaticky systém (rozliSoval mnoziny a t¥idy), jehoz hlavnimi autory
jsou Kurt Gédel a Paul Bernays.!3% K jeho vzniku vsak piispéli svymi difvejsimi
vysledky Adolf Abraham Fraenkel a John von Neumann.'3”

133 Na konferenci byli vyznamni zastupci intuicionismu (A. Heyting), logicismu (R. Carnap)
i formalismu (J. von Neumann). Nékteré jejich pfispévky viz Erkenntnis 2(1931).

134 K. Godel: Uber formal unentscheidbare Sitze ..., Monatshefte fiir Mathematik und
Physik 38(1931), pp. 173-198. English translation: On Formally Undecidable Propositions
of the??? Principia Mathematica and Related Systems I., [GO]-1I, pp. 144-195. Vyslo téz
samostatné: Basic Books, New York, 1962, viii4+72 pages; reprint: Dover, New York, 1992.
Téz in [Dal, pp. 39-88, in [He], pp. 596-616, v $ir§im kontextu [He], pp. 592-617.

Viz 1. Grattan-Guinness: In Memoriam Kurt Gédel: His 1931 Correspondence with Zermelo
on his Incompletability Theorem, Historia mathematica 6(1979), pp. 294-304, ISSN 0315-0860.

135 Ctenafe mizeme odkazat na pékné knizky: E. Nagel, J.R. Newman (D.R. Hofstadter,
ed.): Gédel’s Proof. Revised Edition, New York University Press, New York, 2008, 160 pages,
ISBN 978-0814758373 (puvodni vydani: 1958, ix+118 pages); R. Goldstein: Incompleteness.
The Proof and Paradox of Kurt Gdédel, Atlas Books, Norton, London, New York, 2005,
296 pages, ISBN 0-393-05169-2. Viz téz R. Zach: Kurt Gddel, Paper on the Incompleteness
Theorems (1931) in [GG2], pp. 917-925.

136 P, Bernays: A System of Aziomatic Set Theory, The Journal of Symbolic Logic 2(1937),
pp. 65-77, 6(1941), pp. 1-17, 7(1942), pp. 65-89, 133-145, 8(1943), pp. 89-106, 13(1948),
pp. 65-79, 19(1954), pp. 81-96, ISSN 0022-4812.

137 J. von Neumann: Eine Aziomatisierung der Mengenlehre, Journal fiir die reine und
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Axiomaticky systém Godeliv—Bernaysiv je v podstaté ekvivalentni s axio-
matickym systémem Zermelovym-Fraenkelovym. Je-li dokazatelné néjaké tvr-
zeni v Zermelové-Fraenkelové teorii mnozin, je dokazatelné i v teorii Godeloveé—
Bernaysové. Je-li néjaky vyrok (o mnozinach) dokazatelny v teorii Gédelové—
Bernaysové, je dokazatelny i v teorii Zermelové-Fraenkelové.!® Oba systémy
jsou natolik bohaté, Ze se v nich dala vybudovat ,celd”“ matematika. Pozdéji se
objevily dalsi axiomatické systémy teorie mnozin, které se vSak neujaly.

Dalsim vyznamnym Godelovym vysledkem je diukaz skutecénosti, ze je-li
Godelova—Bernaysova (a ekvivalentné Zermelova—Fraenkelova) teorie mnozin
bezesporné, zistane bezesporna i s pridanym axiomem vybéru a hypotézou
kontinua.!3® Roku 1963 dokdzal Paul Joseph Cohen (1934-2007), Ze je-li
Zermelova—Fraenkelova teorie mnozin bezespornd, ztstane bezespornd i po
pfidani negace axiomu vybéru, resp. negace hypotézy kontinua.'*® Hypotéza
kontinua (a rovnéz axiom vybéru) je tedy v rdmci Zermelovy—Fraenkelovy teorie
mnozin nerozhodnutelnym tvrzenim, nelze ji dokdzat ani vyvratit. Tim byla
vyfeSena otazka, ktera tizila Cantora a ktera byla tématem prvniho Hilbertova
problému.

G.B. Folland v knize Real analysis vyjadfil svij postoj k problematice
hypotézy kontinua, s nimz patrné fada matematik® souhlasi:

It is known, thanks to Gaddel and Cohen, that the continuum hypothesis and

angewandte Mathematik 154(1925), pp. 219-240, 155(1926), p. 128, ISSN 0075-4102; English
translation: An Awziomatization of Set Theory, [He|, pp. 393-413. J. von Neumann: Die
Aziomatisierung der Mengenlehre, Mathematische Zeitschrift 27(1928), pp. 669-752, ISSN
0025-5874. J. von Neumann: Uber die Widerspruchsfreiheitsfrage in der aziomatischen
Mengenlehre, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 160(1929), pp. 227241, ISSN
0075-4102.

Dale viz P. Bernays: Aziomatic Set Theory with a Historical Introduction by Abraham
A. Fraenkel, North-Holland, Amsterdam, 1958, viii+226 pages, 2nd ed. 1968; later edition:
Dover, 1991, 256 pages, ISBN 978-0486666372. Viz téz J.R. Shoenfield: Azioms of Set Theory,
in J.K. Barwise (ed.): Handbook of Mathematical Logic, North-Holland, Amsterdam, 1977,
xi+1165 pages, pp. 321-344, ISBN 072042285X.

138 Godeltiv—Bernaystv axiomaticky systém byl v Sedesatych a sedmdesatych letech uzivan
zejména v Polsku, v Ceskoslovensku a v Sovétském svazu.

139 K. Godel: The Consistency of the Aziom of Choice and of the Generalized Continuum
Hypothesis, Proceedings of the National Academy of Sciences of the U.S.A. 24(1938), pp. 556—
557, téz in [GO]-1I, pp. 26-27.

K. Godel: Consistency-Proof for the Generalized Continuum-Hypothesis, ibid. 25(1939),
pp. 220-224, ISSN 0027-8424. Téz in [Go]-II, pp. 28-32.

K. Goédel: The Consistency of the Aziom of Choice and of the Generalized Continuum
Hypothesis with the Axzioms of Set Theory, Annals of Mathematics Studies, Vol. 3, Princeton
University Press, Princeton, 1940, 66 pages; reprinted with further notes in 1951 and in 1966,
resp. in [GOJ-II, pp. 33-101; viz téz [Go]-11, pp. 1-32. Later edition: The Consistency of the
Continuum Hypothesis, ISBN 9780691079271.

140 P J. Cohen: The Independence of the Continuum Hypothesis I., II., Proceedings of the
National Academy of Sciences of the U.S.A. 50(1963), pp. 1143-1148, 51(1964), pp. 105-110,
ISSN 0027-8424. P.J. Cohen: Set Theory and the Continuum Hypothesis, Benjamin, New York,
1966, 154 pages; dotisk: 1977, 1980, ISBN 0-8053-2327-9.
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its negation are both consistent with the standard axioms of set theory including
the aziom of choice, assuming that those axioms are themselves consistent. ...
Some mathematicians are willing to accept the continuum hypothesis as true,
seemingly as a matter of convenience, but Gédel [..] and Cohen [..] have both
expressed suspicions that it should be false, and as of this writing no one has
found any really compelling evidence on one side or the other. My own feeling,
subject to revision in the event of a major breakthrough in set theory, is that if
the answer to one’s question turns out to depend on the continuum hypothesis,
one should give up and ask a different question.'*!

David Hilbert a Paul Bernays rozpracovavali i po zvefejnéni Godelovych
vysledkt své myslenky o formalizaci matematiky v duchu Hilbertova programu.
Publikovali je v letech 1934 a 1939 v dvoudilné monografii Grundlagen der
Mathematik I., II1.142

V tvodu prvniho dilu (Zur Einfihrung) David Hilbert reagoval na Goédelovy
vysledky:

Dieser Ergebnisstand weist zugleich die Richtung fir die weitere Forschung in
der Beweistheorie auf das Endziel hin, unsere iblichen Methoden der Mathematik
samt und sonders als widerspruchsfrei zu erkennen.

Im Hinblick auf dieses Ziel madchte ich hervorheben, dafi die zeitweilig auf-
gekommene Meinung, aus gewissen neueren Ergebnissen von Gddel folge die
Undurchfiihrbarkeit meiner Beweistheorie, als irrtimlich erwiesen ist. Jenes
Ergebnis zeigt in der Tat auch nur, daff man fir die weitergehenden Wider-
spruchsfreiheitsbeweise den finiten Standpunkt in einer schdirferen Weise aus-
nutzen muf, als dieses bei der Betrachtung der elementaren Formalismen erfor-
derlich ist.

V Gvodnim slovu ke druhému dilu Hilbert napsal:

Der vorliegende Band schliefit die Darstellung der Beweistheorie ab, die ich
vor einigen Jahren zusammen mit P. Bernays begann.

Mezitim vsak zasadily dalsi ranu Hilbertovu programu vysledky, které publi-
kovali Alonzo Church (1903-1995)14% a Alfred Tarski (1901-1983).144

141 G.B. Folland: Real Analysis. Modern Techniques and their Applications, Wiley, New
York, 2nd ed. 1999, ix+386 pages, p. 17, ISBN 978-0-471-31716-6.

142 D, Hilbert, P. Bernays: Grundlagen der Mathematik I., II., Springer, Berlin, 1934, 1939,
xii+471, xii+498 pages, 2nd ed. 1968, 1970, xv+473, xiv+561 pages. Existuje anglicky, French
and Russian translation, Deutsch-English version (dual text version) je z roku 2011.

Viz W. Sieg, M. Ravaglia: David Hilbert and Paul Bernays, Grundlagen der Mathematik, First
Edition (1934, 1939), [GG2], pp. 981-999.

143 A, Church: An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory, American Journal
of Mathematics 58(1936), pp. 345-363, ISSN 0002-9327. A. Church: A Note on the Entschei-
dungsproblem, The Journal of Symbolic Logic 1(1936), pp. 4041, 101-102, ISSN 0022-4812.
Viz [Da], pp. 88-107, 108-115.

144 A, Tarski: Der Wahrheitsbegriff in der formalisierten Sprachen, Studia philosophica
1(1936), pp. 261-405.
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Poznamenejme jesté ze Gerhard Gentzen (1909-1945) sice dokazal roku 1936
bezespornost aritmetiky, ale za cenu tstupu od Hilbertovych finitnich metod.
Utzil transfinitni postup, ktery Hilbert zavrhoval.!4

Otto Blumenthal (1876-1944) k Hilbertovym urputnym snaham tykajicim se
realizace jeho programu poznamenal:

Aber bis zur Ausfiihrung dieser weitreichenden Plane wird es noch ein langer,
schwerer Weg sein, besonders weil die bisherigen Verdffentlichungen nur die
skizzenhafte Form von Vortrigen haben. Einen grofien Schritt vorwdrts bedeutet
es deshalb, daf$ 1934 der erste Band des grof$ angelegten Werkes Hilbert-Bernays
,Grundlagen der Mathematik® erschienen ist. Fine Darstellung der Hilbert-
schen Ausgestaltung des Logikkalkiils ist schon 1928 herausgekommen: Hilbert-
Ackermann ,Grundziige der theoretischen Logik“. Die Fragen sind noch im Fluf,
es sind, besonders von K. Godel, gewichtige Einwdinde gegen die Beweistheorie
erhoben worden. Aber Hilbert ist durchdrungen wvon der Uberzeugung thres
endlichen Erfolgs, und jedenfalls ist sie eine Leistung von so hoher Originalitdt
und Kraft, daf§ dieses Werk seines Alters zu seinen grofSten zihlen wird. 46

Dalsi pokus o exaktni ucelenou prezentaci matematiky zahajila ve t¥icatych
letech 20. stoleti skupina s$pickovych francouzskych matematikti vystupujici
pod pseudonymem Nicholas Bourbaki.'4” Problémy tykajici se bezespornosti
ponechala stranou, nepovazovala je za dulezité. Své stanovisko vyjadrila roku
1954 v zévéreéném odstavci ivodu knihy Théorie des ensembles:

En résumé, nous croyons que la mathématique est destinée a survivre, et qu’on
ne verra jamais les parties essentielles de ce majestueuz édifice s’écrouler du fait
d’une contradiction soudain manifestée; mais nous ne prétendons pas que cette
opinion repose sur autre chose que sur l’expérience. C’est peu, diront certains.
Mais voila vingt-cing siecles que les mathématiciens ont ’habitude de corriger

leurs erreurs et d’en voir leur science enrichie, non appauvrie; cela leur donne

le driot d’envisager l’avenir avec sérénité.'*®

9 Zavér — novy pohled na matematiku

Na prvnim mezinarodnim kongresu matematikd, ktery se konal roku 1897
v Curychu, mél Henri Poincaré filozoficky ladénou plenarni prednasku nazvanou

145 Q. Gentzen: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, Mathematische An-
nalen 112(1936), pp. 493-565, ISSN 0025-5831. G. Gentzen: Die Widerspruchsfreiheit der
Stufenlogik, Mathematische Zeitschrift 41(1936), pp. 357-366, ISSN 0025-5874.

146 O. Blumenthal: Lebensgeschichte, [Hi]-I11, pp. 388-429, see p. 425.

147 Viz N. Bourbaki: The Architecture of Mathematics, The American Mathematical
Monthly 57(1950), pp. 221-232, ISSN 0002-9890. N. Bourbaki: Foundations of Mathematics
for the Working Mathematician, The Journal of Symbolic Logic 16(1949), pp. 1-8, ISSN
0022-4812. J. Dieudonné: The Work of Nicholas Bourbaki, The American Mathematical
Monthly 77(1970), pp. 134-145, ISSN 0002-9890. L. Corry: Bourbaki, in N. Koertge (ed.):
New Dictionary of Scientific Biography I, Charles Scribner’s Sons, Gale, Centage Learning,
Detroit, 2008, pp. 363-366. Viz téz [Ew|, pp. 1263—-1276.

148 N. Bourbaki: Théorie des ensembles I., II., Hermann, Paris, 1954, 136 pages, see p. 9.
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Sur les rapports de l'analyse pure et de la physique mathématique vénovanou
vztahu matematické analyzy a matematické fyziky. V tvodu pravil:

On vous a sans doute souvent demandé a quoi servent les mathématiques et si
ces délicates constructions que nous tirons tout entiéres de notre esprit ne sont
pas artificielles et enfantées par notre caprice.

Vyjadfil se i ke vztahu ¢isté a aplikované matematiky, zdtiraznil troji funkci
matematiky i jeji odklon od fyzikdlniho svéta:

D’ailleurs une science uniquement faite en vue des applications est impossible;
les vérités ne sont fécondes que si elles sont enchainées les unes auz autres. Si
l’on s’attache seulement a celles dont on attend un résultat immeédiat, les anneauz
intermédiaires manqueront, et il n’y aura plus de chaine.

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un instrument pour
l’étude de la nature. Mais ce n’est pas tout: elles ont un but philosophique et,
j'ose le dire, un but esthétique. FElles doivent aider le philosophe a approfondir
les notions de nombre, d’espace, de temps.

C’est pourquoi je n’hésite pas a dire que les mathématiques méritent d’étre
cultivées pour elles-mémes et que les théories qui ne peuvent étre appliquées a la
physique doivent I’étre comme les autres.t*?

Bertrand Russell se jiz na pocatku 20. stoleti rovnéz postavil za nové chapani
matematiky. Zduraznil jeji abstraktni charakter — matematika nemusi mit vztah
k redlnému svétu.

We start, in pure mathematics, from certain rules of inference, by which we
can infer that if one proposition is true, then so is some other proposition. These
rules of inference constitute the principles of formal logic. We then take any
hypothesis that seems assuring, and deduce its consequences. If our hypothesis
is about anything, and not about some one or more particular things, then our
deductions constitute mathematics. Thus mathematics may be defined as the
subject in which we never know what we are talking about, nor wherhet what we
are saying is true. ...

As one of the chief triumphs of modern mathematics consists in having
discovered what mathematics really is, ...*%°

Silici tendence k upfesniovani jednotlivych matematickych disciplin, budovani
pevnéjsich zakladi celé matematiky, axiomatizace, logicismus i formalismus zpu-
sobily oslabeni vztahd matematiky a redlného materialniho svéta. Matematika
zacala intenzivné rozvijet teorie, které se redlnému svétu vzdalily. Pohled na
matematiku se na pfelomu 19. a 20. stoleti vyrazné ménil. Abstraktni matema-
tika se béhem dalsich desetileti dale odcizovala realité. Lze to dolozit naptiklad

149 H. Poincaré: Sur les rapports de l’analyse pure et de la physique mathématique,
Verhandlungen des ersten Internationalen Mathematiker-Kongresses in Zirich vom 9. bis
11. August 1897. Teubner, Leipzig, 1898, viii+307 pages, pp. 81-90, see pp. 81-82.

150 B, Russell: Recent Work on the Principles of Mathematics, International Monthly
4(1901), pp. 83-101, see p. 84.
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formulacemi, které pouzili Alfred North Whitehead a Frank Plumpton Ramsey
(1903-1930)**! v heslech psanych pro Encyclopedia Britannica (vol. 15, 1941,
p. 87, 83).

Alfred North Whitehead charakterizoval matematiku v hesle “Mathematics,
Nature of” mimo jiné témito slovy:

. science concerned with the logical deduction of consequences from the
general premises of all real reasoning.

Frank Plumpton Ramsey se v hesle “Mathematics, Foundations of” vyjadril
o geometrii takto:

... as a branch of mathematics, geometry has no essential reference to physical
space ...

. regards geometry as simple tracing the consequences of certain azxioms
dealing with undefined terms, which are really variables in the ordinary mathe-
matical sense, like x and y. And he demands of his axioms, not that they should
be true on some particular physical interpretation of the undefined terms, but
merely that should be consistent with one another.

Krize v zdkladech matematiky trapila zejména ty badatele, kteri se vénovali
logice a otazkam exaktniho budovani matematiky.'®? Ostatni matematici ji sice
vnimali, ale nebranila jim v intenzivni praci v jejich disciplinach. Pochopeni

Godelovych vysledkd vsak vedlo k tomu, ze se vytratil dfivéjsi pocit absolutni

jistoty matematickych vysledkd, teoril i matematiky samotné.!®3

Na zévér jesté uvedme dva citdty z praci Hermanna Weyla, jednoho z
nejvyznamnéjsich matematikia 20. stoleti, autora slavné knihy Raum. Zeit.
Materie. Vorlesungen tuber allgemeine Relativitdtstheorie z roku 1918, ktery
se rovnéz vénoval fyzice a filozofii matematiky a pi¥irodovédy.'®* Velmi dobie

151 F.P. Ramsey: The Foundations of Mathematics, Proceedings of the London Mathema-
tical Society 25(1926), pp. 338-384, ISSN 0024-6115. F.P. Ramsey: Foundations. Essays in
Philosophy, Logic, Mathematics and Economics, ed. D.H. Mellor, Humanities Press, Atlantic
Highlands, NJ, 1978, viii4+-287 pages, ISBN 0-394-00814-5.

152 Napiiklad Erhard Schmidt zaméfFil svou rektorskou prednasku Uber Gewissheit in der
Mathematik (Berlin, 1930) pravé timto smérem.

153 Ctenafi 1ze viele doporuéit knihu M. Kline: Mathematics. The Loss of Certainty, Oxford
University Press, New York, 1980, 366 pages, ISBN 0-19-502754-X.

154 Pro monografii A. Baumler, M. Schréter (eds.): Handbuch der Philosophie (Oldenbourg,
Miinchen und Berlin, 1927-1934) Weyl sepsal stat Philosophie der Mathematik und Naturwis-
senschaft (Abt. II.A, 1927, 162 pages), kterd vysla téZz samostatné (Leibniz-Verlag, Miinchen,
1928, 162 pages). Pozdéji ji podstatné rozsifil (3rd ed. Oldenbourg, Miinchen, Wien, 1966, 406
pages), nové vydani: Oldenbourg, W. de Gruyter, 2008, 2014, 408 pages, ISBN 978-3-486-46794-
9. English translation: Philosophy of Mathematics and Natural Science, Princeton University
Press, Princeton, 1949, x4311 pages; later edition: 2009, 336 pages, ISBN 9780691141206.

H. Weyl: Das Kontinuum. Kritische Untersuchungen tuber die Grundlagen der Analysis, Veit,
Leipzig, 1918, v+83 pages, dalsi tisk: 1932. English translation: The Continuum, Dover, New
York, 1994.

H. Weyl: Die heutige Erkenntnislage in der Mathematik, Symposion 1(1925), pp. 1-32, téz in
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vystihuji nejen jeho ztratu matematické jistoty, ale i jeho postoj ke vzniklé
situaci.

V &anku Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik'5® z roku 1920, se
Weyl jiz v itvodu vyjadril k chapani antinomii:

Die Antinomien der Mengenlehre werden gewdhnlich als Grenzstreitigkeiten
betrachtet, die nur die entlegensten Provinzen des mathematischen Reichs
angehen und in keiner Weise die innere Soliditdt und Sicherheit des Reiches
selber, seiner eigentlichen Kerngebiete gefahrden kénnen.

O ¢tvrt stoleti pozdéji, roku 1946, zakondil svoji stat Mathematics and Logic.
A brief survey serving as preface to a review of The Philosophy of Bertrand
Russell témito slovy:

. we are less certain than ever about the ultimate foundations of (logic and)
mathematics. Like everybody and everything in the world today, we have our
“crisis”. We have had it for nearly fifty years. Outwardly it does not seem to
hamper our daily work, and yet I for one confess that it has had a considerable
practical influence on my mathematical life: it directed my interests to fields
I considered relatively “safe”, and has been a constant drain on the enthusiasm
and determination with which I pursued my research work. This experience is
probably shared by other mathematicians who are not indifferent to what their
scientific endeavors mean in the context of man’s whole caring and knowing,
suffering and creative existence in the world.'>®

LITERATURA

[Ca] Cantor G., Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts.
Mit erlauternden Anmerkungen sowie mit Erginzungen aus dem Briefwechsel Cantor-
Dedekind, nebst Lebenslauf Cantor’s von Adolf Fraenkel, Hrsg. Ernst Zermelo, Sprin-
ger, Berlin, 1932, vii4+486 pages; reprint: Olms, Hildesheim, 1962; reprint: Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1980, ISBN 3-540-09849-6.

[Co] Compte Rendu du deuxiéme congrés international des mathématiciens ténu a Paris
du 6 au 12 aodt 1900, Gauthier-Villars, Paris, 1902, 455 pages.

[W]-II, pp. 511-542. English translation: The Current Epistemological Situation in Mathema-
tics, [Ma], pp. 123-142.

155 H. Weyl: Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik, Mathematische Zeitschrift
10(1921), pp. 39-79, see p. 39, ISSN 0025-5874. Téz in [W]-1I, pp. 143-180, [WeS], pp. 211-248,
see p. 211.

English translation: On the New Foundational Crisis of Mathematics, [Ma], pp. 86-118. Dalsi
tisk: Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt, 1965, 41 pages. Clanek Hilbert sepsal na
zékladé prednasky v Mathematische Kolloquium v Curychu.

156 H. Weyl: Mathematics and Logic, The American Mathematical Monthly 53(1946),

pp. 2-13, see p. 13, ISSN 0002-9890. Téz in [We]-IV, pp. 268-279.
Upozornéme jesté na zajimavy Weylav ¢lanek A Half-Century of Mathematics, ibid. 58(1951),
pp. 523-553, a na jeho knizku The Open World. Three Lectures on the Metaphysical
Implications of Science, Yale University Press, New Haven, 1932, v+84 pages (God and the
Universe, pp. 1-29, Causality, pp. 31-56, Infinity, pp. 57-84).



[Da]

[Ew]

[Gd]

[GG1]

[GG2]
(H]

(Hi]

[Kr]

[Mal

[Pe]
[Re]

[He]

[We]

[WeS]

39

Davis M. (ed.), The Undecidable. Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsol-
vable Problems and Computable Functions, Raven Press, Hewlett, New York, 1965,
440 pages.

Ewald W. (ed.), From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathe-
matics I., II., Clarendon Press, Oxford, 1996, xviii+648+xxviii, xv+649-1340 pages,
ISBN 0-19-850535-3, 0-19-850536-1.

Godel K., Collected Works 1., II., III., IV., V., S. Feferman (ed.), Oxford University
Press, New York, 1986, 1990, 1995, 2003, 2003, xvi4+474, xv+407, xvii4+532, xix+662,
xxiii+664 pages; reprint: 2001, ISBN 0-19-514720-0, 0-19-514721-9, 0-19-514722-7,
0-19-850073-4, 0-19-850075-0.

Grattan-Guinness 1., The Search for Mathematical Roots, 1870-1940. Logic, Set
Theories and the Foundations of Mathematics from Cantor through Russell to
Gédel, Princeton University Press, Princeton and Oxford, 2000, xiv+690 pages,
ISBN 0-691-05857-1.

Grattan-Guinness 1. (ed.), Landmark Writtings in Western Mathematics 1640-1940,
Elsevier, Amsterdam, 2005, xvii+1022 pages, ISBN 0-444-50871-6.

Hilbert D., Grundlagen der Geometrie, Siebente umgearbeitete und vermehrte Auflage,
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1930, vii4+-326 pages.

Hilbert D., Gesammelte Abhandlungen I., II., III., Springer-Verlag, Berlin, 1932, 1933,
1935, xiv+539, viii4+453, vii+435 pages; reprint: Chelsea, Bronx, New York, 1965; 2nd
ed. 1970, reprint: 2001, ISBN 0-19-514720-0.

Kronecker L., Werke I., II., I1I-1, I1I-2, IV. V., 1895, 1897, 189941931, 1929, 1930,
reprint: Chelsea, New York, 1968, ix+483, vii+540, vii+473+iii+215, x+509, x+527
pages.

Mancosu P., From Brouwer to Hilbert. The Debate on the Foundations of Mathematics

in the 1920s, Oxford University Press, New York, Oxford, 1998, x+337 pages, ISBN
0-19-509632-0.

Peano G., Opere scelte I., II., III., Cremonese, Roma, 1957-1959, vii4+530, vi+518,
vii+470 pages.

Reid C., Hilbert, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1970, xi+290 pages;
later edition: Copernicus, New York, 1996, ISBN 0-387-94674-8.

van Heijenoort J. (ed.), From Frege to Gédel. A Source Book in Mathematical Logic,
1879-1931, Harvard University Press, Cambridge, MA, 1967, x+660 pages; 4. ed.:
2002, 680 pages, ISBN 9780674324497.

Weyl H., Gesammelte Abhandlungen, 1.-IV., Hrsg. K. Chandrasekharan, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, 1968, xx+698, xx+647, xviii+791, x+694 pages,
ISBN 978-3-662-43804-6, 978-3-662-44236-4, 978-3-662-44251-7, 978-3-662-44289-0.

Weyl H., Selecta, Birkhduser, Basel, Stuttgart, 1956, 592 pages.



