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První úvahy

• Kdo má být za� azen do TOP?
• Jaká jsou kritéria?

� � �

• po� et citací – sporné (chybné výsledky mají� asto nejvíce 
citací)

• H index, WOS, SCOPUS … – nesmysl, v uvedené dob�
neexistovalo

• uvedení v JFM – není vypovídající (byl dáván jen p� ehled 
prakticky všech d� l)



• u�ití jména v názvu jevu, zákona, formuli, v� t� …
• uvedení výsledku v monografii (nejlépe zahrani� ní)
• výsledky dané osoby jsou známé i po 50, 100, … letech
• vydání sebraných spis�
• existence mezinárodní monografie v� nované dílu a �ivotu 

dané osoby
• existence webové stránky  (St. Andrew University, národní

stránky)
• mediální známost jména (nato� en film, napsán román, vydána 

poštovní známka, namalován portrét známým malí� em, 
mezinárodní odborná spole� nost nesoucí jméno dané osoby, 
mezinárodní cena nesoucí jméno dané osoby)

� � �

• délka p� sobení v � eskoslovensku (alespo� 10 let) a d� le�ité
výsledky v období 1918 a� 1938



Co nebude kritériem

• po� et prací, patent� , výstav
• po� et u� ebnic a u� ebních text�
• po� et doktorand�
• po� et odu� ených hodin
• po� et p� ednášek v odborných spolcích
• po� et funkcí
• aktivity pro národní komunitu (vedení spolku, redigování

� asopis� , recenzní� innost, organizování akcí …)
• sociální parametry (p� vod, vyznání)

� � �
� azení bude podle � asu výsledku (nejprve N� mci, pak � eši).



Spole� né znaky

• nadání, talent a zájem o matematiku (podpora rodiny)
• vzd� lání na kvalitních (tvrdých) st� edních školách
• náro� né vysokoškolské studium (nezvykle velký po� et zapi-

sovaných p� ednášek, ukon� ení studia za minimáln� povolený 
� as, první publikované práce ji� b� hem/na konci studia, 
asistenti, u� itelé)

• další studium, delší pobyt nebo pedagogické p� sobení v za-
hrani � í

• spolupráce se zahrani� ními kolegy od „mládí“
• cit pro perspektivní témata (n� kdy náhoda …)
• nejmén� dvojjazy� nost
• mezioborovost (matematické disciplíny, p� esahy k fyzice)
• � ada �ák� , kte� í pokra� ovali dál



Co je odlišovalo

• národnost (� eši x N� mci, handicap malého národa)

• vyznání (katolíci x �idé)

• osud (dovolená s � ekatelným a nová kariéra po válce  x 
emigrace a budování nové kariéry v zámo� í / koncentra� ní
tábor a smrt) 



• N� me� tí matematici p� sobící v � eskoslovensku

Georg Pick (1859–1942)
Karl Mack (1882–1943)
Karl Carda (1870–1943)
Gerhard Hermann Waldemar Kowalewski (1876–1950)
Ludwig Berwald (1883–1942)
Paul Funk (1886–1969)
Anton Grünwald (1873–1932)
Karl Löwner (1893–1968)
Arthur Winternitz (1893–1961)
Heinrich Löwig (1904–1995)
Maximilian Pinl (1897–1978)
Ernst Lammel (1908 – asi 1961)
Alfred Eduard Rössler (1903 a� ?)  . . .



Georg Alexander Pick

* 10. 8. 1859 – Víde�
† 26. 7. 1942 – ghetto Terezín

• otec: Adolf (1824–1895), � editel a majitel 
soukromé školy

• matka: Josefa, roz. Schleisinger
• 1875 maturitní zkouška ve Vídni
• 1875 a� 1879 univerzita ve Vídni

– matematika, fyzika, filozofie
• 1879 zkouška u� itelské zp� sobilosti
• 1880 doktorát pod vedením L. Königsber-

gera: Über eine Klasse abelscher Integrale



• 1880 asistent na N� U (E. Mach)
• 1882 habilitace pro matematiku

• 1883–1885 stipendium, Lipsko, 
�ák F. Kleina

• 1888  m. p. na N� U Praze
• 1892 � . p. na N� U Praze
• 1900/1901 d� kan FF

• 1929 penzionován

� � �



• 1929 a� 1938 �ije u sestry ve Vídni
• udr�uje kontakt s pra�skými �áky a kolegy
• oficiální vyst� hování do Rakouska, z� stal však ob� anem � SR

� � �

• 1938 n� mecká anexe Rakouska 
• jaro 1938 návrat do Prahy (�ije u p� átel a v �idovském sana-

toriu Praha-Veleslavín)



• 1939 a� 1942 perzekuce (nemá OP, vlastní CP, vlastní rádio, 
vlastní hudební nástroj, má bankovní ú� et)

13. 7. 1942 transport AAq � . 824, Terezín

26. 7. 1942 umírá ve v� ku 83 let!!!



v letech 1876 a� 1939 publikoval 67 odborných prací

• lineární algebra, teorie invariant� , integrální po� et, kom-
plexní analýza, teorie potenciálu, diferenciální a integrální
rovnice, funkcionální analýza, elementární geometrie, dife-
renciální geometrie 

• práce psal n� mecky a francouzsky

• uve� ej� oval je ve zprávách n� kolika akademií v� d (Víde� , 
Lipsko, Göttingen, Pa� í�, � ím, Palermo) a v kvalitních 
� asopisech jako Mathematische Annalen, Monatshefte für 
Matematik und Physik, Archiv für Mathematik und Physik, 
Mathematica, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, Lotosapod.



Pickovo jméno je na webových stránkách MacTutor History 
of Mathematics archive(St. Andrew University)

Pickovo jméno je na webových stránkách Významní matematici 
v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

J. Ludvíková: Georg Pick (1859–1942): �ivot a hlavní sm� ry jeho 
� innosti, diplomová práce, PdF UK, Praha, 1997

jeho publikace nejsou na dml.cz



• Pick� v vzorec(1899)

• Schwarzovo-Pickovo lemma
(1915)

• Pickova matice(1916 a� 1921)

• Pickova-Nevanlinnova
interpolace(1915 a� 1919)



Pick� v vzorec pro výpo� et obsahu mnohoúhelníku s vrcholy 
v m� í�ových bodech, tj. s vrcholy, jejich� sou� adnice v rovin�
nabývají pouze celo� íselných hodnot (Lotos, 1899).

Ozna� íme-li písmenem P uzav� ený 
mnohoúhelník (nemusí být konvex-
ní), symbolem P0 jeho vnit� ek, 
symbolem 	 P jeho hranici, sym-
bolem 
 (P) jeho obsah a dále po� et 
m� í�ových bod� uvnit � , resp. na 
hranici mnohoúhelníku symbolem 
n(P0), resp. n(	 P), potom obsah 
mnohoúhelníku P lze vypo� ítat 
pomocí vzorce: 


 (P) = n(P0) + ½ n(	 P) – 1.



Sta� í tedy spo� ítat m� í�ové body uvnit� a na obvodu 
uva�ovaného mnohoúhelníku a podle vzorce vypo� ítat 
jeho obsah. 

G. Pick � ešil i obecn� jší situace:

a) jsou m� í�ové body ur� eny dv� ma systémy p� ímek, které
nemusí být navzájem kolmé

b) mnohoúhelník není konvexní a m� í�ovými body jsou 
ur � eny dv� ma systémy p� ímek, které nejsou navzájem 
kolmé.

G. A. Pick: Geometrisches zur Zahlenlehre, Sitzungsberichte 
des deutschen naturwissenschaftlich-medicinischen Ver-
eines für Böhmen „Lotos“ in Prag 19(1899), str. 311–319

� � �



Schwarzovo-Pickovo lemma z roku 1915

d� le�itá pou � ka pro komplexní analýzu

• Schwarzovo lemma o odhadu modulu holomorfního zobrazení
jednotkového kruhu U do U se tradi� n� formuluje takto: 

Nech� f : U � U je holomorfní funkce, pro ni� je f(0) = 0. 
Potom je |f(z)| � |z| pro z � U a |f(0)| � 1.

N� mecký matematik Hermann A. Schwarz (1843–1921) publi-
koval podobné tvrzení roku 1869. 

Tato v� ta vlastn� � íká, �e holomorfní zobrazení jednotkového 
kruhu do sebe, které zachovává po� átek, nevede ke zv� tšování
vzdálenosti od po� átku. 

Na její význam v teorii funkcí upozornil roku 1912 Constantin 
Carathéodory (1873–1950). 



• G. Pick: Über eine Eigenschaft der konformen Abbildung
kreisformiger Bereiche, Mathematische Annalen 77(1915), 
str. 1–6.

G. Pick si povšiml, �e po� átek nehraje podstatnou roli, 
pokud budeme v jednotkovém kruhu uva�ovat místo 
klasické vzdálenosti hyperbolickou vzdálenost definovanou 

pro u, z � U p� edpisem � (u, z) = |z�u|/|�� zz�1| . 

G. Pick dokázal zobecn� né tvrzení, které se dnes obvykle 
ozna� uje jako Schwarzovo-Pickovo lemma: 

Pro holomorfní funkci f : U � U platí pro ka�dé u, z � U 
nerovnost � (f(u), f(z)) � � (u, z).



Pickova matice 1916–1921

studium interpola� ních problém� analytických funkcí

• � tvercová matice je definována p� edpisem

P = [(u*iui � v* ivi)/(1 � f* if i)], 

kde ui a vi jsou sloupcové vektory (p-slo�kový, resp. q-
slo�kový), a u* zna� í vektor sdru�ený k vektoru u a f i, f* i
jsou komplexní � ísla obsa�ená v jednotkovém kruhu.



G. Pick: Üeber die Beschränkungen analytischer Funktionen, 
welche durch vorgegebene Funktionswerte bewirkt werden, 
Mathematische Annalen 77(1916), str. 7–23

� � �

G. Pick: Üeber ber die konforme Abbildung eines Kreises auf 
ein schlichtes und zugleich beschränktes Gebiet, Sitzungsber. 
Akad. Wiss. Wien, Math.-naturw. Kl. 126(1917), str. 247–26

G. Pick: Über beschränkte Funktionen mit vorgeschriebenen 
Wertzuordnungen, Ann. Acad. Sci. Fenn., Ser. A, 15(1921), 
17 stran



Pickova-Nevanlinnova interpolace 1915 a� 1919

• Problém najít holomorfní funkci f, která zobrazuje 
jednotkový kruh op� t na jednotkový kruh a hodnotám 
w1,w2, . . . ,wn p� i� azuje hodnoty z1, z2, . . . , zn. 

• Tento problém vy� ešili nezávisle na sob� v letech 1915 a�
1918 G. Pick (spolu s P. Frankem a W. Blaschkem, reakce 
na p� ednášky ve v� ne� ku) a roku 1929 finský matematik 
Rolf Nevanlinna (1895–1980).



Ph. Frank, G. Pick: Distanzschätzungen im Funktionen-
raum I., Mathematische Annalen 76(1915), str. 354–375

W. Blaschke, G. Pick: Distanzschätzungen im Funktionen-
raum II ., Mathematische Annalen 77(1916), str. 277–300

G. Pick: Ueber die Beschränkungen analytischer Funk-
tionen, welche durch vorgegebene Funktionswerte bewirkt 
werden, Mathematische Annlen77(1916), str. 7–23

� � �

R. Nevanlinna: Ueber beschränkte analytische Funktionen,
Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A, 32 (7)(1929), str. 1–15



Pickova matice a Pickova-Nevanlinnova interpolacenašly 
široké uplatn� ní a zobecn� ní v tzv. Hardyových a Hil-
bertových prostorech (viz nap� íklad práce W. Blaschkeho, 
L. Bieberbacha, G. Kowalewskiho, K. Löwnera, H. Weyla).



Karl Löwner (1893–1968)

* 29. 3. 1893 – Lány 
† 8. 1. 1968 – Los Altos (USA)

• 1912 maturitní zkouška (Praha)
• 1912–1917 N� m. univerzita (Praha) 

– matematika a fyzika

• 1917–1919 zkouška zp� sobilosti

• 1917 doktorát pod vedením G. A. 
Picka, práce: Untersuchungen über 
die Verzerrung bei konformen Abbil-
dungen des Einheitskreises |z| < 1, 
die durch Funktionen mit nicht ver-
schwindender Ableitung geliefert 
werden



• 1917–1922 asistent na N� mecké technice v Praze

� � �

• 1922–1923 asistent na Humboldtov� univerzit � v Berlín�
• 1923 habilitace na Humboldtov� univerzit � v Berlín�
• 1923–1928 soukromý docent matematiky na Humboldtov� univer-

zit� v Berlín�

• 1928–1930 mimo� ádný profesor na univerzit� v Kolín� nad Rý-
nem

� � �

• 1930–1934 mimo� ádný profesor na N� mecké univerzit� v Praze
• 1934–1939 � ádný profesor na N� mecké univerzit� v Praze



• 1939 emigrace do USA

• 1939–1944 asistent na Louisville University
• 1944–1945 v� decký pracovník na Brown University v Provi-

dence
• 1945–1946 asistent na Syracuse University
• 1946–1951 � ádný profesor na Syracuse University
• 1951–1963 � ádný profesor na Stanford University
• 1963–1968 emeritní profesor na Stanford University



v letech 1917 a� 1974 publikoval 41 odborných prací

• geometrická teorie funkcí, teorie funkcí komplexní prom� n-
né, teorie maticových funkcí, parciální diferenciálnírovnice, 
teorie matic, teorie pologrup, topologie, teorie operátor� , 
aplikovaná matematika 

• práce psal n� mecky a anglicky

• uve� ej� oval je v presti�ních � asopisech (Berichte über die 
Verhandlungen der königlich Sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Leipzig, Mathematische Zeitschrift, Mathe-
matische Annalen, Annals of Mathematics, Bulletin of the 
American Mathematical Society, Journal d’Analyse Mathéma-
tique, Pacific Journal of Mathematics, Journal of Rational 
Mechanics and Analysis, Journal of Mathematics and Mecha-
nics, Journal of Mathematical Analysis and Applications, Duke 
Mathematical Journal, Advances in Mathematics)



Löwnerovo jméno je na webových stránkách MacTutor History 
of Mathematics archive(St. Andrew University)

Löwnerovo jméno je na webových stránkách Významní mate-
matici v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

M. Be� vá� ová, I. Netuka: Karl Löwner and his Student Lipman 
Bers – Pre-war Prague Mathematicians, edition Heritage of Euro-
pean Mathematics, volume 10, European Mathematical Society, 
Zürich, 2015.

jeho publikace nejsou na dml.cz

L. Bers (ed.): Charles Loewner Collected Papers, Birkhäuser, 
Boston, 1988



Karl Löwner (1963) Curriculum vitae 1917



• Untersuchungen über die Verzerrung bei 
konformen Abbildungen des Einheitskrei-
ses |z| < 1, die durch Funktionen mit nicht 
verschwindender Ableitung geliefert werden,
Berichte uber die Verhandlungen der kö-
niglich Sachsischen Gesellschaft der Wis-
senschaften zu Leipzig, Mathematisch-
physikalische Klasse 69(1917), str. 89–106



Löwnerova diferenciální rovnice 1923

• K. Löwner: Über Extremumsätze bei der konformen Abbildung 
des Äußeren des Einheitskreises, Mathematische Zeitschrift 
3(1919), str. 65–77.

• K. Löwner: Untersuchungen über schlichte konforme Abbil-
dungen des Einheitskreises I., Mathematische Annalen 
89(1923), str. 103–121.

• Druhá uvedená práce podává první zásadní a netriviální výsle-
dek o slavnéBieberbachov� domn� nce.



• K. Löwner dokázal speciální p� ípad Bieberbachovy 
domn� nky, tj. tvrzení, �e pro koeficienty � ady 

z + a2·z2 + a3·z3 + …, 

která konverguje na |z| < 1 a definuje prostor (univalentní) 
funkci, platí |an| � n, �!�!�!�! n �)�)�)�) NN.

� � �

• 1907 P. Koebe:  |a2 | = const. 
• 1916 L. Bieberbach: |a2 | = 2, domn� nka |an| = n 
• 1920 R. Nevanlinna: |an| = n, je-li f(D) hv� zdovitá
• 1923 K. Löwner: |a3| 
 3 Löwnerova diferenciální rovnice
• …



• K. Löwner do geometrické teorie funkcí vnesl novou metodu 
zalo�enou na tzv. Löwnerov� diferenciální rovnici. 

Paper …, the last of the cycle of papers on geometric function 
theory, is Loewner’s most famous work. It deals with power series 
z + a2z2 + a3z3 + … which converge for |z| < 1 and represent 
schlicht, i.e., injective, functions. Loewner’s result that |a3| � 3
made the Bieberbach conjecture (|an| � n for all n) the famous 
problem that it was for many decades. More important than the 
result, however, is the method of proof. It involves the celebrated 
Loewner differential equation which became an indispensible 
tool of the theory of schlicht function and spawned an extensive
literature. The recent proof of the Bieberbach conjecture by de 
Branges also uses the Loewner equation. It is interesting that 
Loewner himself never returned to the coefficient problem …

[L. Bers (ed.): Charles Loewner Collected Papers, Birkhäuser, 
Boston, 1988, str. ix.]



• Metoda byla p� ekvapiv� nejen u�ita L. de Brangesemp� i 
úplném � ešeníBieberbachovy domn� nky (1984).

• L. A. de Branges: Proof of the Bieberbach conjecture, Acta 
Mathematica 152(1985), str. 137–152.

� � �

• Ne� ekan� vstoupila po roce 2000 do moderní matematiky 
prost� ednictvím tzv. SLE (stochastic Loewner evolution).

SLE metoda je základem fundamentálních výsledk� , které
dosáhli W. Werner a S. Smirnova za n� � obdr�eli Fieldsovu

cenu (v roce 2006, resp. 2010).





Monotónní maticové funkce – 30. léta 20. století

• Löwnerovy p� ednášky a práce z po� átku 30. let 20. století byly 
v� novány monotonním maticovým funkcím a jejich souvislos-
tem s Pickovými funkcemi. 

• Löwnerova práce otev� ela novou matematickou proble-
matiku, která je �ivá do sou� asné doby.

K. Löwner: Über monotone Matrixfunktionen, Mathemati-
sche Zeitschrift 38 (1934), str. 177–216.

Více viz M. Be� vá� ová, I. Netuka: Karl Löwner and his Student 
Lipman Bers – Pre-war Prague Mathematicians, edition Heri-
tage of European Mathematics, volume 10, European Mathe-
matical Society, Zürich, 2015.



Paul Georg Funk (1886–1969)

• 1904 a� 1911 univerzity v Tübingen, Vídni a Göttingen

• 1911 pod vedením D. Hilberta obhájil doktorát Über 
Flachen mit lauter geschlossenen geodatischen Linien

• 1911 zkoušky u� itelské zp� sobilosti na univerzit� ve Vídni

• 1911 a� 1913 u� itel na reálce v Salzburgu

• 1913 asistent matematiky na N� mecké univerzit� v Praze
• 1915 habilitace na N� U v Praze
• 1919 habilitace N� mecké technice v Praze
• 1921 mimo� ádný profesor matematiky N� T
• 1927 � ádný profesor matematiky N� T

• 1939 z rasových d� vod� propušt� n
• 1944 deportován do ghetta v Terezín� , kde se do� kal 

osvobození



• 1945 odešel do Rakouska (jeho �ena za� azena do odsunu)
• 1945 a� 1957 p� ednášel na technice a univerzit� ve Vídni

� � �

• Zabýval se p� edevším varia� ním po� tem a aplikacemi 
matematiky ve fyzice a technické praxi.

• Mnoho let konal výb� rové p� ednášky z aplikované mate-
matiky a matematické fyziky na N� U.







Funkovo není na webových stránkách MacTutor History 
of Mathematics archive(St. Andrew University)

Funkovo jméno je na webových stránkách Významní
matematici v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

jeho publikace nejsou na dml.cz



Funkovy monografie

1) Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der 
Theorie der Baukonstruktionen, Springer, Berlin, 1920,VII + 83 
stran

2) Die Laplace-Transformation und ihre Anwendung, F. Deuticke, 
Wien, 1953, VI + 106 stran (spoluauto� i H. Sagan, F. Selig)

3) Variationsrechnung und ihre Anwendung in Physik und Technik, 
Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 94, 
Springer, Berlin, New York, 1962, XVI + 676 stran



Funkova transformace (1914–1915)

• Eine geometrische Anwendung der Abelschen Integral-
gleichung (p� ednáška, Mathematische Kränzchen  in Prag, 
1914)

p� edstavena tzv. Funkova transformace(Minkowskiho-Funko-
va transformace)

Publikace: Über eine Geometrische Anwendung der Abelschen
Integralgleichung, Mathematische Annalen 77 (1) (1915), str. 

129–135.



• První inspirací byla Minkowskiho práce z roku 1904

Über die Körper von konstanter Breite, Moskau Mathematische 
Sammlung 25(1904/5), str. 505–508 (rusky)

--- pravd� podobn� ji P. Funk ne� etl v originále, znal ji 
zprost� edkovan� p� es svého školitele D. Hilberta



• Druhou inspirací bylo studium Zollových povrch� a jejich metrik

· O. Zoll: Ueber Flächen mit Scharen geschlossener geodätischer
Linien, Mathematische Annalen 57(1903), str. 108–133.

Zollovy povrchy jsou povrchy homeomorfní s 2-sférami, mají
Riemannovskou metriku a všechny geodetiky jsou uzav� ené
k� ivky konstantní délky. Poznamenejme, �e obvyklá metrika 
u�ívaná na jednotkové sfé� e má na S2 obvyklé vlastnosti. Existuje 
nekone� n� velká rodina r� zných geometricky odlišných deformací
sféry, které jsou Zollovými povrchy. Nap� íklad v� tšina Zollových 
povrh� nemá konstantní k� ivost.

• Roku 1903 první netriviální p� ípady t� chto povrch� objevil Otto 
Zoll , doktorand D. Hilberta.

· A. Besse: Manifolds all of whose geodesics are closed, Ergebisse
Grenzgeb. Math., Band 93, Springer, Berlin, 1978.



· T� etí inspirace vlastní doktorskéstudium u D. Hilberta

· P. Funk: Über Fläschen mit lauter geschlossenen 
geodätischen Linien, Mathematische Annalen74(1913), str. 
278–300.

� � �

· V. Guillemin: The Radon transform on Zoll surfaces, 
Advances in Mathematics 22(1976), str. 85–119.



• Radonova transformace (1917)

J. Radon: Über die Bestimmung von Funktionen durch ihre
Integralwerte längs gewisser Mannigfaltigkeiten, Sächs. 
Akad. Wiss. Leipzig, Math.-Nat. Kl. 69(1917), str. 262–277.

• Integrální transformace, její� podstatou je integrál, který 
je funkcí p� ímky.

• Inverzní Radonova transformace se v teorii pou�ívá pro 
rekonstrukci obrázk� z tomograf� a p� i � ešení hyperbo-
lických parciálních diferenciálních rovnic.



Uva�ujme p� ímku definovanou parametricky takto:

(x(t), y(t)) = t · (sin � , - cos� ) + s · (cos� , sin � ), 

která je ve vzdálenosti s od po� átku a má normálu svírající
s osou x úhel � . 

• Radonovu transformaci funkce f v rovin� (p� edpokládáme, 
�e funkce je spojitá a nulová všude mimo kruh s ur� itým 
kone� ným polom� rem) definujeme takto:

R[f](� , s) = -� �
�

f(x(t),y(t))dt

Tento výraz se ozna� uje jako paprskový integrál. 

• Integrál funkce p� es mno�inu všech p� ímek v n-rozm� r-
ném prostoru se nazýváRadonova transformace.



Radonova transformace umo�� uje rekonstrukci funk ce 
dvou prom� nných ze znalosti hodnot integrál� podél všech 
p� ímek. 

Radonova transformace má� adu variací zejména v reálné
integrální geometrii.

� � � � � �

Jedna z nich byla objevena P. Funkem v roce 1913.

• Roli roviny R2 p� ebírá sféra S2 a roli p� ímky p� ebírá
hlavní kru�nice.

• P. Funk dokázal, �e hladká funkce f na S2 le�í v jádru 
transformace (tj. anuluje se) práv� tehdy, kdy� je lichá a 
rozpracoval teorii pro sudé funkce.



Tradi � n� (klasicky) je Funkova transformace definována 
takto:

Nech� f je spojitá funkce na 2-sfé� e v R3. Potom pro 
jednotkový vektor x Funkovu transformaci zavedeme

F f(x) = �u � C(x) F(u)ds(u),

kde se integruje p� es oblouk ds hlavního kruhu C(x) 
obsahujícího všechny jednotkové vektory u kolmé na 
vektor x

C(x) = {u � S2 | u · x = 0}.



• Funkova transformace anuluje všechny liché funkce,  
proto je p� irozené omezit pozornost jen na p� ípad sudých 
funkcí. 

• V takovém p� ípad� Funkova transformace p� evádí ka�dou 
sudou spojitou funkci na sudou spojitou funkci a navíc je
to transformace invertibilní.

• Stejn� jako Radonova transformace, inverzní formule se 
opírá o duální transformaci, která je definována násle-
dovn�

(F* f) (p, x) = 1/(2� cosp)�||u||=1, x · u = sin p f(u)|du|.



To je pr� m� rná hodnota kruhové funkce f p� es kruhové
oblouky jejich� vzdálenost od bodu x je p.

• Inverzní transformace je dána vztahem

f(x) = 1/2� {d/du 0�
u

F*(F f)(cos-1 v, x)v(u2 – v2)-1/2dv} u=1.



Funkovo � ešení 4. Hilbertova problému

• Über Geometrien, in denen die Geraden die Kürzesten sind
(p� ednáška, Mathematische Kränzchen  in Prag, 1929)

• p� ímá reakce na � tvrtý Hilbert � v problém (8. 8. 1900, 
druhý mezinárodní kongres matematik� v Pa� í�i): 
problém o p� ímce jako nejkratší spojnici bod�

• D. Hilbert p � edlo�il úkol najít geometrie, které jsou p� i 
zachování tzv. axiom� p� ímky a kru�nice, oslabení axiomu 
pravého úhlu a odstran� ní axiomu rovnob� �nosti nejblí�e 
eukleidovské geometrii.



• V roce 1900 byla známa dv� speciální � ešení výše 
uvedeného problému 

– Minkowskiho geometrie a Hilbertova geometrie

Hermann Minkowski (1864–1909): Geometrie der Zahlen
(Teubner, Leipzig, 1896, 240 stran) sestrojil „speciální“
geometrii, v ní� byla vzdálenost definována následovn� :

Nech� � je uzav� ená konvexní k� ivka, která je symetrická
podle bodu S. Vzdálenost bod� A a B je rovna

vAB = AB : SQ,

kde Q je pr� se� ík k� ivky � a polop� ímky vedené z bodu S, 
která je rovnob� �ná s úse� kou AB. (AB je oby� ejná
eukleidovská vzdálenost bod� A a B v eukleidovské
rovin � .)

Geometrie vzniklá z tohoto pojetí vzdálenosti se ozna� uje 
jako Minkowskiho geometrie.



David Hilbert (1862–1943) zobecnil Kleinovu definici vzdále-
nosti v Loba� evského geometrii (F. Klein ji vytvo� il v roce 
1871), která zn� la: 

Nech� A, B jsou dva body uvnit� kru�nice nebo elipsy a P, Q 
jsou její pr � se� íky se spojnici bod� A a B. Potom vzdálenost 
bod� A a B je logaritmus dvojpom� ru neboli 

vAB = lg(AQ/BQ : AP/BP) .

D. Hilbert uva�oval místo elipsy libovolnou uzav� enou kon-
vexní k� ivku � (definici formuloval roku 1894 v dopise F. Klei-
novi, publikoval ji v � lánku z roku 1895).

Geometrie vzniklá z tohoto pojetí vzdálenosti se ozna� uje jako 
Hilbertova geometrie.



Na po� átku 20. století se � tvrtým Hilbertovým problémem 
zabýval Hilbert� v �ák Georg Hamel(1877–1954).

1901 na univerzit� v Göttingen obhájil disertaci, která o dva 
roky pozd� ji vyšla pod názvem Über die Geometrien, in denen
Geraden die Kürzesten sind(Mathematische Annalen 57(1903), 
str. 231–264). 

• S vyu�itím Weierstrassových metod varia� ního po� tu dosáhl 
první pokrok v � ešení Hilbertova � tvrtého problému.

• Ukázal, �e libovolná metrizace projektivní roviny nebo její
� ásti, která spl� uje podmínku, �e p� ímky jsou nejkratší
spojnice, je jen dvojího typu: 

1. pro celou rovinu jsou p� ímky uzav� ené� áry a všechny 
mají stejnou kone� nou délku, 

2. pro � ást projektivní roviny je danou � ástí konvexní
oblast afinní roviny a p� ímky mají nekone� nou délku.



P. Funk: Über die Geometrien, bei denen die Geraden die Kürzesten
sind, Mathematische Annalen 101(1929), str. 226–237.

Jako první zavedl nesymetrickou vzdálenost, kterou definoval 
takto: 

Nech� v afinní rovin � jsou A a B dva body z vnit� ku konvexní
oblasti ohrani� ené k� ivkou � . Potom vzdálenosti AB, resp. BA 
jsou dány vzorci 

vAB = lg (AQ/ BQ), resp. vBA = lg (BP/AP), 

kde body P a Q jsou stanoveny stejn� jako v Hilbertov � geometrii.

Funkovy výsledky ji� roku 1929 zobecnil do n-rozm� rného 
prostoru L. Berwald, který sou� asn� dokázal neexistenci prostor�
s nekonstantní k� ivostí, v nich� extremálami jsou p� ímky. 



• � eští matematici p� sobící v � eskoslovensku

Otakar Bor � vka (1899–1995)
Bohumil Byd�ovský (1880–1969)
Eduard � ech (1893–1960)
Karel � upr (1883–1956)
František � u� ík (1876–1944)
Karel Dusl (1884–1948) 
Václav Hlavatý (1894–1969)
Bohuslav Hostinský(1884–1951)
Jur Hronec (1881–1959)
Václav Hruška (1888–1964)
Jaroslav Janko (1893–1965)
Vojt � ch Jarník (1897–1970)



Josef Kaucký (1895–1982)
Ji� í Klapka (1900–1976)
František Kade� ávek (1885–1961)
Josef Klíma (1887–1943)
Josef Klobou� ek (1875–1939)
Vladimír Knichal (1908–1974)
Vladimír Ko � ínek (1899–1981)
Josef Kounovský (1878–1949)
Miloš Kössler (1884–1961)
Václav Láska (1862–1943)
Matyáš Lerch (1860–1922)
Bohumil Machytka (1890–1928)
Miloslav Pelíšek (1855–1940)



Karel Petr (1868–1950)
Bed� ich Procházka (1855–1934)
František Rádl (1876–1956)
Karel Rychlík (1885–1968)
Ladislav Seifert (1885–1956)
Emil Schoenbaum (1882–1967)
Jan Sobotka (1862–1931)
Ladislav Truksa (1891–?)
Mat � j Norbert Van �� ek (1859–1922)
Quido Vetter (1881–1960)
Jan Vojt� ch (1879–1953)
Karel Vorovka (1879–1929) 
František Vy� ichlo (1905–1958) …



Karel Petr (1868–1950)

* 14. 6. 1868 – Zbyslav u � áslavi
† 14. 2. 1950 – Praha

• maturitní zkouška v Chrudimi
• � eská univerzita v Praze

--- matematika, fyzika,  
astronomie

• 1893 zkouška u� itelské zp� so-
bilosti

• 1897 pod vedením F. J. Stud-
ni� ky obhájil doktorskou práci 
O theorii semiinvariant



• 1893 a� 1902 st� edoškolský profesor v Chrudimi, Brn� , P� e-
rov� , Olomouci

• 1902 habilitace pro vyšší analýzu a teorií foremna � eské vy-

soké škole technické v Brn�

• 1903 p� enos habilitace na pra�skou univerzitu

• 1903 mimo� ádný profesor matematiky na FF (� eská
univerzita v Praze)

• 1908 mimo� ádný profesor matematiky  (tamté�)
• 1925/1926 rektor univerzity

• 1938 po 35 letech výuky � ádn� penzionován







• P� ednášky o diferenciálních rovnicích(1911, litografie)
• Po� et diferenciálný(1923)
• Po� et integrálný(1915, 1931)

– staly se d� le�itými u � ebnicemi základního kurzu � eské uni-
verzitní matematiky

• v dob� jeho p� sobení na univerzit� byla výuka matematiky na 
sv� tové úrovni

• velmi aktivní v J� MF (redaktor � PMF, � len výboru, p� edse-
da), K� SN a � AVU



v letech 1887 a� 1927 sepsal více ne� stovku prací

• zabýval se analytickou teorií � ísel, teorií algebraických 
forem, problematikou ko� en� algebraických rovnic, nume-
rickými metodami a teorií invariant �

• práce psal � esky, n� mecky, francouzsky

• publikoval je v dobových � asopisech (� PMF, V� stník 
K� SN, Rozpravy � AVU, Archive der Mathematik und 
Physik, Monatshefte für Mathematik und Physik, Astrono-
mische Nachrichten)



• neúsp� šné pokusy zhodnotit Petrovo dílo a popsat jeho 
�ivotní osudy

• Z. Crkalová: �ivot a dílo Karla Petra, diplomová práce, 
MFF UK, Praha, 1992

• Petrovo jméno není na webových stránkách MacTutor 
History of Mathematics archive(St. Andrew University)

• Petrovo jméno je na webových stránkách Významní mate-
matici v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

• jeho publikace zatím nejsou na dml.cz

• má známku (autor návrhu M. Švabinský)
• má obraz (C. Bouda)



Petrova – Douglasova –Neumannova v� ta (1908)

• známá té� jako Douglasova v� ta, Douglasova-Neumannova 
v� ta, Napoleonova-Douglasova-Neumannova v� ta � i Petrova 
v� ta

• je zobecn� ním známé Napoleonovy v� ty (týká se trojúhel-
ník� ), resp. van Aubelovy v� ty (týká se � ty� úhelník� )



Zn� ní PDN v� ty:

• Sestrojíme-li na stranách libovolného n-úhelníku A0 rovno-
ramenné trojúhelníky s vrcholovými úhly o velikosti 2k� /n a 
tento proces opakujeme s nov� získaným n-úhelníkem (jeho�
vrcholy jsou toto�né s vrcholy zkonstruovaných rovnoramen-
ných trojúhelník � ) avšak u�ijeme jinou hodnotou k (tj. kon-
struujeme rovnoramenné trojúhelníku s jinými vrcholovými 
úhly) a to tak dlouho, dokud nebudou pou�ity všechny 
hodnoty k, pro n� � platí 1 
 k 
 n - 2 (vrcholové úhly m� �eme 
volit v libovolném po� adí), pak vznikne pravidelný n-úhelník 
An-2, jeho� t � �išt � se shoduje s t� �išt � m p� vodního n-úhelníku 
A0. 



Trojúhelník n = 3, n - 2 = 1

• existuje pouze jedna mo�ná hodnota pro k,  k = 1

• Nech� A0 je libovolný trojúhelník, nad jeho stranami 
narýsujme rovnoramenné trojúhelník s vrcholovým úhlem 
2� /3. 

• Nov� vzniklý trojúhelník A 1 je tvo� en vrcholy rovnoramen-
ných trojúhelník � . Sou� asn� je z� ejmé, �e tyto vrcholy jsou 
st� edy rovnostranných trojúhelník� zkonstruovaných nad 
stranami p� vodního trojúhelníku A0.



• PDN p� i aplikaci na trojúhelník lze formulovat takto:

Pokud vzty� íme nad stranami libovolného trojúhelníku 
rovnostranné trojúhelníky, potom trojúhelník tvo � ený t� -
�išti t � chto t� í rovnostranných trojúhelník � je rovno-
stranný trojúhelník.

• Tedy PDN v� ta je ekvivalentní s známou Napoleonovou 
v� tou.



Ilustrace skute� nosti, �e Napoleonova v� ta je jen zvláštním 
p� ípadem Petrovy-Douglasovy-Neumannovy v� ty.



� ty� úhelník n = 4, n - 2 = 2

• v p� ípad� � ty� úhelník� existují dv� mo�né hodnoty k a tedy 
dva mo�né vrcholové úhly, a to:

(2 × 1 ×� ) / 4 = � /2 =  90° (k = 1)
(2 × 2 ×� ) / 4 = � = 180° (k = 2)

• podle PDN-v� ty je � ty� úhelník A2 � tvercem

• dvoustup� ový proces, kterým se tento � tverec získá, m� �e 
být proveden dv� ma r� znými zp� soby



První mo�nost:

• vrcholy � ty� úhelníku A1 jsou vrcholy rovnoramenných troj-
úhelník� s vrcholovými úhly � /2, které jsou zkonstruovány 
nad stranami p� vodního � ty� úhelníku A0

• vrcholy � ty� úhelníku A2 jsou st� edy stran � ty� úhelníku A1 
(mají se toti� konstruovat rovnoramenné trojúhelníky s vrcho-
lovým úhlem  � ). 

• podle PDN v� ty je A2 � tverec



Druhá mo�nost:

• vrcholy � ty� úhelníku A1 jsou st� edy stran p� vodního 
� ty� úhelníku A0 (mají se toti� konstruovat rovnoramenné
trojúhelníky s vrcholovým úhlem  � )

• vrcholy A2 jsou vrcholy trojúhelník � s vrcholovými úhly � /2 
konstruovanými nad  stranami � ty� úhelníku A1

• podle PDN v� ty je A2 � tverec



Ilustrace k „první mo�nosti“ postupu PDN pro � ty� úhelník



Ilustrace k „druhé mo�nosti“ postupu PDN pro � ty� úhelník



• Vrcholy � ty� úhelníku A1 jsou sou� asn� st� edy � tverc� nad 
stranami � ty� úhelníku A0. 

• Tvrzení, �e � ty� úhelník A2 je � tverec, je ekvivalentní tvrzení, 
�e diagonály � ty� úhelníku A1 jsou stejn� dlouhé a vzájemn�
kolmé. 

• Toto tvrzení je obsahem v� ty van Aubelovy v� ty, tudí� van 
Aubelova v� ta je jen zvláštní p� ípad PDN-v� ty.



van Aubelova v� ta



P� tiúhelník n = 5, n - 2 = 3

• v p� ípad� p� tiúhelníku existují t � i mo�né hodnoty pro k a tudí�
t� i mo�né vrcholové úhly rovnoramenných trojúhelník� , a to:

(2 × 1 ×� ) / 5 = 2� /5 =   72° (k = 1)
(2 × 2 ×� ) / 5 = 4� /5 = 144° (k = 2)
(2 × 3 ×� ) / 5 = 6� /5 = 216° (k = 3)

• podle PDN-v� ty je vzniklý p� tiúhelník A 3 pravidelným p� tiúhel-
níkem

• t� ístup� ový proces vedoucí k jeho vzniku m� �e být proveden 
šesti r� znými zp� soby v závislosti na po� adí, v n� m� jsou zvo-
leny vrcholové úhly pro konstrukci rovnoramenných trojúhel-
ník�



Sekvence krok� : 
A0 (ABCDE)
A1 (FGHIJ ,vrcholový úhel 72°)
A2 (KLMNO, vrcholový úhel 144°)
A3 (PQRST, vrcholový úhel 216°)



• V� ta byla poprvé uve� ejn� na Karlem Petrem roku 1908(avšak 
jen pro p� ípad p� tiúhelníku)

K. Petr: Ein Satz über Vielecke, Archiv der Mathematik und 
Physik 13(1908), str. 29–31. 

• V� ta byla nezávisle znovu objevena Jessem Douglasem(1897–
1965) v roce 1940

J. Douglas: On linear polygon transformations,Bulletin of 
American Mathematical Society 46(6) (1940), str. 551–560.

• A op� t zcela nezávisle B. H. Neumannem(1909–2002)  roku 1941
B. H. Neumann: Some remarks on polygons, Journal of 
London Mathematical Society 4(1941), str. 230–245.



Otakar Bor � vka (1899–1995)

* 10. 5. 1899 – Uherský Ostroh
† 22. 7. 1995 – Brno

• otec: Jan, � editel m� š� anských škol

• 1911–1916 gymnázium v Uherském 
Hradišti

• 1916–1917 Vyšší vojenská reálka 
v Hranicích na Morav�

• 1917–1918 Vojenská technická
akademie v Mödlingu
u Vídn� (matematik 
Roland Weitzenboeck)



• 1918–1922 � eská vysoká škola technická vBrn�
(M. Lerch)

• 1920–1922 P� F MU v Brn � (M. Lerch)

• 1923 obhájil doktorskou práci (M. Lerch, E. � ech)

• studijní pobyt v Pa� í�i (1926/1927, 1929/1930 – E. Cartan) 
• studijní pobyt v Hamburku (1930/1931 – W. Blaschke)

• 1928 soukromý docent na P� F MU
• 1934 mimo� ádný profesor
• 1946 � ádný profesor (s platností od roku 1940)
• 1956 DrSc.
• 1970 penzionován



Vyu� oval na
• � eské vysoké škole technická v Brn�
• P� írodov� decké fakult� Masarykovy univerzity
• Bratislavské univerzit�
• Matematickém ústav � SAV

Aktivní byl v
• Jednot� � eských matematik� a fyzik�
• Moravské p� írodov� decké spole� nosti
• P� írodov� deckém klub v Brn�
• Société mathématique de France

• American Mathematical Society



v letech 1921 a� 1988  publikoval dev� t desítek prací

• u� ebnice a v� decké práce z diferenciální geometrie (vliv E. � e-
cha), algebry (teorie matic, grup, grupoid� ) a diferenciálních 
rovnic.

• práce psal francouzsky, n� mecky, � esky, rusky, anglicky

• publikoval je v kvalitních zahrani � ních � asopisech (Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences(Paris), Mathematische 
Annalen, Rendiconti di Matematica)



• Úvod do teorie grup(Praha, 1944, 1952)

• Grundlagen der Gruppoid- und Gruppentheorie(Berlin, 1960)
• Základy teorie grupoid� a grup(Praha, 1962)
• Foundations of the theory of groupoids and groups(Berlin, 

1974)

• Lineare Differentialtransformationen 2. Ordnung(Berlin, 1967)
• Linear differential transformations of the second order (London, 

1971)

• Základy teorie matic(Praha, 1971)

• 1965 zalo�il � asopisArchivum Mathematicum



• Monografie: Otakar Bor� vka, Nadace edice Osobnosti, Uni-
versitas Masarykiana, Brno, 1996

• Bor� vkovo jméno je na webových stránkách MacTutor 
History of Mathematics archive(St. Andrew University)

• Bor� vkovo jméno je na webových stránkách Významní ma-
tematici v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

• jeho publikace jsou na dml.cz

• Spole� nost Otakara Bor� vky (ob� anské sdru�ení Brno, 
1999) – cílem je podporovat rozvoj v� d obecn� a v� d mate-
matických a jejich aplikací zvlášt�



• Perli� ka

v 90. letech 20. století se gymnázium v Uherském Hradišti 
cht� lo p� ejmenovat na gymnázium Otakara Bor� vky, za-
stupitelé m� sta s návrhem nesouhlasili, proto�e O. Bor� vka 
je málo známý…





Úst� ední h� bitov v Brn � [arch. Vladimír Palla (1999)]



Bor� vk� v algoritmus

Bor� vk� v algoritmus je algoritmus pro nalezeníminimál-
ní kostry souvislého, prostého ohodnoceného grafu, jeho�
hrany mají r � zné kladné ohodnocení.

P� vodní algoritmus pracuje tak, �e postupn� spojuje 
komponenty souvislosti (na po� átku je ka�dý vrchol kom-
ponentou souvislosti) do v� tších a v� tších celk� , a� z� sta-
ne jen jediný, a to je hledaná minimální kostra. 

V ka�dé fázi vybere pro ka�dou komponentu souvislosti 
hranu s co nejni�ší ohodnocením, která sm�� uje do jiné
komponenty souvislosti a tu p� idá do kostry.



� asto se algoritmus formuluje takto:

1. Vybereme libovolný uzel X z mno�iny všech uzlu 
rovinného grafu a dáme jej do mno�iny F.

2. Vybereme hranu h s nejmenším ohodnocením �
vycházející z uzl� v mno�in � F do ostatních uzl� grafu G, 
které nejsou v mno�in� F. P� ipojený uzel p� idáme do 
mno�iny F.

3. Druhý krok opakujeme tak dlouho, dokud všechny uzly 
grafu G nejsou  v mno�in� F. Sou� asn� musíme vybírat 
jen takové hrany, aby nevznikla tzv. kru�nice.

4. Hrany, které takto vybereme, tvo� í minimální kostru 
grafu G.







Elektrotechnický obzor 15(1926), str. 153–154





Historie Bor� vkova algoritmu

• algoritmus byl poprvé publikován roku 1926 O. Bor� vkou
jako metoda pro konstrukci efektivní elektrické sít� na 
Morav�

O. Bor� vka: O jistém problému minimálním, Práce Morav-
ské p� írodov� decké spole� nosti, 3 (3) (1926), str. 37–58 
(� esky s n� meckým resumé)

O. Bor� vka: P� ísp� vek k otázce ekonomické stavby elektro-
vodných sítí, Elektrotechnický obzor 15(1926), str. 153–
154

• 1929o algoritmu Bor� vka p� ednášel v Pa� í�i



• algoritmus byl znovu nezávisle objeven Gustavem Choquetem
(1915–2006) roku 1938

G. Choquet: Étude de certains réseaux de routes, Comptes-
rendus de l’Académie des Sciences, 206(1938), str. 310–313
(francouzsky)

• algoritmus byl znovu objeven roku 1951 skupinou polských 
matematik�

Kazimierz Florek: Sur la liaison et la division des points d'un 
ensemble fini, Colloquium Mathematicum 2(1951), str. 282–
285 (francouzsky)



• roku 1965byl algoritmus ješt� jednou znovu objeven in�enýrem 
a programátorem M. Sollinem

M. Sollin: Le tracé de canalisation,  in C. Berge, A. Ghouila-Hou-
ri (eds.): Programming, Games, and Transportation Networks, 
Methuen London, Wiley, New York, 1965 (anglicky a francouz-
sky, � lánek francouzsky s anglickým resumé)

• algoritmus je dnes � asto ozna� ován jako Sollin� v algoritmus, 
(p� edevším v literatu� e týkající se paralelního zpracování dat)



Vojt � ch Jarník (1897–1970)

* 22. 12. 1897 – Praha
† 22.   9. 1970 – Praha

• 1915 maturitní zkouška na první
� eské reálky v Je� né ulici v Praze

• 1915–1919 Univerzita v Praze 
– matematika a fyzika  

• 1919 zkouška u� itelské zp� sobilosti

• 1921 pod vedením K. Petra obhájil 
doktorskou práci O ko� enech funk-
cí Besselových



• 1919–1921 asistent na � eskétechnice v Brn� (J. Vojt � ch)
• 1921–1925 asistent na UK v Praze(K. Petr)

• 1925 habilitace (O m� í�ových bodech v rovin� )

• 1923–1925 a 1927–1928 studijní pobyt na univerzit� v Göt-
tingen (E. Landau, E. Noether, P. S. Alexandrov, K. Grand-
jot, B. L. van der Waerdenem) 

• 1929 mimo� ádný profesor matematiky na UK
• 1935 � ádný profesor matematiky na UK

• 1939–1945 dovolená s � ekatelným

• 1945–1967 profesor matematiky na UK
• 1967 penzionován



• od 20. let 20. století aktivní� len J� MF
• 1935 a� 1950 vedoucí redaktor matematické� ásti � PMF

• � len redak� ních rad � asopis� Czechoslovak Mathematical Jour-
nal, Acta Arithmetica

• 1952 akademik � SAV, p� edseda matematicko-fyzikální sekce

• ve 40. a 50. letech 20. století – prod� kan, d� kan (P� F UK, resp. 

MFF UK) a prorektor UK



• Úvod do integrálního po� tu, Praha, 1937
• Diferenciální po� et I, Praha, 1946 (1951, 1953, 1955, 1963, 

1974)
• Diferenciální po� et II, Praha, 1953 (1956, 1976)
• Integrální po� et I, Praha, 1948 (1954, 1956, 1963, 1984)
• Integrální po� et II, Praha, 1955 (1976)
• Diferenciální rovnice v reálnem oboru, SPN, Praha, 1963
• Matematická analýza pro 3. semestr, SPN, Praha, 1965 (1984)
• Diferenciální rovnice v komplexním oboru, Academia, Praha, 

1975



v letech 1920 a� 1969 publikoval dev� t desítek prací

• matematická analýza (teorie funkcí reálné prom� nné, 
teorie míry, teorie integrálu), teorie � ísel (m� í�ové body, 
Diofantické aproximace, geometrická reprezentace � ísel, 
analytická teorie � ísel), teorie mno�in, topologie, teorie 
graf� a historie matematiky (Bolzanova funkce)

• práce psal n� mecky, francouzsky, � esky, rusky

• velká � ást prací byla publikována v presti�ních � asopisech 
(nap� . Mathematische Zeitschrift, Mathematische Annalen,
Acta Arithmetica …)

• mnohé uznávány a citovány dodnes







Monografie:
• Novák B. (ed.):Life and work of Vojt� ch Jarník (1897–1970), 

Society of Czech Mathematicians and Physicists, Prome-
theus, Praha, 1999

• Be� vá� ová M., Netuka I.: Jarník’s notes of the lecture course 
Punktmengen und reelle Funktionen by P. S. Aleksandrov 
(Göttingen 1928), Edition History of Mathematics, volume 
43, Matfyzpress, Prague, 2010

• Jarníkovo jméno je na webových stránkách MacTutor 
History of Mathematics archive(St. Andrew University)

• Jarníkovo jméno je na webových stránkách Významní
matematici v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

• jeho veškeré publikace jsou na dml.cz



• má Erd� sovo � íslo 1
• má známku
• má posluchárnu na MFF UK
• jeho jméno nese sout� � vysokoškolák�
• jeho jméno nese autobusová zastávka v Praze



Jarník � v algoritmus

Jarník � v algoritmus je algoritmus pro nalezeníminimální
kostry souvislého, prostého ohodnoceného grafu, jeho� hra-
ny mají r � zné kladné ohodnocení.

existuje � ada variant formulací (matematika, informatika, 
technika, výuka …)



• M� jme graf G, v n� m� hledáme nejkratší cestu. � ekn� me, �e 
V je mno�ina všech vrchol� grafu G a mno�ina E obsahuje 
všechny hrany grafu G. Algoritmus pracuje tak, �e si pro ka�-
dý vrchol v z V pamatuje délku nejkratší cesty, kterou se k n� -
mu dá dostat. Ozna� me tuto hodnotu jako d[v]. Na za� átku 
mají všechny vrcholy v hodnotu d[v] = � , krom� po� áte� ního 
vrcholu s, který má d[s] = 0. Nekone� no symbolizuje, �e ne-
známe cestu k vrcholu.

• Dále si algoritmus udr�uje mno�iny Z a N, kde Z obsahuje u�
navštívené vrcholy a N dosud nenavštívené. Algoritmus pra-
cuje v cyklu tak dlouho, dokud N není prázdná. V ka�dém 
pr � chodu cyklu se p� idá jeden vrchol vmin z N do Z, a to ta-
kový, který má nejmenší hodnotu d[v] ze všech vrchol� v z N.

• Pro ka�dý vrchol u, do kterého vede hrana z vmin (ozna� me 
její délku jako l(vmin, u)), se provede následující operace: po-
kud (d[vmin] + l(vmin, u)) < d[u], pak do d[u] p� i� a� hodnotu 
d[vmin] + l(vmin, u), jinak neprovád� j nic.

• A� algoritmus skon� í, potom pro ka�dý vrchol v z V je délka 
jeho nejkratší cesty od po� áte� ního vrcholu s ulo�ena v d[v].



� asto se algoritmus formuluje takto:

Postupn� eliminuje v kru�nici hrany s nejvyšším hodno-
cením, a� z� stane jen jediná komponenta souvislosti bez 
kru�nice, a to je hledaná minimální kostra.

1. V libovolné kru�nici grafu G vyškrtneme hranu s nejvyšším 
ohodnocením � .

2. První krok opakujeme tak dlouho, dokud lze v grafu G na-
jít n � jakou kru�nici.

3. Hrany, které z� stanou, tvo� í minimální kostru grafu G.







Historie Jarníkova algoritmu

• Poprvé popsán V. Jarníkem roku 1930
· V. Jarník: O jistém problému minimálním, Práce Moravské

P� írodov� decké Spole� nosti 6(1930), str. 57–63 (reakce na 
práci O. Bor� vky z roku 1926, � esky).

• Pozd� ji byl znovuobjeven roku 1957 americkým matematikem 
a informatikem Robertem Clayem Primem (nar. 1921)

R. C. Prim: Shortest connection networks and some genera-
lisations, Bell System Technical Journal 36(1957), str.
1389–1401 (anglicky).



• Poté byl ješt� jednou objeven roku 1959 nizozemským 
informatikem Edsgerem Wybem Dijkstrou(1930–2002)

· E. W. Dijkstra: A note on two problems in connexion with 
graphs, Numerische Mathematik 1 (1959), str. 269–271
(anglicky).

• V zahrani� í se tém�� nej� ast� ji pou�ívá ozna� ení Prim� v 
algoritmus, mén� � asto Dijkstr� v algoritmus, vzácn� pak 

Jarník� v algoritmusnebo DJP algoritmus.



• Blízký Jarníkovu algoritmu je tzv. Kruskal� v algoritmus, 
jeho� autorem je americký matematiky a statistik Joseph 
Bernard Kruskal(1928–2010)

J. B. Kruskal: On the shortest spanning subtree of a graph 
and the traveling salesman problem, Proceedings of the 
American Mathematical Society 7(1956), str. 48–50. 



Eduard � ech (1893–1960)

* 29. 6. 1893 – Stra� ov

† 15. 2. 1960 – Praha

• 1912 maturita na gymnáziu v Hradci  
Královém

• 1912–1915 Univerzita v Praze 
– matematika a fyzika

• 1915–1918 – voják na italské front�
(vojenská policie, štáb,      
studium italštiny, n� m� i-
ny, ruštiny)



• 1918–1919 pokra� ování vysokoškolského studia
• 1919 zkouška u� itelské zp� sobilosti (Ma, DG)
• 1920 pod vedením B. Sobotky obhájil doktorskou práciO k� iv-

kovém a plošném elementu t� etího� ádu

� � �

• 1919–1923 st� edoškolský profesor v Praze (reálky v Podskalí, 
Je� né ulici, Holešovicích)

� � �

• 1921–1922 studijní pobyt v Turín� (G. Fubini), prohluobení
znalostí o projektivních vlastnostech geometrických útvar �

• 1922 habilitace na UK v Praze pro obor projektivní diferen-
ciální geometrie



• 1923 mimo� ádný profesor matematiky na Masarykov� uni-
verzit� v Brn� (nástupce M. Lercha)

• 1928 � ádný profesor matematiky na Masarykov� univerzit �
v Brn�

� � �

• 1931 neúsp� šná snaha o jmenování profesorem na UK

� � �

• 1935 ú� ast na mezinárodní topologické konferenci v Moskv�
• 1935–1936 pobyt v Institute for Advanced Study v Princetonu

� � �

• 1936 zalo�il v Brn� speciální topologický seminá� (špi� ková
sv� tová úrove� )



e

• 1939–1945 dovolená s � ekatelným

• 1945–1946 profesor matematiky na MU Brno
• 1946–1960 profesor matematiky na UK

� � �

• 1947–1949� editel Badatelského ústavu matematického� AVU
• 1950–1952 � editel Úst� edního ústavu matematického p� i 

Úst� edí v� deckého výzkumu
• 1952–1954 � editel Matematického ústavu p� i � SAV
• 1956–1960 � editel Matematického ústavu UK



• 1930–1931 d� kan P� F MU Brno

• od konce 40. let 20. století aktivní� len J� MF (autor 
u� ebnic pro st� ední školy, reforma vzd� lávání)

• od 50. let 20. století výrazná spolupráce s polskými 

matematiky (nap� . Knaster, Kuratowski)

• 1952 akademik � SAV

• zakladatel � asopisu University Karlovy (Commentationes
Mathematicae Universitatis Carolinae, 1960)



• E. � ech, G. Fubini: Geometria proiettiva differenziale I., II., 
Zanichelli, Bologna, 1926 a 1927

• E. � ech, G. Fubini: Introduction à la géométrie projective diffé-
rentielle des surfaces, Gauthier-Villars, Paris, 1931

– mezinárodní uznání

� � �

Bodové mno�iny, J� MF, Praha, 1936 (Academia, Praha, 1966!)

� � �

• Topologické prostory, � SAV, Praha, 1959 (p� vodn� snaha o n� -
mecké vydání)



• Co je a na� je vyšší matematika?, J� MF, Praha, 1942
• Elementární funkce, J� MF, Praha, 1944
• Základy analytické geometrie I., II.,P� írodov� decké vyda-

vatelství, Praha, 1951 a 1952
• � ísla a po� etní výkony, SNTL, Praha, 1954

� � �

• od 40. let u� ebnice matematiky pro gymnázia, ni�ší i vyšší
st� ední školy (problematické slovní úlohy…)





Monografie: 
• M. Kat � tov, P. Simon (eds.): The Mathematical Legacy of 

Eduard � ech, Academia � Birkhäuser Verlag, Praha �
Basel, 1993, 441 stran 

• � echovo jméno je na webových stránkách MacTutor 
History of Mathematics archive(St. Andrew University)

• � echovo jméno je na webových stránkách Významní mate-
matici v � eských zemích(P� F MU P. Šišma)

• jeho veškeré publikace jsou na dml.cz

• � ech má známku
• � echovo jméno neslo výzkumné centrum (MFF UK, MÚ

AV � R, MU Brno)



v letech 1921 a� 1960 publikoval dev� t desítek prací

• diferenciální geometrie, obecná topologie, algebraická to-
pologie, matematická analýza

• psal je � esky, francouzsky, italsky, anglicky, n� mecky, 
rusky (špan� lsky)

• byly uve� ejn� ny v presti�ních mezinárodních � asopisech 
(nap� . Annals of Mathematics, Fundamenta Mathematicae, 
Annali di Matematica, Rendiconti della Reale Accademia dei 
Lincei, Comptes Rendus des Séances de l’Académie des 
Sciences(Paris), Lectures at the Institute Advanced Studies 
Princeton, Revue de mathématiques pures et appliqués, 
Compositio Mathematica, 	
��

�������� ������� , 
Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung)



Diferenciální geometrie

• 1919 a� 1928, 1945 a dále

• propojení projektivní a di-
ferenciální geometrie ploch

• oce� ovaná spolupráce s ital-
ským matematikem Guido 
Fubinim (1879–1943)



Obecná topologie

• od roku 1928 se � echova pozornost odklonila od diferen-
ciální geometrie a za� al se zabývat topologií

Teorie dimenze

• v letech 1931 a� 1933 publikoval t� i st� �ejní práce o teorii
dimenze 

• E. � ech: Sur la théorie de la dimension, Comptes Rendus des
Séances de l’Académie des Sciences Paris 193(1931), str. 
976–977

� � �

• E. � ech: Dimense dokonale normálních prostor� , Rozpravy 
II. t � ídy � AVU, 42(1932), � . 13, 22 stran

• E. � ech: P� ísp� vek k theorii dimense, � PMF 62(1933), str. 
277–291



V první …je studován pojem, nazývaný nyní b� �n � „velkou“ in-
duktivní dimensí(nyn� jší ozna� ení: Ind); pro dokonale normál-
ní prostory je dokázána tvz. adi� ní v� ta (zmín� ná dimense 
sjednocení spo� etn� mnoha uzav� ených mno�in se rovná supre-
mu jejich dimensí), v� ta o monotonii a v� ta o rozkladu (z ní�
plyne nerovnost dim� Ind). Ve druhé práci je studována 
dimense, definovaná pomocí pokrytí(ozna� ení dim); je dokázá-
na zejména adi� ní v� ta (pro normální prostory).
[M. Kat � tov, A. Švec: Akademik Eduard � ech (29. 6. 1893 –
15. 3. 1960), � PM 85(1960), str. 478–491, citát ze str. 481]



• � echovy práce z tzv. obecné topologie tvo� í tematicky ucele-
nou � ást v rámci této teorie. 

• Eduard � ech rozší� il klasický pojem dimenze(Lebesgueova
a Brouwerova dimenze). 

• Proti tzv. Menger-Urysonov� malé induktivní dimenzi(z let 
1925 a� 1928) vytvá� í na po� átku 30. let 20. století tzv. velkou 
induktivní � ech-Brouwerovu dimenzi. 



Kompaktní prostory – � ech� v obal

• E. � ech: On bicompact spaces, Annals of Mathematics 
38(1937), str. 823–844

• zavedl pojem dnes nazývaný Stone-� echova kompaktifikace
� (S), tj. kompaktního prostoru � (S) obsahujícího S jako 
hustou � ást s tím, �e lze na n� j spojit � rozší� it všechny 
omezené reálné spojité funkce definované na S

• zavedl novou t� ídu tzv. topologicky úplných prostor� (dnes 
nazývaných � echovsky úplnými prostory)



• E. � ech napsal 12 prací z oboru obecné topologie (lépe
� e� eno, topologických prací nepou�ívajících algebraických 
metod; …). Z nich pat� í na p� ední místo � lánek [On 
bicompact space] okompaktních prostorech … Je v n� m 
poprvé soustavn� zkoumán tzv. maximální kompaktní obal 
� S úpln� regulárního prostoru S, tj. kompaktní prostor, 
obsahující S jako hustou � ást a takový, �e ka�dá omezená
spojitá funkce na S se dá rozší� it na � S . Existenci takového 
prostoru dokázal vlastn� ji� A. N. Tichonov v r. 1930; 
n� které vlastnosti prostoru � S zkoumal z pon� kud jiného 
hlediska M. H. Stone; avšak teprve � echova práce ukázala 
význam tohoto prostoru a mo�nosti jeho pou�ití. Kompaktní
obal � S, v literatu� e b� �n � zvaný � ech� v nebo Stone-
� ech� v obal, se pak stal a je i nyní jedním z velmi 
d� le�itých nástroj� obecné topologie i n� kterých obor�
funkcionální analysy. 
[M. Kat � tov, A. Švec: Akademik Eduard � ech (29. 6. 1893 
– 15. 3. 1960), � PM 85(1960), str. 478–491, citát ze str. 
481]



Algebraická (kombinatorická) topologie

Homologie a kohomologie

• Za nejvýznamn� jší � ech� v p� ísp� vek k algebraické topo-
logii jsou obecn� pova�ovány výsledky o homologii a koho-
mologii v obecných topologických prostorech a teorie obec-
ných variet

• jedná se zejména o zavedení a studium pojmu dnes nazýva-

ného� echovy homologické a kohomologické grupy



• E. � ech: Théorie génerale de l’homologie dans un espace
quelconque, Fundamenta Mathematicae 19(1932), str. 
149–183.

• navázal na práce ruského matematika P. S. Alexandrova 
z roku 1925 a 1929 o kone� ných otev� ených pokrytích 
kompaktního prostoru

• vybudoval první ucelenou dostate� n� obecnou teorii 
homologie (dnes nazývaná� echova teorie homologie)

• na své výsledky navázal dalšími svými � lánky z let 1933 

a� 1936.



• V základní práci … vybudoval E. � ech podrobn� pro zcela 
obecné prostory teorii homologie zalo�enou na kone� ných 
pokrytích. Vlastn� ani nep� edpokládá (alespo� zpo� átku), �e 
jde o topologický prostor; fakticky se jedná (v nyn� jší
terminologii) o projektivní limity homologických útvar� na 
kone� ných komplexech. Výsledky této práce se staly asi 
nejznám� jšími (vedle kompaktního obalu) z celého � echova 
díla v topologii. Teorie vybudovaná v … pat� í do „základního 
fondu“ sou� asné algebraické topologie (p� i� em� se ukázalo, 
�e je vhodná hlavn� pro kompaktní prostory) a je v literatu� e 
b� �n � ozna� ována � echovým jménem.
[M. Kat � tov, A. Švec: Akademik Eduard � ech (29. 6. 1893 –
15. 3. 1960), � PM 85(1960), str. 478–491, citát ze str. 482–
483]



Teorie variet

• E. � ech: Théorie générale des variétés et de leurs théorèmes
de dualité,  Annales of Mathematics (2) 34(1933), str. 621–
730

• � ech vytvo� il definici variety pomocí obecných topologic-
kých vlastností vyjád� ených prost� ednictvím pojmu obecné
teorie homologie

• poda� ilo se mu dokázat pro obecné variety v� ty o dualit�
(stejnou problematikou se sou� asn� a naprosto nezávisle 
zabýval S. Lefschetz)

• v t� chto pracích se poprvé objevují postupy projektivního 
vytvá� ení (dnes dob� e známé z teorie kategorií)



Základním cílem t� chto prací … je zavedení obecného pojmu 
variety takovým zp� sobem, aby zahrnoval souvislé prostory 
lokáln� homeomorfní s En a aby byl definován pouze pomocí
jednak obecných topologických vlastností, jednak prost� edk� , 
vyjád� ených v pojmech obecné teorie homologie; p� itom je 
ovšem �ádoucí, aby pro tyto obecné variety platily s pot� ebnými 
obm� nami v� ty o dualit� . Tohoto cíle bylo skute� n� v � e-
chových pracích dosa�eno…

[M. Kat � tov, A. Švec: Akademik Eduard � ech (29. 6. 1893 –
15. 3. 1960), � PM 85(1960), str. 478–491, citát ze str. 483]



Homotopické grupy

• E. � ech: Höherdimensionale Homotopiegruppen, Verhand-
lungen des inter. Kogress, Zürich, 1932, Band II, str. 203

• E. � ech na mezinárodním kongresu matematik� v Cury-
chu roku 1932 proslovil p� ednášku, která byla zachycena 
jen krátkým sd� lením (jeden odstavec)

• definoval pojem vyšších homotopických grup v prostoru
(k tomuto pojmu dosp� l nezávisle a� n� kolik let pozd� ji 
Witold Hurewicz (1935),  � echova a Hurewiczova definice 
jsou naprosto ekvivalentní)

• E. � ech se k této problematice ji� nikdy nevrátil a nedopra-
coval ji



• Eduard � ech s ohledem na matematické výsledky a jejich 
p� ínos k rozvoji moderní matematiky byl a je naším nej-
znám� jším a nejúsp� šn� jším matematikem první poloviny 
20. století.

• Jeho matematických kvalit �ádný z � eských matematik�
nedosáhl.

• Nejlepší výsledky dosáhl ve 30. letech 20. století.



Poznámka na záv� r:

1) Top by vypadal úpln� jinak, kdybychom zvolili jiná
kritéria (po � et citací, aplikovatelnost výsledk� , po� et 
�ák � a následovník� , slu�ba mezinárodní a národní
komunit � , ob� anské, morální etické postoje).

2) Hodnocení je v�dy obtí�né, ošidné a závislé na volb�
kritérií (n � kdy je závislé na � ase, spole� enské atmosfé� e,  
politické atmosfé� e, osob� hodnotitele, módnosti oboru).



D� kuji Vám za pozornost!


