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4. Soit {&,)} une suite bornée quelconque. Definissons dans
Pintervalle (0, + co) la fonction x (s) par la convention: x (s) = &
pour n—1<s<n et n=1,2,... La fonction x(s) appartient

done a I’ensemble E, envisagé dans 3. En posant Lim &, = Lim x (s),
n—yeo S—>oo

ot Lim x (s) conserve le sens adopté dans 3, on a le théoréme:
H—>oo - .

A toute suite bornée {&,} on peut faire correspondre un nombre
Lim &, de facon que les conditions suivantes (ot {E.} et {7} sont

n—»oo

des suites bornées arbitraires et a et & sont des nombres) soient
remplies: v ; :
1) Lim (¢ é,+ b7, = aLimé&, 4+ 6 Lim 7.,

n—yco n— n—yoo

9) Lim&, >0, si &, > 0 pour tout n=1,2,...,

n—>>o

3) Lim &n+1 = le &n 9
n—yco n—yoo

4 Lim1=1.
n—»oo

Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle Lim £

oo

ainsi définie est comprise toujours entre lim &, et lim&,. Par
. n—yoo ‘ o

conséquent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle
coincide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite!).

1) Cf S. Mazur, O metodach sumowalnosci, Ksigga Pamiatkowa I Pol-
skiego Zjazdu Matematycznego (en polonais), Supplément aux Annales de la Soc.
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103.

S. Banach: Théorie des opérations linéaires, [3], str. 34
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A CONTRIBUTION TO THE THEORY OF DIVERGENT
SEQUENCES."

By

G. G. LORENTZ

in TUBINGEN.

In this paper we define and examine a new method of summation which
assigns a general limit Lim @, to certain bounded sequences z = {x,}. This
method is analogous to the mean values which are used in the theory of almost
periodic functions, furthermore it is narrowly connected with the limits of S.
Baxacu.? The sequences which are summable by this method F we shall call
almost convergent. In spite of the fact that our method contains certain classes
of matrix methods (for bounded sequences) it is not strong (§ 3). Its most remark-
able property is that most of the commonly used matrix methods contain the me-
thod F (§ 5). In spite of this F'is equivalent to none of the matrix methods (§ 7).

In § 6 we shall examine a certain class of matrix methods and compare them
with the method F.!

§ 1. Different Definitions of the Method F.

Let M be the entity of all bounded sequences of real numbers z = {x,}.
M is a Banach space, if we there define the linear operations in a natural
manner and the norm of an element z = {x,} by

2l = sup [za].
n

Then evidently the set C' of all convergent sequences is a linear subspace of IM.
S. Banach proved the existence of certain functions of the element x = {,} in

! Some preliminary results have been published in Zapiski Univ. Leningrad, Math. Ser.
12, 30—41 (1941).
* Cf. BANACH, Théorie des opérations linéaires, Warszawa 1932, P 3334

G. G. Lorentz: A contribution to the theory of divergent sequences, [38], str. 167
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PODIVNA TVAR GEOMETRIE
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC

MIROSLAVA OTAVOVA

Abstract: Juan Caramuel Lobkowitz (1606-1682) contributed to development of
mathematics especially by formal construction of combinatorics and numeration systems.
In his work Mathesis biceps (1667) Caramuel solves philosophical issues of nature of
mathematical disciplines as well and tries to establish their axiomatic foundations. He
brings simultaneously the wide scale of surprising practical applications.

1 Zména paradigmatu v 17. stoleti

Evropa 17. stoleti nebyla prostorem idylickym. Vnitini rozpory kiest’anské civilizace
a krize spoleCenskych instituci neschopnych feSit nahromadéné problémy vyustily do
vleklych boji tficetileté valky. Védomi nutnosti zvladnout situaci spojovalo vSechny
velké osobnosti té doby (viz [7]) a projevovalo se nejen v oblasti politické, ale i filo-
sofické. Predpoklad provazanosti svéta vyzadoval celostni pfistup, a tedy nalezeni
universalniho nastroje uchopeni skutecnosti, ktery by byl zpiisobily ji objektivné popsat,
raciondlnim zptisobem formulovat a fesit vzniklé otazky.

Je zfejmé, Ze této ambici mohly dostit jen formalni discipliny, a proto bylo tfeba
oprostit védecké poznani od dosavadnich metafyzickych principti ve prospéch matema-
tiky a vytvofit novy adekvatni jazyk védy. Zkoumani jazyka mélo v evropském prostoru
jiz dlouhou tradici, péstovalo se na universitich v podob¢ spekulativni gramatiky jiZ od
13. stoleti. Vkladem barokniho obdobi pak byla inspirace stfedovékou hebrejskou kaba-
lou (viz [5]), jeZ ve své podstaté nese mySlenku paralelismu jazyka a stvofeného universa
a oteviela tehdy cestu k tvorbé umélého jazyka.

Matematika se stdvd onim hledanym svornikem, zarukou universality a pravdivosti
poznéni a ptebira vlastné roli, kterou v pfedchozim obdobi hréla teologie. Jeji nové kon-
stituované odvétvi, kombinatorika, pak koresponduje s principem kompozicionality, z né-
hoZ novovékd véda vychazi. Viechny zminéné aspekty lze ilustrovat na dile Jana Cara-
muela z Lobkovic a naopak, Caramuelovu nezvykle Sirokému pojeti matematiky nelze
porozumét mimo kontext doby.

2 Matematika a jazyk u Jana Caramuela z Lobkovic

Jan Caramuel z Lobkovic byl typickym kosmopolitnim intelektudlem barokni doby.
Narodil se v Madridu roku 1606 do rodiny s ¢eskymi kofeny (po matce byl Lobkovic),
studoval filosofii a teologii na slavnych Spané€lskych universitich v Alcale a Salamance,
doktorat teologie ziskal v nizozemské Lovani. Jiz jako student vstoupil do cistercidackého
fadu, své nadani a védeckou erudici proto uplatinoval i v cirkevni sféfe. Upozornil na sebe
vyjimec¢nou schopnosti logické argumentace také v politicky choulostivych otazkach
a stal se opatem v némeckém Disibodenbergu. Brzy nasledovalo pozvani cisafe Ferdi-
nanda III., ktery vyuzil Caramuelova diplomatického umu pfi dojednani mirové smlouvy
na Vestfalském kongresu. V Praze pak stravil Caramuel celou dekadu jako generdlni vi-
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kar prazského arcibiskupa kardindla Harracha. V roce 1657 byl papeZem ustanoven jako
biskup Satrijsko-Campagneské diecéze v jizni Italii. Caramueliiv hrob dodnes najdeme
v katedréle v jeho poslednim plsobisti ve Vigevanu.

Obr. 1: Kombinatorickd analyza vztahti mezi uhly trojihelnika

Caramuel vSak nebyl jen cirkevnim hodnostafem. Matematické nadani se u néj proje-
vovalo jiz v détském véku a podporoval je jeho otec, ktery pied odchodem do Spanélska
byl na prazském dvote Rudolfa II. cisafskym matematikem. Zdjem o matematiku u Ca-
ramuela proviazela fascinace Zidovskou kabalou, jeZ byla tolerovana a do jisté miry pés-
tovana v Alcale. Kabalisticky pohled na svét formoval jeho vlastni mysleni a umoziioval
mu nachdzet nové souvislosti a analogie i v dalSich odlisnych kontextech. K tomu pfistu-
povalo vynikajici Caramuelovo jazykové vybaveni. Kromé& obvyklych narodnich jazykt
zemi, kde Zil, a latiny s fectinou, béZnych u vzdélanct té doby, znal hebrejstinu, arabstinu
a CinStinu (viz [6]). To mu poskytovalo dostatek srovndvaciho materidlu, aby mohl
studovat jazyk jako abstraktni strukturu prostiedky matematiky.
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Prvnim Caramuelovym piispévkem k problematice umélych jazyki byla jeste¢ v dobé
studii v Lovani komentovana edice renesan¢niho textu Steganographiae [1] z indexu za-
kazanych knih, kterou tim rehabilitoval v o¢ich soucasnikl a interpretoval jako teorii Sif-
rovani. V pribéhu praZského pusobeni vydal rozsahly spis Theologia rationalis [2],
v némz v kapitole Grammatica audax (Odvazna mluvnice) predstavuje svlj metafyzicky
dialekt, umély jazyk obohaceny novymi slovy, kterd generuje postupnym vkladanim rtiz-
nych samohldsek do stejného zakladu, a formalni definici jim pak pfifazuje vyznamy.
Kombinatorické metody Caramuela provazeji po celou dobu jeho intelektualni prace.
Rozviji je postupné podle potieb zvoleného tématu, presvédceni o jejich relevanci a obec-
nosti je pro né¢j evidentnim zdkladem poznatelnosti svéta.

3 Speculatio a Praxis

Systematicky vyklad kombinatoriky (viz [7]) je obsaZen aZ v Caramuelové soubor-
ném matematickém spisu Mathesis biceps vetus et nova [3] a Mathesis nova [4], jejz
vydal jako biskup ve své vlastni tiskarné¢ v Campanii v roce 1667, resp. 1669. Jde o ency-
klopedické dilo, thrnem vice nez 1700 stran foliového formatu. Klicem k pochopeni
autorova zaméru je nizev — Nauka stard a novd o dvou hlavdch. Vagni slovo nauka
naznacuje velmi Siroké pojeti matematiky. Kazdy pojem je prezentovan v historickych
souvislostech, autor propojuje staré a nové, uvadi citace literatury k tématu. Adjektivum
biceps je alegorickym vyjadfenim naroku, kterému ma matematika dostat — byt univer-
sadlnfm nastrojem pozndni jakéhokoli jevu ve svété. Odpovéd v podobé krasné rytiny
nabiz{ titulni list. Onémi dvéma hlavami matematiky jsou Speculatio a Praxis, v dneSnim
jazyce Teorie a Aplikace. Oba aspekty se skutecné vzdjemné dopliuji v celém textu.

Obr. 2: Kombinatoricky diikaz spravnosti aristotelské nauky o Zivlech

Kapitola vénovana geometrii napft. zacina filosofickymi otazkami o povaze zakladnich
pojmu jako jsou bod, kiivka, plocha, téleso. Caramuel zna nazory presokratikl, referuje
o aporiich Zéndna Elejského tak, jak jsou zachovany v citaci Aristotela ve Fyzice, a pak
sam predklada své argumenty a definice. Je ptiznacné, Ze se tak d&je v odstavci nazva-
ném De notitiis Speculativis, quae requiruntur ante praxim. Aby se vyhnul paradoxiim
kontinua a mohl budovat konsistentni teorii (dnesni terminologii fe¢eno, ocekava splnéni
axiomu aditivity miry), bod (punctum geometricum) definuje jako initium quantitatis,
které je indivisibile, tj. nema Casti, a nema délku (longitudo). Ktivka (linea) se proto ne-
skldda z jednotlivych bodu, ale je fluxus puncti, plynutim bodu a ma délku. Odlisny statut
vSak maji bod (punctum practicum), kiivka atd. v geodézii, ktera je protéjSkem teoretické
geometrie na drovni Praxis.
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Ve druhém svazku Mathesis nova ziskava Caramuel po vybudovani kombinatoric-
kych pojmil nové prostiedky pro studium geometrie. Uved’'me tabulku (viz obr. 1), kterad
prehledné zachycuje zkoumani vztahii mezi vnitfnimi dhly trojihelnika. Rozlisime-li tfi
zékladni moZnosti — dhel ostry, pravy a tupy, tabulka obsahuje 27 variaci 3. tfidy s opa-
kovanim. Ve 2., resp. 3. sloupci najdeme vyhodnoceni logického soudu, kdy ze znalosti
uhlu A ¢inime zavér o B, resp. ze znalosti A, B usuzujeme na C.

Stejny pfistup voli Caramuel i v situaci, kdy postuluje, Ze matematickymi argumenty
dokéaze spravnost Aristotelovy nauky o ctyfech elementech neboli Zivlech. Pfipomene
nejdrive Zivlovou nauku presokratika Empedoklea z 5. stoleti pt. Kr. o 4 kofenech, pak
srovnava Aristotelovu reduktivni koncepci 4 prvki latkové povahy (vzduch, oheri, voda,
zem¢) s pozdé&jsim ucenim o kvintesenci (aithér). Rozhodnuti o spravném poctu prvka
opét prinese princip kompozicionality a kombinatorika. Prvky vznikaji jako kombinace
(tj. dvojice) 4 primarnich kvalit (teplé, studené, vlhké, suché). Pocet kombinaci 2. tfidy ze
4 prvkla je 6 (viz obr. 2), tj. tyto kombinace jsou myslitelné (intelligibile). Prvni
a posledni jsou vSak nemozné in re. Na této aplikaci kombinatoriky ve filosofii je vSak
nejvic prekvapivé jeji zatazeni do kapitoly Geometria specialis.
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TIBOR NEUBRUNN A SLOVENSKA SKOLA TEORIE MIERY

BELOSLAV RIECAN

Abstract: This paper contains core ideas of Tibor Neubrunn’s works on measure
theory. These publications and his extensive pedagogical and reviewal work became
one of pillars of Slovak school of measure theory. In the end we present one of
remarkable results of this school — Sipos integral.

Uvod

Prace z tedrie miery a integralu patria medzi prvé vedecké ¢lanky Tibora Neu-
brunna. Je to dost pochopitelné, ked vezmeme do tivahy, Ze v r. 1950 vysla prelomova
monografia Paula R. Halmosa, Measure theory. Ale uz v r. 1952 vysiel jej rusky pre-
klad, ktory nam bol vSeobecne dostupny. Stal sa okrem iného zakladom prednasky
Ladislava Misika pre tretiakov na vtedajSej Prirodovedeckej fakulte UK v skolskom
roku 1955/56. Prof. Misik prednésal na Univerzite Komenského ako externista, ked
kmetiovo posobil na Strojnickej fakulte Slovenskej vysokej skoly technickej (SVST).
Ked si Univerzita Komenského zrusila externistov, premiestnili sme sa na cele s Ti-
borom na SVST na v tom ¢ase vzniknuvsi Misikov seminér z tedrie miery. Tento
sa pravidelne konal v kniZnici Stefana Schwarza. Zuéastiiovali sa ho popri Tibo-
rovi a Siestich vysokoskoldkoch z PF UK aj pracovnici SVST na ¢ele s legendarnou
trojicou Ladislav Misik, Igor Kluvének, Marko Svec.

1. Konstrukcia miery

Konstrukcia miery z objemu je velmi populdrna, pravdepodobne po Halmoso-
vej expozicii v spominanej monografii. Objem je tam definovany ako nezdporna
funkcia na systéme vSetkych kompaktnych mnoZin. Druhou motiviciou je systém
kompaktnych intervalov na realnej osi. To je problematika zaujimava tak z hladiska
vedeckého (napr. tedria pravdepodobnosti) ako aj z hladiska didaktického.

Tibor Neubrunn vo svojej préaci [4] zaujal stanovisko abstraktné. Jeho objem je
definovany na danom systéme podmnozin abstraktného priestoru. Svoje vysledky
prezentoval potom v trochu rozsirenej forme v monografidch [12], [13] a [14].

Dand je teda mnozina X. Objemom budeme rozumiet nezapornt funkciu
A: € —[0,00),
kde & je systém podmnozin mnoziny X uzavrety k zjednoteniam, t.j.
A Bef = AUBEZE,

a obsahujtci prazdnu mnoZinu (). Pritom predpokladdme, Ze
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ECF = XE)<AF),
MEUF) < AE) + A(F),
ENF=0 = MEUF)=\E)+AF).

V Neubrunnovej tedrii je dand dvojica systémov (A, V) podmnozin mnoziny X
spliiajica nasledujtce podmienky:

e ANV,
(ii) A, Ao e A = AjUA e A,
VeV (n=12,...) = U VeV,
(iii) Ac A, Vi,Va eV, AC Vi UVs,
= existuju A1, A2 € A, Ay C Vi, Ay C Vo, A=A U Ay,
(iv) Ac A ACUL, Vi, VieV (i=12,...)
= AcCJ,V: pre nejaké n,

(VVA€cA Vey — VNA eV,
(VijAe A Vey = V nAdeA

Prikladom takej dvojice je systém A vSetkych kompaktnych, resp. systém V
vsetkych otvorenych podmnozin daného Hausdorffovho topologického priestoru X.
Hlavny vysledok ¢lanku je nasledujica veta.

Veta 1.1. Existuje miera i na o(A U V), ktoré je rozsirenim objemu A : A — R.
Pritom
B(F) = sup{p(E N F); E € a(A)},

1 je zizenim na o(A) vonkajsej miery u*,
pw*(E) =inf{\*(V); ECV eV},
A(V) =sup{A(4); VD Aec A}
Daosledok 1.2. Nech X je Hausdorffov topologicky priestor, A je systém vSetkych

kompaktnych mnozin, A je objem na A. Potom p : 6(A) — R je reguldrna Borelova
miera.

Pritom reguldrnost znamené

u(A) = inf{p(U); U € V} = sup{u(C); C € A}.

Regularnostou sa zaobera aj praca [2]. Tu sa uvazuje miera p : (X,S) — [0,00)

a miera v(f) = / fdu, kde f > 0 a X je topologicky priestor.
E
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Veta 1.3. Ak
u(E) = sup{u(C); E D C, C kompaktna},

tak aj
v(E) =sup{v(C); E D C, C kompaktna}.

Podmienka v(E) = [, fdu savisi s pojmom absolttne]j spojitosti miery v vzhla-

dom na mieru p (oznaenie v << ), t.j. s implikdciou u(E) = 0 = v(E) = 0).
V ¢lanku [11] sa vyuziva pojem (CCC) (countable chain condition).

Definicia 1.4. Funkcia v : S — [0,00] splia podmienku (CCC), ak neexistuje
nespocitatelny systém £ C S navzdjom disjunktnych mnozin taky, Ze

v(E)>0, E€€.
Veta 1.5. Nech (X, S, 1) je priestor so o- kone¢nou mierou y splitajicou podmienku

(CCC). Potom miera v : § — [0, o0] je absolitne spojitd vzhladom na u vtedy a len
vtedy, ked existuje takd meratelnd funkcia f, ze

() = [ fau
E
pre vietky ' € S.

Veta 1.6. Nech (X, S, ;1) je priestor so o-kone¢nou mierou. Nech v : § — [0, 00]
spliia podmienku (CCC). Potom v << p vtedy a len vtedy, ked existuje taka
meratelnd funkcia f na X, Ze

w(E) = [ fdu

pre vSetky F € S.

2. Idealy

Slovo idedl mé svoju symboliku. Ale v nasej tedrii ma aj matematicky vyznam.
Mimochodom T. Neubrunn ho pdvodne nepouzival (pozri [7]), hovoril o systéme
nulovych mnozin.

Definicia 2.1. Nech (X,S) je meratelny priestor, N' C S. Systém A nazveme
idealom, ak

(i) BE,FeN = EUFEeN,
(i) EeN, FeES, FCE = FeN.
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Idedl N\ sa nazyva o-idedlom, ak plati
(i) B, e N (n=1,2,...) = U,_,E,eN.

Aj v tomto veobecnejSom tvare sa uplatiiuje vlastnost (CCC). V [7] je dokdzané
o.i. nasledujtce tvrdenie.

Veta 2.2. Nech (X,S) je meratelny priestor, M C S je o-idedl a systém S \ M
neobsahuje nespocitatelne vela navzajom disjunktnych mnozin, M* C S je o-ideal,
ktory nie je stucasfou systému M. Potom existuje takd mnoZina A € S\ M, Ze
Ae M*a

ECX\A EeM = EeM.

Pravdaze, tvrdenia uvedeného typu sa daja bezprostredne aplikovat na tvrdenia
z tedrie miery.

Veta 2.3. Nech (X,S,m) je priestor s Gplnou mierou (t.j. E € S, m(E) = 0,
F C E= F € 8). Nech m* je miera na S, ktora nie je absolutne spojitd podla m.
Potom existuje A € §,m*(A) =0,m(A) >0a

ECX\A m*"(E)=0 = m(E)=0.

Je pozoruhodné, Ze niektoré tvrdenia z [7] sa daji pouzit v tedrii P. R. Halmosa
a L. J. Savagea aplikujicej Radonovu-Nikodymovu vetu v tedrii postacujicich sta-
tistik.

Dalsie vysledky transformujiice tvrdenia tedérie miery do tedrie mnozin st v mo-
nografidch [12], [13] a [14]. Pre jednoduchost predpokladajme, ze X € S. Vezmime
napr. Lebesgueovu vetu, ktord pracuje s dvoma mierami p, v : S — [0, o0], z ktorych
jedna je kone¢na. Potom existuji také miery vq,vq : S — [0, 0], Ze

V:V1+V23

priom vy << p a ve L, (t.j. existuju také A, B € S,72e X = AUB, ANB =1
a u(ENA)=uvy(ENB) pre vietky FE € S).

Definicia 2.4. Nech M, N' C S st o-idedly. Hovorime, Ze M, N st singuldrne
(piseme M L N), ak existuju také A, B, ze

ENAeM, ENBeN
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pre vSetky F € S.

Absolutnu spojitost mier mozno sformulovat inkltziou o-idedlov N' C M. Ak
totiz p, v si miery,

N = {A€S; p(A) =0}

M={AeS;v(A) =0}

)
b

potom v << p prave vtedy, ked NV C M.

Veta 2.5. Nech (X, S) je meratelny priestor, M, N C S st o-idedly, pricom

M\ N splia (CCC),
t.j. neobsahuje nespoditatelne vela navzdjom disjunktnych prvkov. Potom existuje
takd mnozina F' € M, zZe pre o-idedly

N1={E€S;EOF€M}, NQZ{EGS;E\FGM}

plati
Nl C M, NQJ_M.

Klasickt Lebesgueovu vetu dostaneme pomocou vyssie uvedenych volieb o-idealov
N, M a definicii
n(E)=v(ENF), wnE)=v(E\F).

3. Malé mnoziny

Myslienka nahradif mnoZiny nulovej miery danym o-idedlom sa ukézala byt uzi-
to¢nou, a preto aj populdrnou. Ale nezahfiia oni ,e-ovi vojnu“. Vieme, Ze v kon-
vergencnych otédzkach potrebujeme vediet, kedy méa nejakid mnozina ,mali“ mieru,
teda kedy je mala.

Definicia 3.1. Nech (X, S) je meratelny priestor a (V)22 je postupnost systémov
mnozin NV,, C S (n = 1,2,...). Budeme hovorit, ze (NV,,)5°; je systém malych mnozin
na S (stru¢éne maly systém), ak st splnené nasledujice podmienky:

(i)deN,pren=1,2, ..,
(ii) pre kazdé n existuje taka postupnost (k;) prirodzenych éisel, ze

U E; e Ny, ak E; € Ny, prei =1,2, ...,
i=1

(iii) ak E € N,,, FC E,F € S, tak F € N,,,
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(iv) Ny DNpi1pren=1,2, ...,
(v) ak E € Ny, F € (°_, Non, tak EUF € N,,.

Priklad 3.2. Nech m : & — [0,00) je miera, N,, = {E € S; m(E) < 1}. Potom
(NMn)S2; je systém maljch mnozin.

Je priznacné, ze Tibor Neubrunn sa zasadil za tedriu systémov malych mnozin
hned po jej vzniku. Jeho oblibenou témou bola absolitna spojitost.

Ak p,v st miery na S, tak v << pu, ak
Ve>036>0:EcS uF)<i=v(E)<e.

Tento pojem mozno transformovat do malych systémov.

Definicia 3.3. Nech (V)2 , (M,)52; st malé systémy. PiSeme

n=1>

(Nn)So ) <<e (M), ak Vn Im: M,, CN,.

Priklad 3.4. Nech p, v: S — [0,00) st miery,

n

1 1
Mn—{EGS;u(E)<n}, Nn—{EES;I/(E)<}.
Potom (N;,)52, <<. (My,)22, znamena, ze
1 1
Vn dm: p(F) < — = v(F) < —.
m n
Inak formulované

YVe>030>0:u(F)<d=v(F)<ec.

Veta 3.5. Nech (V)% ;, (M,,)22; st malé systémy. Potom

n=1»

W)y << (M, = (A0S () M
n=1 n=1

Opac¢né implikdcia plati pre tzv. spojity systém (N,)52 ;.

Definicia 3.6. Maly systém (N,,); je polospojity zhora, ak

(Bi €S, Bi \\B, Jio, Bi¢ Ni,) = B¢ [N,

n=1
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Pojem spojitého malého systému odpoveda pojmu funkcie polospojitej zhora:
BiN\(B = pu(B:i)\0.

A skutoéne plati (pozri [10]):
Veta 3.7. Nech (V)22 , (M,,)52, st malé systémy na S, pricom (N,,)22; je po-

n=1»
lospojity zhora. Potom

(Nn);l.oZI << (Mn);l.oZI — m Nn D) m Mn

n=1 n=1

Videli sme, ze zatial ¢o nulové mnoziny mozu byt definované jednoznacéne, pojem
mnoziny ,malej* miery ma fuzzy charakter. Je zaujimavé, ze pojem fuzzy mnoziny
a pojem mnoziny malej miery (opisany matematicky tzv. malymi systémami) boli
zavedené nezavisle na sebe a temer sucasne. Hoci axiomatické systémy st v oboch
tedriach dost rozne, pojem malého systému moze byt skimany z hladiska fuzzy
mnozin.

4. Submiery

Submiery sa k nam dostali najprv prostrednictvom préac I. Dobrakova (pozri [1]).
Aj ked tedriu submier mozno budovat na vSeobecnejsich Struktirach, ostaneme
v klasickom ponimani.

Definicia 4.1. Nech S je o-algebra podmnozin mnoziny X. Funkcia m : S — R je
submiera, ak spliia nasledujice podmienky:

1. m(@) =0,
2. ak A C U, 4;, tak m(A4) < B m(4;),
3. ak A; \ 0, tak lim;_,. m(4;) = 0.

Definicia 4.2. Postupnost (N,;)$2; a submiera m : & — R st ekvivalentné, ak
plati

(i) Ve >0 3IneN:AeN, = m(A) <e,
(ii)Vne N Fe>0:m(A) <e= AEN,.

V [14] je dokézané nasledujuce tvrdenie.
Veta 4.3. K lubovolnej submiere m : S — R existuje maly systém (N,,)32 ; ekviva-

lentny s tou submierou. A naopak, k lubovolnému malému systému (N,,)_; existuje
submiera m : § — R s nim ekvivalentn4.
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Logickym vytstenim slovenskej gkoly tedrie integralu je Siposov integral ([15],
[16], [17]), ktory skonstruoval Neubrunnov ziak Jan Sipo§. Tento integral bol po-
uzity v Kahnemannovej a Tverského ekonomickej koncepcii, za ktord bol Kahne-
mann odmeneny Nobelovou cenou. Pritom Siposov integral je uréitou alternativou
Choquetovho integralu. Pravdaze, vznikli nezavisle na sebe a Siposov integral ma
svoje symetrické osobitosti.

Odteraz budeme predpokladat, Ze je dany priestor (X,S), kde S je o-algebra.
Definicia 4.4. Funkcia u : S — R je kapacita, ak

(i) u(0) =0,
(ii) A C B = pu(A) < u(B).

Definicia 4.5. Nezéporna funkcia f : X — [0,00) je integrovatelnd v zmysle
Choqueta, ak existuje

©) [ fan - / (o, ).

A teraz uvedieme Siposovu konstrukciu. Nech F je koneénd mnozina realnych
Cisel,
F= {bk7 bk:—17 ey b17 bOa ag, i, ..., a’n}7
pricom
b <bp_1 < - <bi<by=0=ap<a; < < ap,

a nech f: X — R je meratelnd funkcia. Nech F je systém vSetkych takych mno-
zin F. Polozme

Se(f) =2 (ai — ai—1)p(Ag) + B7q (bi — bi—1)pu(Bs),
kde

Ai ={r € X; f(x) > a;}, 1=0,1,...,n,
Bj ={z € X; f(x) < b}, j=0,1,... k.
Definicia 4.6. Funkcia f : X — R je integrovatelna v zmysle Siposa, ak existuje

() [ s = tim Se(1).

Pravdaze, ak je funkcia f nezdporna, tak je integrovatelna v zmysle Siposa vtedy
a len vtedy, ked je integrovatelna v zmysle Choqueta.
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Zaver

Prof. RNDr. Tibor Neubrunn, DrSc. (2. 8. 1929 az 21. 11. 1990), posobil na
Univerzite Komenského 37 rokov (1953-1990) s jednoro¢nymi preruseniami na Uni-
verzite v Bagdade 1967/68 a na Univerzite v St. Salvadore v Brazilii 1972/73. Hoci
vynikal jemnou povahou, a to tak ako ucitel, ako aj ako vedecky pracovnik, ostala
po niom vyrazna vedeckd stopa. Stalo sa to v troch smeroch: prvym bola tedria
miery, druhym tedria redlnych funkcii, tretim tedria kvantovych Struktar.

Predlozend prace je prvym pokusom o zhodnotenie vedeckého prinosu Tibora
Neubrunna v oblasti tedrii miery a jej aplikdcii. Ale je tu aj pedagogicky odkaz,
ktorého pozoruhodnym vysledkom je Siposov integral.
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HANS SCHNEIDER (1927-2014)

MARTINA STEPANOVA

Abstract: Hans Schneider, leading linear algebraist of the 20th century, who was one of
the founders of the International Linear Algebra Society and the editor-in-chief of the
prestigious journal Linear Algebra and Its Applications, died in 2014.

1 Zivotni osudy

1.1 Z Rakouska pies Ceskoslovensko a Polsko do Nizozemi’

Hans Schneider se narodil 24. ledna 1927 ve Vidni jako jediné dit€ dvou zubait. Za-
timco jeho matka Isabella Schneider (1897-1967), rozend Saphir, pochdzela rovnéz
z Vidné, otec Hugo Schneider (1897-1967) se narodil v slezském pohranicnim mésteé
Karvind a do Vidné odesel za gymnazidlnim studiem. Rodice se vzali v roce 1922, kdy
oba ukoncili sva studia zubniho 1ékarstvi. Otec si poté ve Vidni oteviel dspéSnou sou-
kromou stomatologickou praxi, matka pracovala pro méstské dentdlni centrum oSetiujici
Skolnf déti.

Rodic¢e Hanse Schneidera se nehlasili k zddnému naboZenstvi, podle nacistickych ra-
sovych zikoni viak byli povaZovani za Zidy. Z tohoto diivodu byl poklidny Zivot rodiny
nendvratné pietrZzen v bieznu 1938 anSlusem Rakouska nacistickym Némeckem. Tou do-
bou zbyvaly rodiné posledni tfi mésice spole¢ného pobytu ve Vidni. V prvnich tydnech
od anexe se zdalo, Ze béZné denni ¢innosti tehdy jedenactiletého Hanse se pfechodem pod
nacistickou nadvladu pfili§ nezméni. Otec Hugo se zpoc¢atku neobdval ani o svou profesni
drdhu. Védéel sice, Ze ztrati nékteré své neZidovské pacienty, ale souCasné véfil, Ze do
svého registru ziska nekteré pacienty Zidovské, ktefi dosud navstévovali zubafe nezidov-
ského, a bude tak i nadile provozovat svou praxi. V nasledujicich tfech mésicich vSak
pochopil, jak moc se mylil. Jednoho dne mu totiZ mlady muz v uniformé SA sdélil, Ze je
také zubaf a Ze od té chvile patii jedna ze dvou Schneiderovych ordinaci jemu. Hugo
Schneider si velmi rychle uvédomil, Ze pro Zidy jiZ neni v Rakousku bezpe&no, a piesto-
Ze byl, dle pozd¢jsich vzpominek syna Hanse, velmi opatrnym ¢lovékem, rozhodl se pro
riskantni Utk rodiny ze zemé. Problém nebyl s opusténim Rakouska, obtiZzné bylo nalézt
zemi, kterd by je pfijala. V ¢ervnu 1938 rodina odjela vlakem do Ceskoslovenska, kam
vstoupila ilegdln€ po podplaceni ¢eského pohrani¢nika, a pobyvala u jednoho z otcovych
bratri v Karviné, otcove rodisti. Ze tif ptivodn€ hmotné i spolecensky dobie postavenych
lid{ se tak velmi rychle stali uprchlici, lidé bez jakychkoliv nad€ji do budoucnosti a bez
spolecenského uznani.

Na konci zafi 1938 byla podepsana Mnichovska dohoda, na jejimz zakladé bylo mésto
Karvina pfipojeno k Polsku. Trojice se tak ocitla ilegdln€¢ v dal$i zemi. Jesté predtim se
rodi¢e rozhodli, s védomim, Ze své jediné dité jiZ mozna nikdy neuvidi, zajistit pro Hanse
misto na kvakerské internatni Skole zaloZené pro déti némeckych a rakouskych uprchlika

! Informace z paragraf 1.1 a 1.2 byly pievéazn& pievzaty z publikovanych vzpominek Hanse Schneidera, které
byly nazvany March 1938-August 1940: A Personal History of My Family During 30 Turbulent Months [2]
a sepsany kolem roku 2000.

197

konference HM 36 - text.indd 197 @ 1.7.2015 11:39:46



v nizozemském Eerde. S cilem ziskat pro Hanse povoleni ke vstupu do Nizozemi
a k dochazce na zminénou $kolu, psala jeho matka prosebné dopisy adresované do rukou
Jacoba Costera-Lucase, ¢lena nizozemského vyboru pro pomoc zahrani¢énim détem. Hans
Schneider o téchto dopisech takika cely Zivot nevéd€l, nékteré z nich se k nému dostaly,
az kdyZ mu bylo téméf osmdesat let. Citujme utrzky z téchto dopistt (Hans Schneider je
preloZil z némciny do angliCtiny, viz [2]).

Dear Mrs. Coster, please don’t be angry I ask you to speed up the matter. Our situa-
tion here is so uncertain that I hardly know whether an acceptance that occurs only after
a few weeks would still find us here. We are here completely depend on our relatives who
themselves do not know how their situation will develop in the next few weeks. That is
why we would be so glad to know that our child has reached safety.

Should this matter be delayed for some time despite our kind efforts then it would help
us greatly if you knew of a Dutch family in Poland (in Warsaw or elsewhere) who would
be ready to keep Hansl until his departure.

[24. fijna 1938, Karvina, Polsko]

We received an order to leave this country within 48 hours. This order was then
changed; we may stay until November 9. It would be our great good fortune if the matter
of Hansl were settled by then. ... We are infinitely grateful to you for your efforts and
1 wish I could prove this to you some day.

[29. fijna 1938]

First of all my heartfelt thanks. I can hardly express in words how happy and grateful
we are that Hansl has been granted an entry permit ... Hansl was intensely looking for-
ward to his getting out of here and it must have been a big disappointment to him ...

[9. listopadu 1938]

Hans Schneider musel odjet kvuli ziskani viza do VarSavy a poté se mél presunout do
Holandska, aniz by vstoupil na izemi Némecka. Znamenalo to odletét nejdiive z VarSavy
do Prahy a odtud pfimym letem do Amsterdamu. Letadlo do Prahy vsak kvuli nepfizni
pocasi nevzlétlo a odlet dalsim spojem by znamenal desetidenni ¢ekani na nasledujici let
do Amsterdamu, coz vSak nebylo mozné, protoZe zadny hotel by neubytoval osobu bez
dokladid. Bylo tedy nutné nalézt zpusob, jak poseckat ve VarSaveé. Hugo Schneider, jenz
svého syna ve VarSavé doprovazel, proto oslovil prvniho seriézné vypadajictho muze,
kterého potkal na ulici, a poprosil ho o pomoc. Ten je poslal na némecké velvyslanectvi,
kde mohl Hans do€asné pobyvat s jednou némeckou rodinou. Pozdéji se ukazalo, Ze muz,
ktery je na ambasadu odkazal, byl polsky policista pracujici pro resort poveéieny deportaci
ilegdlnich cizincli. Hans Schneider s odstupem nékolika desetileti vyjadrtil nazor, Ze obé
instituce byly ve skute¢nosti protinacisticky zaméteny.

1.2 Shledani v Britanii

Z VarSavy do Amsterdamu odletél Hans pravdépodobné 17. listopadu 1938. Rodice
zijici v Karviné byli v té dob€ udani dfadim a méli byt dle predpisi poslani do Némecka.
Nastésti se jiz ponékolikaté ocitli v blizkosti lidi nejednajicich dle oficidlnich reguli.
Mistni policie jim umoznila béhem nasledujicich ctyfiadvaceti hodin uprchnout do pol-
ského vnitrozemi, kde Zili se vzdalenymi pfibuznymi a ¢ekali na jakakoliv viza — at’ brit-
skd nebo americkd. V dubnu roku 1939 byl Hugo Schneider zatfazen mezi Ctyficet ra-
kouskych zubati, kterym byl umozZnén vstup do Britdnie. Z Polska odjeli na lodi
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a prvnich n€kolik mésica zili v Londyné. Vzhledem k tlaku uprchlickych organizaci na
rozptyleni uteCencti do ostatnich ¢asti zemé& se Schneiderovi odstéhovali do Edinburghu.
Mezitim Hans opustil Nizozemi a 11. srpna 1939 rovnéZ vstoupil na britské tizemi. Pouhé
tfi tydny pred vypuknutim druhé svétové valky, po takika roce osaméni, se setkal s rodici
pravé v Edinburghu.

Preziti vSech Clent rodiny a jejich opétovné shledani ve Skotsku povaZzoval Hans
Schneider s odstupem let za $tastnou souhru nékolika nahod a také odvahy jeho otce
podstoupit nejisty uték z Rakouska. Jak uvedl, v kritickém obdobi let 1938 a 1939 si jako
dité nepripoustél, Ze by se s rodici jiZ nikdy nevidél. Na druhé stran¢ si dodatecné uve-
domil, Ze jeho rodice jist¢ museli byt takovou myslenkou neustile pronasledovani.
O udalostech pted rokem 1939 se v rodiné jiz nikdy nemluvilo. Kolem roku 2000 Hans
Schneider napsal (viz [2]):

1 used to remark “I was born in Edinburgh at the age of 127, a joke with serious con-
tent. Until I reached my late sixties, I claimed that I had no recollection whatsoever of the
first eleven years of my life — and believed it; my prenatal existence was hard to admit
and remains shadowy in spite of a conscious effort to recapture it.

Podotknéme jesté, Ze rodina, u niZ pobyval Hans s rodi¢i v Karviné, takové Stésti
neméla. Bratr Huga Schneidera se spolu s manZelkou a malym synem stali obé&tmi
holokaustu.

BohuZel ani Stastné shledani v Edinburghu nebylo definitivni Stastnou teckou za
meésici plnymi strachu, nebylo zac¢idtkem nového spole¢ného Zivota. Hugo Schneider, jenz
musel slozit nové zkousky ze stomatologie, aby mohl opét vykondvat svou profesi, byl
oznacen britskym soudem za prislusnika neprdtelského statu (“friendly enemy alien”),
Uspéchy postupujiciho Némecka byly totiz Casto pripisovany némeckym vyzvédactm,
udajné prestrojenym za uprchliky. V roce 1940 byl Hugo Schneider internovan na Isle of
Man. Isabella Schneider, ktera se jiZ nesnaZila vratit ke kariéfe zubni 1€katky, musela
opustit Edinburgh a spolu s tiemi ¢i Ctyimi dal§imi Zenami obdobného osudu bydlela
v jediném pokoji ve mésté Glasgow. Tehdy tfinactilety Hans mohl vzhledem ke svému
véku (pod Sestnéct let) zustat v Edinburghu. Pobyval pfitom u jedné svobodné Zeny, ktera
prijala do doméacnosti n€kolik rakouskych a mad’arskych déti, které pfijely na britské
ostrovy bez rodi¢t. Hans navitévoval, aniz by zpo&atku umél jediné slovo anglicky,’
George Watson’s Boy’s College, jednu z nejlepsSich edinburskych skol, a studium se stalo
hlavni naplni jeho Zivota. Béhem kratké doby se stal nejlepsim studentem matematiky ve
tfid¢ a do konce Zivota byl vd&éEny za kvalitni vzdélani, které se mu tehdy dostalo.

Z internace byl Hugo Schneider propustén diky své prospé$né profesi mezi prvnimi,
ato v srpnu 1940. Nasledné si v Edinburghu vybudoval ordinaci, a tak kone¢né zacal
spole¢ny Zivot rodiny Schneiderti v Britanii. Edinburgh se pozdé&ji stal pro oba Hansovy
rodi¢e mistem jejich skonu. Tak jako se oba narodili ve stejném roce (1897), tak také
téhoz roku (1967) zemfeli.

I na sklonku Zivota Hans Schneider stile pocitoval vdeék Britanii za jeji odhodlan{
bojovat proti Hitlerovi. Ve svych vzpominkach o prozité valce napsal (viz [2]):

? Poznamenejme, Ze Hans Schneider nikdy neumél Eesky.
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For a teenager, this was an exciting time; though I was an avid leader of newspapers,
1 did not realize the full horror of it until the war was over.

1.3 Povileéna léta v Evropé

Po absolvovéni stfedni Skoly se Hans Schneider pfihlésil k vysokoSkolskému studiu
na University of Edinburgh, které ukonc€il s vyznamendnim roku 1948. Jest¢ pred
absolutoriem se 6. ledna 1948, ve svych dvaceti letech, oZenil s Miriam Wieck
(nar. 1925) a v témZe roce se jim narodilo prvni dité, dcera Barbara Anne (vice informaci
o zen& Miriam, o slavné hudebni rodin€, z niZ pochézi, a o détech manzelti Schneidero-
vych viz samostatnd pasaz nizZe).

Hans Schneider zacal nejprve pracovat pro edinburskou Royal Observatory, odkud
byl vS§ak v roce 1950, tj. béhem prvnich dvou let, propustén poté, co rozbil novy, Spicko-
vy pfistroj. Po této zkuSenosti se navrétil ke studiu matematiky na University of Edin-
burgh, kde mu byl skolitelem beéhem doktorského studia Alexander Craig Aitken (1895—
1967), spoluautor jedné z prvnich monografii o teorii matic.® Aitkenovo vedeni diserta&ni
prace vsak bylo viceméné formalni, protoZe se dvojice témeét nestykala. Hans Schneider
pri riznych piileZitostech rad opakoval, Ze dostal od svého $kolitele v podstaté jen jednu
radu, a to v podobé stru¢né odpovédi na vzneseny odborny dotaz: “Read Frobenius!”
Byla to pouhd dvé€ slova, kterd vSak velkou mérou ovlivnila odborné smérovani Hanse
Schneidera v jeho celém profesnim Zivoté, ktery byl zasvécen linearni algebie (vice
viz dale). Vedle Aitkena byl Schneider, dle svych slov, v pocatcich své kariéry nejvice
ovlivnén Helmutem Wielandtem (1910-1986), Aleksandrem Markovicem Ostrovskim
(1893-1986), Alstonem Scottem Householderem (1904—1993) a nejvice ze vSech Olgou
Taussky-Todd (1904—-1993), rodackou z Olomouce.

Hans Schneider byl béhem doktorského studia pod ¢asovym tlakem, ktery vyplyval
z ocekavaného narozeni dal§iho potomka. Disertacni praci Matrices with non-negative
elements tak napsal za pouhych osmnact mésici. Po jeji obhajobé v roce 1952 ziskal mis-
to na Queen’s University of Belfast v Severnim Irsku. S vyjimkou roéniho pisobeni na
Washington State University zde zustal aZ do roku 1959, kdy se rodina, tehdy jiZ s tfemi
détmi ve veéku jedendct, devét a sedm let, prestéhovala do zamofi.

1.4 University of Wisconsin v Madisonu

Po jedenacti letech (1927-1938) prozitych v poklidu v Rakousku, po nékolika
bouilivych mésicich stravenych postupné v Ceskoslovensku, Polsku a Nizozemi ttékem
pied Hitlerem a po dvaceti letech (1939-1959) sbirani Zivotnich zkuSenosti ve Spojeném
kralovstvi, se novym domovem Hanse Schneidera staly Spojené stity americké,
konkrétné mésto Madison ve stité Wisconsin.* Prozrad’me jiZ nyni, Ze nové akademické
pusobisté na University of Wisconsin bylo soucasné Schneiderovym trvalym pracovi§tém
poslednim. Na univerzit€¢ postupné pusobil v roli odborného asistenta (1959-1961),
docenta (1961-1965) a profesora (1965-1988).% Nasledn& byl titulovan James Joseph
Sylvester Professor (1988—-1993) a po oficidlnim ,,odchodu do diichodu*® v roce 1993
James Joseph Sylvester Emeritus Professor.

3 Turnbull H. W, Aitken A. C.: An Introduction to the Theory of Canonical Matrices, Blackie&Son, Ltd., Lon-
don, Glasgow, Bombay, 1932; dalsi vydani: 1945, 1948, 1950, 1952; reprint: Dover, New York, 1961, 2005.

# Jako svou stétn prislusnost uvadél Hans Schneider USA a UK.

3V druhé poloving Sedesétych let zastaval dva roky pozici vedouciho katedry matematiky.

® Na univerzité v Madisonu vyucoval je§té na podzim roku 1998, se §kolou ziistal pevné spjat aZ do smrti.
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Hans chose the name of Sylvester for his named professorship, because of Sylvester’s
immense contributions to matrix theory, invariant theory, and algebra in general. As you
know Sylvester is one of the principal originators, possibly the principal originator,
of linear algebra and it was he who introduced the word “matrix” in the mathematical
literature and it is the word “matrix” that is on Hans’ Wisconsin license plate.

(viz [4], str. 3—-16)

Na pfelomu jara a léta roku 2014, s védomim bliZici se smrti, Hans Schneider napsal
ana své webové strance vystavil svlj vlastni nekrolog nazvany Last Words of Hans
Schneider [3]. V ném spravné odhadl pfibliZznou dobu svého skonu, v misté¢ nezndmého
presného data dmrti ponechal tii tecky:

This obituary was written by Hans, who is terminally ill but still alive, as of May 31,
2014.

Hans Schneider, a research mathematician who devoted much of his academic life to
the revival of the classical field of linear algebra (aka matrix theory), died on ... aged 87.

Hans Schneider zemfel na nasledky rakoviny jicnu dne 28. f{jna 2014, tfi mésice pred
svymi osmaosmdesdtymi narozeninami.

2 Rodinné zazemi, zajmy

2.1 Manzelka Miriam

Manzelka Miriam se narodila roku 1925 v némeckém Konigsbergu do slavné hudebn{
rodiny. Jeji rodice, Hedwig (rozend Hulisch) a Kurt Wieck, byli zakladatelé popularniho
hudebniho t&lesa Kénigsberger Streichquartett. Protoze Hedwig Wieck byla Zidovka,
postihl Miriam podobny osud jako jejtho budouctho manzela. V roce 1939 byla jednim
z priblizné tisice déti, které byly zachranény diky humanitirni pomoci zvané Kin-
dertransport. Wieckovi ziskali volné misto na téchto transportech déti ve vlacich ¢i na
lodich do Britanie pouze pro jediné dit€. Ze svych dvou déti vybrali rad€ji star${ Miriam
neZ mlad$iho Michaela, nebot’ védéli, Ze ,,adoptivni* rodiny z finan¢nich divodi (niZsi
vydaje na vzdélani) rad&ji pfijmou déveéatko neZ chlapce. Miriam odjela v 1ét€ roku 1939.
Ve Skotsku se poznala s Hansem Schneiderem. Pracovala jako houslistka, hrdla v Hallé
Orchestra pod slavnym dirigentem Johnem Barbirollim (1899-1970). Ve své hudebni
kariéfe pokracovala i po odchodu do zamoii, stala se clenkou Madison Symphony Or-
chestra a vénovala se rovnéZ vyuce hry na housle. Jeji bratr Michael (nar. 1928) pteZil
pobyt v koncentra¢nim tabote. Stal se zndmym némeckym houslistou (koncertni mistr
v Stuttgarter Kammerorchester). V roce 1989 publikoval vzpominkovou knihu Zeugnis
vom Untergang Konigsbergs, ktera byla pfeloZena do rustiny a anglictiny (A Childhood
under Hitler and Stalin: Memoirs of a “Certified Jew”) a stala se bestsellerem.

2.2 Déti Barbara Anne, Peter John, Michael Hugo

Ve své matematicko-hudebné zaloZené rodin¢ vychovali Miriam a Hans Schneiderovi
ti déti. Nejstar§i Barbara Anne (nar. 1948) §la ve své profesi nejdiive ve §lép&jich matky,
profesionalné hrala na housle v Calgary Philharmonic Orchestra, pozdéji se vydala na

7K ,,mrazivému*“ odhadu vlastni smrti jesté dodejme jednu citaci z nekrologu [3]: The 19th meeting of the Soci-
ety will take place [was held] in Korea in August 2014.
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drahu védeckou, pracovala na Faculty of Communication and Culture na University of
Calgary (studium mezilidské komunikace, schizofrenie apod.). Zajimavé je, Ze rovnéz
jeji manZel Daryl Caswell zvladl propojit dvé profese. Vystudoval inZenyrstvi a hudbu,
coZ ho ptirozené nasmérovalo k problematice akustiky. Pasobil na Faculty of Engineer-
ing na University of Calgary a zaroven hrdl v Calgary Philharmonic Orchestra ¢i Red
Deer Symphony Orchestra (hra na roh). Jejich détmi jsou David a Daniel.

Peter John (nar. 1950), druhé dité Schneiderovych, se stal filmovym a divadelnim
producentem. Byl vedoucim potadatelem Olympic Arts Festival konaného pii olympij-
skych hrach v Los Angeles (1984). Znam je predevsim jako prvni prezident spolecnosti
Walt Disney Feature Animation, pod jeho vedenim vznikla fada celovecernich animova-
nych filmi ovéncenych cenami (Oscar, Zlaty glébus). S jeho jménem jsou spjaty napii-
klad filmy Mald morskd vila, Krdska a zvire, Aladin ¢i Lvi krdl. Pozdéji zaloZil vlastni
produkéni spolecnost a podilel se napiiklad na realizaci filmu Sestra v akci s Whoopi
Goldberg v hlavni roli. S manZelkou Hope vychoval Peter déti Hannah a Rebeccu.

Nejmladsi Michael Hugo (nar. 1952) se stal matematikem, né€kolik ¢lank? sepsal i se
svym otcem. S Zenou Laurie maji dvé hudebné nadané déti, Carson Rose a Kurta.

2.3 Zajmy

Vedle matematiky uvedl Hans Schneider mezi svymi zajmy ptedevsim hudbu (operu),
cestovani a také prochazky pfi upliku naboso po Lanikai Beach.

3 Akademicka draha

3.1 Cesta k linearni algebie

Jak jiz bylo feceno, odborné zaméfeni Hanse Schneidera bylo ovlivnéno jeho Skolite-
lem Aitkenem a ,;rozkazem* Cist prace Georga Ferdinanda Frobenia (1849-1917). Pod-
statnou roli pro rozhodnuti vé€novat se naplno linedrni algebfe sehrdla ptihoda z doby, kdy
se Hans Schneider uchézel o misto na univerzit¢ ve Wisconsinu. Tou dobou mistni uni-
verzitu navstivil jeden slavny rusky algebraik, ktery, jak se Hans Schneider dozvédél,
fekl jednomu z ¢lent pfijimaci komise, Ze znalost linedrni algebry je ocekdvana od kaz-
dého matematika, ale nenf to disciplina k vyzkumu. Hans Schneider byl pfesto na misto
védeckého pracovnika pfijat a tato historka ho ovlivnila natolik, Ze se odhodlal vénovat
své usili ,,obhajobé v té dob¢ nepfili§ velebené linedrni algebry. Jeho netinavné ¢innost
v oboru mu vynesla dokonce piezdivku Mr. Linear Algebra.

Jesté dodejme, Ze University of Wisconsin byla (a i ve tfetim tisicileti stile je) Skolou
s vyznamnou tradici v linearni algebfe. Mezi diileZité osobnosti oboru pulisobici na
univerzité patfil napiiklad Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961).

3.2 Celozivotni oddanost linearni algebi‘e

Hans Schneider napsal okolo sto sedmdesati odbornych praci, a to s ptfibliZné¢ osmde-
sati spoluautory.® Posledni &lanek publikoval pouze nékolik m&sict pied smrti. Jméno
Hanse Schneidera je neodmyslitelné spjato predevsim s Perronovou-Frobeniovou teorii
pro nezaporné matice. Schneiderovy teoretické znalosti v tomto oboru poskytly zdklady

8 Seznam v&tsiny praci v&etnd jejich skenii (& skenti tdvodnich stranek) je dostupny z [1]. Poznamenejme jest,
Ze mezi Schneiderovymi spoluautory figuruje cesky matematik Miroslav Fiedler.
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pro vybudovani systému vyhleddvani internetovych stranek pomoci celosvétové znamého
Googlu. O svém vztahu k uvedené teorii proslovil roku 1997 prednasku Why I love
Perron-Frobenius, jejiz jednotlivé Casti se nazyvaji naptiklad Why I fell in love, Why will
P-F live 200 years? & Why I stayed married to Perron-Frobenius.” Jeho dalsi odborné
zamefeni vystihl kolega Richard A. Brualdi t€mito slovy (viz [4], str. 4):

The different areas of linear algebra to which he has made fundamental contributions
are almost too numerous to mention: nonnegative matrices, M-matrices, norms, numeri-
cal ranges, combinatorial and graph-theoretic matrix theory,'’ Jordan and spectral the-
ory, inertia and stability theory, matrix scalings, cone preserving maps, matrix polytopes,
etc. This is phenomenal record. At times, Hans strayed and thought he was a ring theorist
or a semi-group theorist, but he got back on track before long.

Celosvétoveé znama je Schneiderova editorska Cinnost. V roce 1972 pievzal od Alana
Hoffmana (nar. 1924) pozici hlavniho editora Casopisu Linear Algebra and Its Applica-
tions. V uvedeném roce vychazel ¢asopis po Ctyfi roky a skomiral. Kdyz Hans Schneider
po dlouhych ctyficeti letech (roku 2012) z funkce odchazel, jednalo se jiZ o celosvétove
uznavané, impaktované periodikum nejvyssi kvality, které kazdoro¢né pfijimalo okolo
1200 prispevki a publikovalo pfiblizn€¢ 5000 stran. Hans Schneider byl rovnéz editorem
Casopisu Linear and Multilinear Algebra, The Electronic Journal of Linear Algebra,

SIAM Journal Algebraic and Discrete Methods a sebranych praci Helmuta Wielandta.

V roce 1987 zalozil spolu s n€¢kolika kolegy mezinarodni spole¢nost Matrix Group, ze
které se o tfi roky pozd¢ji etablovala zndma International Linear Algebra Society (ILAS).
Dnes ma spoleCenstvi piiblizné Ctyii sta Clenti ve vice neZ dvaceti zemich svéta
a publikuje dva Casopisy.

Pospolitost linearnich algebraikti po celém svété podporoval Hans Schneider i svymi
Castymi cestami mimo uzemi USA. Jeho profese jej zavedla napiiklad do Atén, Bad Kis-
singenu, Dunedinu, Haify, Chemnitzu, Lisabonu, Moskvy, Oxfordu, Rotterdamu, §ang-
haje, Toronta, Valencie ¢i rodné Vidné. Kromé vyse uvedeného pobytu na Washington
State University byl na dlouhodobych staZich na mnoha dalSich univerzitich po celém
svété, jmenujme alespon Israel Institute of Technology ve mésté Haifa, Universitdt
Wiirzburg a University of Toronto.

Jak sdm pfiznal, vyuka zdkladnich kurzii pro vysokoskolské studenty ho piilis
nenapliiovala. O to vice se vénoval svym doktorandim, kterych odvedl (vSechny na
University of Wisconsin) v letech 1963 az 2000 celkem sedmndct."!

Od roku 1993 je nepravidelné (pfiblizn€ jednou za tfi roky) ud€lovano ocenéni Hans
Schneider Prize za mimotadné vysledky v linedrni algebfe, resp. za celoZivotni piinos
této discipling. Jednim ze ti{ laureatd ceny z roku 1993 byl ¢esky matematik Miroslav
Fiedler (nar. 1926).

? Vice viz http://www.math.wisc.edu/hans/talks.html.

' Hans Schneider se (pfedeviim s Danielem Hershkowitzem) v ramci této problematiky vénoval studiu souvis-
losti mezi uréitymi posloupnostmi zavedenymi v teorii graf a tzv. Weyrovou charakteristikou definovanou feci
teorie matic v osmdesétych letech 19. stoleti ceskym matematikem Eduardem Weyrem (1852-1903).

' Seznam jejich jmen a nazvi disertaénich praci viz http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=8295.
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4 Ohlédnuti za vlastnim Zivotem

Misto zavéru citujme slova, kterd Hans Schneider dopsal ke svym vzpominkam [2]
v Cervnu 2014:

I am writing this coda as I am sitting on the porch of our beautiful home as my life is end-
ing for I have terminal cancer. I've had a good life with a loving wife of 66 years and three
children we can be proud of. Thinking of the turbulent years described above, I strongly re-
Jject the term “holocaust survivor” as applied to me. It’s an insult to those millions who were
murdered and to the millions who died fighting Hitler’s tyranny. It is a word properly applied
to a person who suffered deportation and the horrors of the camps and yet survived. Call me
a person who escaped the holocaust if you wish. The same applies to my wife Miriam who
was born in Koenigsberg and left Germany on a Kinderstransport in July 1939.

Finally, my deepest regret is that I failed to tell my parents how much I owe them.

Literatura

[1]1 Hans Schneider’s Home Page [online]. Posledni revize 30. bfezna 2012 [cit. 20. dubna
2015].

http://www.math.wisc.edu/hans/

[2] Schneider H.: March 1938-August 1940: A Personal History of My Family During 30
Turbulent Months, Voices of the Kinder, 2000, 2001, dodatek 2006 (dostupné online na
http://www kindertransport.org/voices/schneider_personalhistory.htm).
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BOLZANOVA MATEMATICKA VYLEPSENI

JAN ZEMAN

Abstract: In this text we mention some of the improvements of Euclid's Elements, that
Bernard Bolzano proposed in his book On the mathematical method. We introduce
briefly his personality and connect his vision of geometry without figures to the mathe-
matics at the end of the 19" century.

1 Uvod

Bolzanova stat’ O matematické metodé [1] byla vydana v ¢eském prekladu Marty Vla-
sakové v roce 2012. Preklad vychazel z némeckého vydani Jana Berga Von der mathe-
matischen Lehrart. Soucasti svazku je studie prekladatelky, tykajici se hlavné zasazeni
Bolzanova dila do dé&jin logiky, diky které kniha dobfe rozsituje také soucasnou ceskou
literaturu, vénujici se Bolzanovskému vyzkumu.

Bolzano zacal psat tento svij text kolem roku 1833 jako dvod k zamySlenému roz-
sahlému spisu O velicindch (Grossenlehre), ktery ale nikdy nedokoncil. Nejprve v tomto
uvodu shrnul svij logicky systém, zndmy z jeho Védoslovi, poté ho pouzil k prokdzani
moznych zlepSeni metody, kterd je uzita v Eukleidovych Zdkladech [2]. V této praci by-
chom nékterd jeho vylepseni chtéli predstavit a nahlédnout tendence, které Bolzano v ma-
tematice odhalil a které propukly naplno na konci 19. stoleti.

2 Kontext

Nejprve strucné predstavme osobnost Bernarda Bolzana (1781-1848), vyznamného
prazského matematika, filosofa a teologa (podrobnéji viz [3, str. 11nn]). Narodil se do ro-
diny Bernarda Pompeia Bolzana, piivodem z Itdlie, a Marie Cecilie, rozené Maurerové,
z prazské némecké rodiny; némcina byla také jeho matefskym jazykem. Od mladi byl
chatrného zdravi, coZ vyrazné ovlivnilo jeho Zivotni osudy.

V roce 1796 Bernard Bolzano nastoupil na prazskou univerzitu. Nejprve absolvoval
povinné tifleté studium filosofie, béhem néhoZ se jiz projevilo jeho matematické nadéni,
vénoval se i fyzice €i astronomii. V souvislosti s vychovou své mladsi sestry, kterd mu
vSak brzy zemtela, se téZ zajimal o pedagogiku. Pred definitivnim rozhodnutim pro stu-
dium teologie vénoval jeSt¢ jeden akademicky rok dalSimu vzd€lavani ve vySS$i matema-
tice, ale také ve filosofii, fyzice a chemii. Poté nastoupil na teologii, kterou dokoncil v ro-
ce 1804. Ve stejném roce ziskal na univerzit€¢ misto uclitele nabozenstvi, k némuz se
pojila povinnost promlouvat kazdy tyden k akademické mladezi. Tyto jeho tzv. exhorty
(z nichZ ¢ast vysla tiskem) se staly hojné€ nav§t€vovanymi a univerzitni prostory nestacily
pro posluchace. Jeho vé¢hlas jako duchovniho kazatele dosdhl i daleko za hranice Prahy
na ¢esky venkov.

JelikoZ Bolzano neucil podle predepsané ucebnice, byl z mista propuStén a nemohl
publikovat ani se icastnit univerzitniho Zivota. V té dobé mu téZ zemfel bratr Petr Eduard
a z ptuvodné dvanicti¢lenné rodiny zbyl jen on a bratr Jan. Bernard Bolzano se pfesunul
z Prahy do Té&chobuzi, kde napsal svd nejvétsi dila, Védoslovi, Paradoxy nekonecna
a Athanasii, a kde také zacal psat svij spis O velicindch véetn€ jeho ivodu O matema-
tické metodé. Své posledni dny pak prozil v domé svého bratra v Celetné ulici, kde ma
dnes pamétni desku.
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3 O matematické metodé

3.1 Logicky systém

Uved’'me nyni struéné ptehled né€kolika zakladnich termint, které ndm budou slouZit
k naznaceni pouzité metody vystavby logiky.

Vétou o sobé (objektivni vétou) Bolzano rozumi nikoli vétu gramatickou, ale jeji
smysl, ktery musi byt bud’ pravdivy nebo nepravdivy. Pravda o sobé je pravdiva véta
0 sobé. Myslend veta (subjektivni véta) je pak uchopenim véty o sob€ v rozumu myslici
bytosti. Predstava o sobé je ¢ast véty o sobg, kterd sama neni vétou o sobg, tj. kterd nema
pravdivostni hodnotu. Pfedstava mize byt bud’ jednoduchd, nebo miZe byt sloZend
z dalSich pfedstav, které tvoii obsah plvodni predstavy. Napf. predstava rovnostranny
trojuhelnik (viz [1, str. 25]) obsahuje mj. tyto pfedstavy: rovnost, strana, tii, uhel.
Neméné podstatné je, v jakém vziajemném vztahu tyto podfazené predstavy jsou. Prikla-
dem muze byt pfedstava ¢tyfihelniku se shodnymi stranami a rtiznymi uhly oproti pied-
staveé Ctyfdhelniku se shodnymi thly a riznymi stranami, kde ob& pfedstavy maji sice
tentyZ obsah, ale jiny vyznam. Predmétem predstavy je to, co je predstavou predstavo-
vano, co pod ni spadd. Napf. pfedstava (redlny) kofen rovnice x’ —1=0 ma za predmét
Cislo 1, predstava planety slunecni soustavy ma za pfedméty Merkura, Venusi, Zemi,
Mars, Jupitera, Saturna, Urana a Neptuna, které tvofi rozsah predstavy. Predstava vSak
muZe byt dle definice i neexistujici (bezpredmeétnd), napt. pojem kulaty Ctyfihelnik nebo
raciondlni kofen rovnice x> —2=1 (viz [1, str. 27]). Ndzor je takova predstava, ktera je
jednoducha a ma jediny predmét. Pojem je potom takova predstava, kterd neni nazorem.
Cistd pojmovd véta je takové véta, kterd obsahuje pouze pojmy.

Z vySe uvedeného je tedy zfejmé, Ze Bolzano sam pouZivd puvodné matematické
metody i pro vystavbu logiky. V knize O matematické metodé je v této véci uvedeno jen

to nejzakladnéjsi. Podrobnéji je logicky systém vybudovén v dile Vedoslovi.

3.2 Metodologicka vylepSeni Zdkladii

Bernard Bolzano jizZ v ivodni poznamce potvrzuje kvality Zdkladii a ptiznava hodnotu
systému dukazi. Ty jsou pro konkrétni vétu provedeny vzdy pomoci vét, které jsou do-
kazany drive. Pozitivné hodnoti, Ze diikaz je uveden disledné po kazdém tvrzeni a Ze tyto
diikazy nejsou netdplné, ale opravdu rigorézni, prostiednictvim privedeni tvrzeni
k evidenci — obstarani ndzoru. V piipadé geometrie to znamena vétSinou doplnit obrazec
do néjakého rozsahlejsiho obrazce, ze kterého bude tvrzeni patrné.

Prvni jeho namitkou je, Ze se Eukleides nezabyva dostate¢né dusledné samotnymi z4-
klady geometrie. Pravé u zakladnich pojmi védy navrhuje Bolzano nespoléhat se jen na
intuici, ale provadét diasledny pojmovy rozbor, coz oddé€li vyklad prisné védecky
od vykladu pouze populdrniho. V piipadé geometrie jde o pojmy jako bod, prostor, veli-
¢ina, které mély v ucebnicich jen vagni definici (viz [1, str. 43]). Pfitom ihned pfichazi
s nabizejici se vytkou, pro¢ by vlastné mél ¢lovék objasiovat, co je viem beztak jasné,
a odpovida, Ze kromé¢ jasnosti se musi matematika snazit i o zfetelnost, tedy prokizani
toho, z kterych dil¢ich pojmu si novy pojem nevédomky skladame.

Naptiklad pii vykladu Ctverce se matematik nesmi spokojit jen s konstatovanim, Ze
nakresleny obraz je Ctverec, ale vZdy musi pfivést pojem ke zietelnosti definici, Ze Ctve-
rec je Ctyfdhelnik, ktery ma vSechny strany stejn¢ dlouhé a vSechny thly shodné. Pokud
toto neni mozné, je nutné se spokojit s objasnénim pojmu. Nabizejicim se prostfedkem
k tomu je sepsani vét, ve kterych se dany pojem vyskytuje, pod sebe, ¢imZ bude jeho vy-
znam patrny tak, Ze na jeho misté nemize byt myslen Zadny jiny pojem.
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Kromé povinnosti objasnit kazdy novy pojem Bolzano pozaduje, aby byl objasnén
i kazdy novy matematicky znak, ktery pro jejich oznaceni pouZivame. Jako piiklad uvadi

mocniny a pta se, co nas opraviiuje pouZivat znaky a’,a™,a” (viz [1, str. 41]). Mocnina
¢isla ma prece dpln€ jiny vyznam. Ani ze symbolu +, ktery odpovida slovu plus, nekon-
struuje matematik pojem scitani.

Od pojmi pfechazi Bolzano k analyze dikazi, které musi vychézet z Cistych pojmo-
vych pravd. V tomto vSak doporucuje, aby se matematikové vénovali spiSe objevovani,
pokud k disledné analyze objektivnich souvislosti nejsou prirozené talentovani. V piipa-
dé Eukleida by to znamenalo priizkum moZnosti, Ze také napf. postulaty mozna stoji na
dalSich tvrzenich, ktera je tieba dokazat a kterych mohou byt moznd i stovky
(viz [1, str. 61]). I postulaty maji byt dokazovany (tedy ma byt dokazano, Ze ostatni véty
dané teorie bez nich nelze vyvodit). Ditkkaz by mél v pfisn¢ védeckém vykladu vychazet
z Cistych pojmovych pravd.

Tématem, které nasleduje, je spravné potadi pravd. To by mélo spliovat dvé pravidla
(viz [1, str. 60]):

2. Pri stejném stupni slozitosti objektivnéjsi predchdzi konkrétnéjsi.

Slozitost je zde minéna v tom kvantitativnim smyslu, z kolika dalSich predstav
se pravda sklada. Jako ptiklad Bolzano uvadi vétu o obsazich podobnych mnohothelnika
(maji se k sob¢ jako druhé mocniny jejich stran), kterd by méla byt uvedena pred toutéz
vétou pouze pro trojihelniky. Dalsim pfikladem je binomicka véta (viz [1, str. 60])

(n=1) 5, nn-1)n-2) ,

(l+x)”:]+nx+n > L . x4,

na niZ chce Bolzano demonstrovat piipad, kdy véta sice plati pro n redlné i celé, ale véta
pro n celé je jednodus$si (v tom smyslu, Ze je slozena z méné dalSich vét a pojmi) nez
tatdz véta pro n redlné, a proto by méla tato véta pro n celé byt uvedena pied vétou pro n
redlné. Tretim piikladem v této véci je konstrukce rovnostranného trojihelnika. To, Ze
existuje bod C nad tseckou AB, ktery ma od obou bodti A a B stejnou vzdalenost AB (viz
[1, str. 51] a [2, str. 47]), je pfedpokladem pro to, Ze se dve kruZnice se stiedy v bodech A
a B a polomérem AB v tomto bod¢ C protnou. Nikoliv naopak, jak by se zddlo, Ze bod C
existuje, protoZe se kruzZnice protly. Vlastnosti prostoru (existence tohoto bodu C) tak
museji ve vykladu pfedchazet konstrukci.

Bolzano tvrdi, Ze ve spravném pofadi se objektivni souvislost mezi pravdami ukize
Ctendfi naprosto pfirozen€. Jako piiklad, kdy je objektivni souvislost mezi pravdami
v rozporu s pofadim, v jakém pravdy pozndvame, uvadi gravitacni zdkon. To je Cistd
pojmové pravda, o které se kazdy rozumny ¢lovek zakonité dozvi na zakladé zkusenosti,
totiZ poznanim zemské tize (viz [1, str. 35]). Pii vykladu védy, pokud se ma usilovat
o objektivitu, je nutné, aby pravda pravé vyslovovana vyplyvala z pravd diive zminé-
nych, nebo aby obsahovala pouze pojmy dfive definované. V nékterych piipadech je toto
spravné usporadani v Zdkladech poruseno.

Bolzano nésledné formuluje hypotézu, Ze ndzor moZzna neni v geometrii viibec nutny
a Ze celou geometrii Ize vyvodit z axioml pouze pomoci ur¢ité mnoziny odvozovacich
pravidel (viz [1, str. 56]). Nazor totiZ selhdava v kontaktu s nekone¢nem, coz doklada jim
definovana funkce, kterd je na celém intervalu spojitd, ale pfesto nemd v Zadném bod¢
derivaci. To bylo v matematice jeho doby nepfedstavitelné. Dikazy pomoci evidence
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a nazoru, které jsou u Eukleida pro geometrii klicové, by tak plnily jen pomocnou funkci.
Vsechny véty urcité teorie by mohly byt odvoditelné z urcité mnoziny postulati pomoci
nékolika odvozovacich pravidel, logickych operaci. Toto by navic mohlo byt aplikovano
na jakoukoli jinou védu (viz [1, str. 48]).

Na konci 19. stoleti se poZadavek nové axiomatizace geometrie (a v souvislosti s pa-
radoxy teorie mnoZin i celé matematiky) jevil jiZ jako nutnost. Geometrie ma byt vytvo-
fena pouze na zaklad¢ logiky, nazor témér nebude potieba, to, co uvidime na papite, ne-
bude geometricky objekt, ale pouze demonstrace jeho vlastnosti (viz [4, str. 55]). Tento
pristup umoZni obejit spory a dokdzat vzajemnou nezavislost, iplnost a bezespornost
systému axiomt. Po Davidu Hilbertovi (1862-1943), ktery takto axiomatizoval piede-
v§im aritmetiku a geometrii, aplikovali ve dvacatém stoleti jini védci stejny mechanismus
i na biologii a genetiku. Bez pfimé ndvaznosti se tak uplatiiuji zde zminéna Bolzanova
vylepseni Eukleidovy axiomaticko-deduktivni metody.

4 Zavér

Geometrie bez nazoru, navrZzena Bolzanem, bude aktualni na konci 19. stoleti. Ma
vSak za nasledek to, pfed ¢im varoval Henri Poincaré (viz [5, str. 31]), Ze dokonalé cis-
toty dosdhne matematika jen za cenu vzddleni se od skute¢nosti. Dle Petra Vopénky jsme
i Bolzana navykli nahliZzet z hlediska vitézstvi matematického formalismu. Byla vSak
moZna i jina vychodiska (viz [6, str. 60]).

V dlouhodobéjsi perspektivé budeme hledat spojeni matematického formalismu konce
19. stoleti s mySlenkami Bernarda Bolzana. Dalsi{ mozZnosti je prozkouméani divodd, které
k zdjmu o Bolzanovu osobnost vedly Martina JaSka, objevitele zminéné nederivovatelné
spojité funkce v Bolzanovée pozistalosti.
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