1 CISELNE OBORY

1.1 Zakladni poznatky o mnozinach

Nez pristoupime ke studiu jednotlivych ¢iselnych oborti, pripomenime si zédkladni mnozi-
nové pojmy, které budeme v dalsim textu pouzivat; pro jednoduchost a nazornost budeme
vychazet z jejich intuitivniho pojeti.

Mmnozinou budeme rozumét souhrn libovolnych objektti. Mnozinu povazujeme za ur-
¢enou, je-li mozno o kazdém objektu jednoznac¢né rozhodnout, zda do ni pat¥i, ¢i nikoli.
Kazdy z objektt, ktery patii do dané mnoziny, se nazyva jejim prvkem (elementem).
Mnoziny budeme znacit velkymi pismeny latinské abecedy, napt. A, B, M, apod., prvky
mnozin budeme zpravidla znacit malymi pismeny, napt. a, b, x, apod. Skutecnost, ze a je
prvkem (elementem) mnoziny A, vyjadfujeme zapisem a € A. Neni-li ur¢ity objekt
b prvkem mnoziny A, piSeme b & A.

Obsahuje-li dan&d mnozina alesponi jeden prvek, nazyva se neprazdna mmnozina;
neobsahuje-li zadny prvek, nazjva se prazdna mnoZina a znaci se symbolem (). Mnozina,
kterd ma kone¢ny pocet prvku (tj. mnozina, kterd je prazdna, nebo je pocet jejich prvki
dan pfirozenym ¢islem - viz ¢ast 1.1.2), se nazyva kone¢na mnozina; kazda mnozina,
ktera neni konecnd, se nazyva nekonecna.

Je-li mnozina A kone¢nd, muzeme ji uréit vyctem jejich prvki, které bez ohledu na
poradi vypiSeme a uzavieme do sloZenych zavorek { }, napiiklad A = {1,3,5,7}.

Kone¢nou i nekone¢nou mnozinu muzeme déle ur¢it charakteristickou vlastnosti,
tj. takovou vlastnosti, kterou maji pravé jen prvky zadavané mnoziny. Zjistovani uva-
zované vlastnosti se pfitom provadi v tzv. zakladni (univerzalni) mnoziné U, kterd
obsahuje vSechny objekty, které nas v dané situaci zajimaji. Budeme napiiklad psat:

A={zecU; V(z)}
a fikat: ,A je mnozina v8ech x z mnoziny U, pro kterd plati (kterd maji vlastnost) V(z).“
Mnozinové vztahy a operace

Mnozina B se nazyva podmnozinou mnoziny A, je-li kazdy prvek mnoziny B prvkem
mnoziny A; piseme B C A.

OBR. 1.1 BCA



Napiiklad mnozina B = {3,5,7,9} je podmnozinou mnoziny A = {1,3,5,7,9,11, 13};
mnozina vsech pravouhlych trojuhelnikd je podmnozinou mnoziny wvsech trojihelniki,
apod.

Uvédomme si, ze kazda mnozina je podmnoZinou sebe sama, tj. pro kazdou
mnozinu A plati A C A. Rovnéz plati, Ze prazdna mnoZina je podmnozinou kazdé
mnoziny, tj. pro kazdou mnozinu A plati: ) C A.

MnozZiny A, B povazujeme za sobé rovné (piseme A = B), pravé kdyz A C B
a zaroven B C A, tj. skladaji-li se z tychz prvka.

Sjednoceni AUB mnozin A, B je mnozZina vsech prvku, které patii alespon do jedné
z mnozin A, B. Z definice ihned plyne, Ze sjednoceni libovolné mnoziny A s prazdnou
mnozinou je mnozina A, tj. AUD = A.

Prinik A N B mnozin A, B je mnozina vsech prvkiu, které patii zaroven do obou
mnozin. Prinik kazdé mnoziny A s prazdnou mnozinou je ziejmé prazdnd mnozina,
AN = 0. Mnoziny A, B, pro které plati AN B = (), se nazyvaji disjunktni.

OBR. 1.2  SJEDNOCEN{ A PRUNIK MNOZIN

< Priklad 1

a) Sjednoceni mnozin:
{2,3,4,5,6,7,8} U{1,3,5,7,9,11,13} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13}
b)  Prinik mnozin: {2,3,4,5,6,7,8} N{1,3,5,7,9,11,13} = {3,5,7}
Rozdil A — B mnozin A, B je mnozZina vSech prvkia mnoziny A, které nejsou prvky

mnoziny B. Je-li specialné B C A, hovorime o dopliiku mnoziny B v mnoziné A
a piseme Bjy.

A

OBR. 1.3 Ro0zDIL A DOPLNEK MNOZIN



< Priklad 2

a)  Rozdil mnozin: {2,3,4,5,6,7,8} —{1,3,5,7,9,11,13} = {2,4,6, 8}
b)  Doplnék mnoziny B = {3,5,7,9} v mnoziné A ={1,3,5,7,9,11,13}:

B, = {1,11,13}.

1.2 Druhy cisel

Zopakujme si, Ze jsme se jiz setkali s nasledujicimi druhy ¢isel (pod nézvem je vzdy uveden
symbol, ktery budeme v dalsim pro danou mnozinu pouzivat):

OBR. 1.4 VZTAHY MEZI JEDNOTLIVYMI DRUHY CiSEL

OBr. 1.5 NCZCQCR



Protoze presné matematické definice jednotlivych ¢iselnych obort jsou pomérné slozité,
nebudeme je zde uvadét, ale zistaneme opét jen u intuitivniho pojeti. Nejprve budeme
uvazovat obor realnych cisel, kterd umoznuji vyjadieni vysledkti méteni délek, obsahi,
objemtl, fyzikalnich stavi téles a jejich zmén apod. Realna cisla lze znézornit pomoci
¢iselné osy: kazdé realné ¢islo odpovida prave jednomu bodu této primky a naopak, kazdy
bod c¢iselné osy odpovidé pravé jednomu realnému cislu.

1.3 Zakladni pocetni operace a jejich vlastnosti

Skutecnost, ze dva symboly, naptiklad a, b, predstavuji totéz ¢islo, vyjadiime tim, Ze mezi
né zapiseme znak rovnosti = zvany také rovnitko; v nasem piikladu a =0 (Cteme a
je rovno b). Vztah vyjadfeny timto zapisem se nazyva rovnost ¢isel. Neplati-li a = b,
piseme a # b a fikame, Ze a je rtizné od b.

Zakladni pocetni operace jsou s¢itani a nasobeni, které kazdym dvéma cislam a, b
dané mnoziny ¢isel pfifazuji pravé jedno ¢islo a + b (¢teme a plus b) zvané jejich soucet
a pravé jedno ¢islo a-b nebo kratce ab (Eteme a krat b) zvané jejich soucin. Cisla a,
b se v prvnim pripadé nazyvaji s€itanci, v druhém cCinitelé:

6+3 =9 6.3 =18
V2 RN /ST N
sCitanec sCitanec  soucet Cinitel Cinitel soucin

Mnozina vSech cisel urcitého druhu, ve které jsou definovany bez omezeni operace
s¢itani a nasobeni, se nazyva obor ¢isel (ptiklady obort ¢isel jsou uvedeny v predchozi
Césti).

K zakladnim pocetnim operacim se zavadéji operace inverzni, tzv. od¢itani a dé-
leni, které dvéma ¢islim z daného oboru pfifazuji ¢islo zvané jejich rozdil a ¢islo zvané
jejich podil: Rozdil @ — b (¢teme a minus b) ¢isel a, b je takové ¢islo z, pro které plati

b+ x = a ; ¢islo a se nazyva mensSenec, ¢islo b mensitel. Podil a : b ¢i % (¢teme a
déleno b ¢i a lomeno b; druhy vyraz se nazyva zlomkem) ¢isel a, b, kde b # 0, je takové
¢islo x, pro které plati b-x =a ; ¢isla a, b se nazyvaji délenec a délitel, u zlomku
Citatel a jmenovatel:

6—3=3 16:3=2]
ST N SN
mensenec mensitel  rozdil délenec délitel  podil

Soucin n ¢initelt vesmés rovnych ¢islu a se znaci symbolem a™ nazyva se n-ta moc-
nina ¢isla a, operace prifazujici danému ¢islu jeho n-tou mocninu se nazyva umocno-
vanti; ¢islo a se nazyva zaklad ¢i mocnénec, Cislo n exponent ¢i mocnitel:

n ¢initell



Pro n = 0 polozme a° = 1.

Cislo b, pro které plati b" = a (a eventualné nékteré dalsi podminky — viz déle), se
nazyva n-tou odmocninou ¢isla a; znaci se symbolem {/a. P¥islu$na operace se nazyva
odmocnovani, symbolu \/ se fika odmocnitko.

Matematické zapisy, kterymi vyjadiujeme pocetni vykony, jez maji byt provedeny,
a poradi, v jakém se tak ma stat, nazyvame pocetni vyrazy. PTi zapisovani pocetnich
operaci se dodrzuje nasledujici dohoda: nejsou-li v daném pocetnim vyrazu zavorky, prova-
dime nejprve umocnovani a odmocnovani, pak nasobeni a déleni a poté s¢itani a odcitani.
Jsou-li zde zavorky, provadime nejprve operace v zavorkach; je-li zde vice typt zavorek,
provadime nejprve operace v zavorkach, které jsou uvniti ostatnich.

V oboru realnych c¢isel plati nasledujici tvrzeni o pocCetnich operacich:

Pro kazda tfi realna cisla a, b, c¢ plati:

(U) Soucet a + b je realné ¢islo Soucin a - b je realné ¢islo
(A) a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
(K) at+b=b+a a-b="b-a

(D) a(b+c) =ab+ ac

(N) a+0=a l-a=a

Vlastnost (U) znamend, Ze obor redlnych ¢isel je uzavieny na s¢itani a nasobent;
vlastnosti (A) se fikd asociativnost s¢itani a nasobeni (s¢itance pfi souétu muzeme
libovolné sdruzovat, stejné tak Cinitele pii soucinu); vlastnosti (K) se ikda komutativ-
nost s¢itani a nasobeni (poradi sé¢itanci pfi sou¢tu muzeme zameénit, stejné tak poradi
Ciniteld pfi soudinu); Fadek oznaceny jako (N) zarucuje existenci tzv. neutralnich prvki
- ¢isel 0 a 1. Déle plati nasledujici tvrzeni:

(i) Ke kazdému realnému ¢islu a existuje v oboru R pravé jedno opac¢né
¢islo —a takové, ze a + (—a) = 0.
ii) Ke kazdému realnému cislu a 0 existuje v oboru R pravé jedno
] p J
prevracené (inverzni) ¢islo % takové, Ze a - % =1
iii) Pro kazda tii realna ¢isla a, b, ¢ plati: a = b prave kdyz a +c = b+ c.
p b Y
(iv)  Soudin realnych ¢isel a, b je roven nule, pravé kdyz alesponi jedno z nich
je rovno nule: ab =0 praveé kdyz a = 0 nebo b = 0.

V oboru realnych ¢isel jsou déle zavedeny vztahy nerovnosti: , je mensi nez“ (znaci
se symbolem <) a ,je vétsi nez*“ (znad¢i se >), piicemz pro kazda dvé redlnd ¢isla plati:
a < b pravé kdyz b > a. Témito vztahy je v oboru realnych c¢isel dano usporadani, které



ma nasledujici zakladni vlastnosti:

(v) Pro kazda dvé realna ¢isla a, b plati pravé jeden ze vztahu:

a<b, a=0b, a >0

(vi) Pro kazda tfi redlna ¢isla a, b, ¢ plati:
Je-li a < b a zarovenl b < ¢, pak a < c.
Je-lia<b, paka+c<b+ec.

Je-li a < b a zaroven ¢ > 0, pak ac < be.

Chceme-li vyjadrit, ze a < b nebo a = b, piseme a < b; je-li @ > b nebo a = b,
piseme a > b. Redlna ¢isla a > 0 se nazyvaji kladna ¢isla, ¢ < 0 zaporna ¢isla, a > 0
nezaporna cisla a a < 0 nekladna ¢isla.

Pozdéji budeme potiebovat jesté dalsi vlastnosti usporadani, které 1ze snadno vyvodit
z vyse uvedenych zakladnich tvrzeni:

(vii) Pro kazda ¢tyfi redlnd ¢isla a, b, ¢, d plati:
Je-li a < b a zaroven c < 0, pak ac > be.
Je-li a < b a zéroven ¢ < d, pak a + ¢ > b+ d.
Je-li 0 < a < b a zaroven 0 < ¢ < d, pak ac < bd.
Je—li0<a<b,pak%<%.
(viii)  Sou¢in (podil) dvou realnych ¢isel a, b je kladny, pravé kdyz jsou bud
obé cisla kladna, nebo obé zaporna.

(ix) Soucin (podil) dvou reédlnych ¢isel a, b je zaporny, pravé kdyz je jedno
z nich kladné a jedno zaporné.

Reéln4 cisla jsme zvykli znézornovat pomoci ¢iselné osy. To ndm umoznuje nasledu-
jici tvrzeni:

(x) Existuje zobrazeni mnoziny R na pfimku, které ma tyto vlastnosti:

a) Je vzadjemné jednoznacné, tj. obrazem kazdého realného cisla
je pravé jeden bod primky a naopak, kazdy bod primky je
obrazem pravé jednoho realného ¢isla.

b) Jsou-li a, b, ¢ libovolna reélna ¢isla, pro ktera plati a < b < ¢,
pak obraz ¢isla b lezi na primce mezi obrazy cisel a, c.

Pii grafickém znazornéni realnych ¢isel na Ciselné ose zvolime pfimku x a na ni
dva rizné body, z nichz jeden prohlasime za obraz ¢isla 0, oznac¢ime jej stejnym symbolem
a nazveme jej poc¢atkem, druhy zvolime za obraz ¢isla 1, oznacime jej rovnéz symbolem



1 a nazveme jej jednotkovym bodem. Pfimce x se pak fika Ciselna osa; jeji poloha se
obvykle voli vodorovna a bod 1 se na ni voli vpravo od poc¢atku 0.

Kazdému redlnému ¢islu a se na ¢iselné ose pritazuje bod zvany obraz ¢isla a, ktery
budeme znacit stejné. Kladné ¢islo a se pfitom zobrazuje na polopiimku ’01’ tak, ze
vzdalenost obrazu od poc¢atku je rovna ¢islu a (tj. a krat velikost jednotkové tsecky '01°),
obraz zaporného cisla b lezi na polopfimce opacné k polopiimce '01’ a jeho vzdalenost
od pocatku 0 je rovna ¢islu —b. Polopfimka ’01’ se proto nazyva kladna poloosa (obvykle
je opatfena Sipkou), polopiimka opacné k polopiimce 01’ se nazyva zaporna poloosa.
Pro jednoduchost se o redlnych ¢islech ¢asto hovoii pfimo jako o bodech ¢iselné osy.

|b|=[-al=]a] |a]
pu N — A ~ R

b=—a<0 0 1 a>0
OBR. 1.6 ZNAZORNENI REALNVCH CISEL NA CISELNE OSE

Diilezitym pojmem je absolutni hodnota realného ¢isla a, ktera se znaci symbolem
|a| a je definovana takto:

a, je-li a>0,
la] =
b, je-li a<O0.

Absolutni hodnota nezaporného cisla je tedy dané ¢islo samo, absolutni hodnota za-
porného c¢isla je ¢islo k nému opac¢né — kdo si neni jist s timto pojem, miize se na toto
misto vratit po precteni casti 1.5 pojednavajici o celych cislech.

Jak je naznaceno na obrazku (7), v grafickém znazornéni redlnych ¢isel na ciselné ose
predstavuje absolutni hodnota |a| vzdalenost obrazu ¢isla ¢ od pocatku; |a — b|
pak predstavuje vzdalenost obrazu c¢isel a, b. Pro ilustraci si na ¢iselné ose znézor-
néme nékolik konkrétnich ¢isel a jejich absolutni hodnoty (staci si uvédomit, Ze napiiklad
vzdalenost ¢isla —3 od pocatku je rovna tfem, stejné jako vzdalenost cisla 3, podobné
vzdélenost mezi ¢isly 2 a 4 je rovna 2):

|-3]=3 13]=3

| ( | | Y | | N |
0

OBR. 1.7 GEOMETRICKY VYZNAM ABSOLUTNI{ HODNOTY - ILUSTRACNI PRIKLAD

< Priklad 3. Vypocitejte:

a) |42] c) |17 —21| e) |21 —17|— |21 — 26|
b) | — 42| d) [21-17] — |21 — 25 f) (21 —17) — (21 — 26)]
Reseni
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a) 42 > 0, proto |[42| = 42
b) —42 < 0, proto | — 42| = —(—42) = 42

d) |21 —17|— 21— 25| = [4] — | —4| =4 —4=0
e) 21 —17| — 21 — 26| = [4] — | = 5| =4 —5 = —1

)
)
) 17—21|=|—4 =4
)
)
£) (21 = 17) — (21 — 26)| = |4 — (=5)| = [9| = 9

1.4 Obor prirozenych cisel

Ptirozena cisla slouzi k vyjadieni po¢tu osob, zvirat, predmétt aj., obecnéji poctu prvki
kone¢nych neprazdnych mnozin. Pfirozené ¢islo - uvazujme napiiklad ¢islo 3 - mizeme
chapat jako spolecnou vlastnost néasledujicich mnozin:

oK T

&/

OBR. 1.8 PRIROZENE ¢iSLO 3 JAKO SPOLECNA VLASTNOST TRIPRVKOVYCH MNOZIN

Obor pfirozenych ¢isel je uzavieny na sc¢itani a nasobeni, pocetni operace spliuji
podminky (A), (K) a (D) uvedené v ¢asti 1.3. Nulu nebudeme povaZovat za pfirozené
Cislo; ¢islo 1 mé vlastnost (IN) pro nasobeni.

Obor pfirozenych ¢isel vSak neni uzavieny na odcitani (ne vzdy je rozdil dvou
pfirozenych ¢isel prirozené ¢islo, napf. 2 — 5 = —3) ani na déleni (napt. 2 : 5 = 0,40 neni
pfirozené ¢islo). V oboru piirozenych ¢isel k zadnému ¢islu neexistuje ¢islo opac¢né
ani prevracené.

Pfirozena ¢isla jsme zvykli zapisovat v pozicni ¢iselné soustavé o zakladu deset,
neboli v desitkové soustavé. K tomu pouzivame deset ¢islic: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, jejichz vyznam zavisi na jejich umisténi & pozici. Cislice zapisujeme za sebe v poradi
zprava doleva a postupné tak udavame, kolik dané ¢islo obsahuje jednotek, desitek, stovek,
tisici, desetitisicti, statisicli, miliont, . . ., tedy nultych, prvnich, druhych, ..., Sestych, ...
mocnin ¢isla 10. Jisté vite, ze naptiklad skupina cislic

387956
vyjadiuje ¢islo obsahujici 6 jednotek, 5 desitek, 9 stovek, 7 tisic, 8 desetitisic a 3 statisice:
3-100000 + 8-10000 + 7-1000 4+ 9-100 + 5-10 + 6-1
= 3-10° + 8-10* + 7-10® + 9-10®° + 5-10' + 6- 10°

Pravé uvedeny vyraz se nazyva rozvinuty zapis daného cisla v desitkové sou-
stavé, zapis 387956 se nazyva zkraceny.
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Obecné lze kazdé prirozené ¢islo a vyjadiit pravé jednim zptisobem ve tvaru
a=ay 10"+ ap_1-10"" 4+ 4 a1 - 10" 4 ao - 10°,

neboli ve zkraceném zapisu
a = aplp—1...a109 ,

kde n je prirozené ¢islo nebo nula, a,, a,—1, ..., ai, ag jsou nékterd z ¢isel 0, 1, ..., 9

) sy Un—1, ) PR(] y 4y ) Iy
piicemz a, # 0. Cislo a; se nazyva ¢islice (cifra) ¥adu i éisla a, &islo 10 se nazyva
jednotka radu i.

Kromé desitkové soustavy se casto setkavame i se soustavou Sedesatkovou, dvojkovou
a prilezitostné i s nékterymi dalsimi; témto soustavam se budeme vénovat v druhé casti
modulu, a to v podkapitole 77.

1.5 Obor celych cisel

Je ztejmé, Ze si ¢lovék nemohl dlouho vystacit jen s pfirozenymi ¢isly. Stac¢i si predsta-
vit statniho urednika, ktery zaznamenava piijmy do statni pokladny: jakmile méa zapsat
i dluhy, musi si pomoci bud jinou barvou (jako tomu bylo napiiklad ve staré Cing), anebo
zépornym znaménkem — jakmile obdrzi stejnou ¢astku zpét, dluh bude vynulovan (od-
mysleme si na chvilku troky).

O néco vice matematicky: vidéli jsme, Ze obor prirozenych ¢isel neni uzavieny na
od¢itani (napt. 2—5 = —3 neni pfirozené ¢islo) a ze k zddnému piirozenému ¢islu v tomto
oboru neexistuje prvek opa¢ny. Tuto obtiz odstranime tim, Ze obor prirozenych ¢isel
rozsifime o nulu a o €isla opa¢na k pfirozenym ¢islim (celd zaporna ¢isla). Ziskdme
tak obor celych cisel Z, ktery je uzavieny na s¢itani, nasobeni a od¢itani, plati v ném
(A), (K), (D) a (N) a ke kazdému prvku a € Z existuje v tomto oboru opa¢ny prvek
—a € Z.

< Priklad 4
a) Opacné ¢islo k ¢islu 5 je —5.
b) Opacné ¢islo k ¢islu 0 je 0.
c) Opacné ¢islo k ¢islu —5 je —(—5) a to je b.

Pro pocitani s opacnymi c¢isly plati nasledujici pravidla:

0—a=—a —(—):a (-1)-a=—a
—(a+b)=—-a-10 (—a)-(=b) = a—(=b)=a+b
—(a-b)=(—a)-b a-(=b) = b a+(=b)=a—>b

1.6 Obor racionalnich ¢isel

Obor celych ¢isel Z neni uzavieny vzhledem k operaci déleni. Mizeme jej vsak rozsirit
na obor racionalnich cisel Q, ktery je tvofen pravé témi Cisly, jez lze vyjadiit ve
tvaru zlomku £, kde p je celé é&islo a ¢ je ¢islo pfirozené. Pfipometime si zdkladni

. .4
terminologii:
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Citatel
p
q

/
~—— zlomkova ¢ara
\

jmenovatel

Situaci, v nichz jsou raciondlni ¢isla nezbytna, si kazdy z nas jisté dokaze predstavit li-
bovolné mnoho: jakmile potiebujeme rozdélit celek na ¢asti, métit veli¢iny ve stanovenych
jednotkach, vyjadrit volebni preference ...

Zapis £, neni jednoznaény — kazdé raciondlni &islo lze vyjadiit dokonce nekonecéné

mnoha zpusoby, napi.:
3 6

9 12

478 12 16

Mezi vSemi témito zpiisoby vyjadieni existuje jediné, které méa tu vlastnost, ze citatel
i jmenovatel jsou nesoudélna ¢éisla (jejich spoleény délitel je roven 1), v nasem piikladu
%; toto vyjadreni racionélniho ¢isla se nazyva vyjadreni v zakladnim tvaru.

Uvedené zlomky lze prevést jeden na druhy pomoci operaci rozsifovani a kraceni.

Pripomenime, Ze rozsifovanim zlomku % nenulovym ¢islem ¢ se rozumi uprava

< Priklad 5
1
Vyjadrete v zédkladnim tvaru racionalni ¢isla: n ; 0,4; —3,5; 2,75.
Resent

Zadana cisla vyjadiime ve tvaru zlomku, jehoz citatelem je prirozené cislo nesoudélné
se jmenovatelem:
15 5-3 35 7 275 11

5 4 2
G =3 3=55 OGd=g=g; 35=-5=3; 2T=75=7"

Usporadani a operace v oboru racionalnich cisel

Racionalni ¢isla vyjadiena zlomky v zakladnim tvaru 7(—3 a % porovnavame tak, ze

je prevedeme na zlomky se stejnym jmenovatelem g¢s, tj.

p_»ps A

q qgs s qs’

a porovname Citatele ps, ¢gr (méjme na paméti, ze v zdkladnim tvaru je p,q > 0):

13



< —, prave kdyz ps <qr,

= —, pravé kdyz ps=qr ,

IV QI
V)

pravé kdyz ps > qr .

Q3

< Priklad 6

7 10 25 12
Porovnejte zlomky: a) o 13 ) 7= 35"

Resent

a) Oba zlomky jsou v zdkladnim tvaru, pfevedeme je na zlomky se jmenovatelem

11-13 = 143 :
_713 91 10 1001110 7 10
11 11-13 143 13 13-11 143’ % 11°13°

b) Zlomky nejprve pievedeme do zdkladniho tvaru zkracenim:

25 25

75 3-25

1 12 12 1 ted 25 12
_ I — — e _ = —,
3 36 12-3 3 0 75 36
Zlomky % a + sCitame (odc¢itame) tak, ze je pfevedeme na zlomky s tymz jmeno-
vatelem; soucet (rozdil) zlomkd s tymz jmenovatelem je zlomek s tymZ jmenovatelem,
v jehoz citateli je soucet (rozdil) ¢itateli obou zlomki:

Jak vime jiz ze zdkladni skoly, nejsou-li zlomky ](—'; a ¢ v zékladnim tvaru, staci je prevést

na zlomky, v jejichZ jmenovateli je nejmensi spoleé¢ny jmenovatel obou zlomkd, tj.
nejmensi spolec¢ny nasobek ¢isel ¢, s.

Zlomky ](—'; a % nasobime tak, Ze soucin ¢itateli lomime soucinem jmenovateli, a dé-

lime tak, Ze prvni zlomek (délence) nasobime prevracenou hodnotou druhého zlomku
(deélitele):

T ps+qr p T pS

s qgs q s qr

p
q

14



Zlomek, v jehoZ ¢itateli nebo jmenovateli je zlomek, se nazyva sloZzeny zlomek. Pro-
toze se vsak nejedna o nic jiného nez o jiz znamé déleni zlomki, prevede se slozeny zlomek
snadno na zlomek jednoduchy:

Sl

o
Ql o

QUl O

Kazdy zlomek, ktery je vétsi nez jedna, miizeme zapsat jako soucet celého ¢isla a zlomku,
ktery je je mensi nez jedna. Vynechame-li v tomto zapise znaménko + , obdrzime smi-
Sené ¢islo (rovné puvodnimu zlomku). U zaporného racionalniho ¢isla vyjadiime timto
zpusobem jeho absolutni hodnotu a takto vznikly slozeny zlomek opatfime zapornym
znaménkem, napf.:

19 5 5 19 5 5
— =24+ _-=2= ——=—24=)=-2=
7 +7 7 7 (+7) 7
<« Priklad 7
5 3 5 5 5 1 3
ctéte: (= 4+1) - = — (=——= | :=+2|=-—=].
Vypoctéte <6—|—> 5 <8 12) 3+ <3 5)
Reseni
5 3 5 5 5 1 3
—+1)-==(=—= -4+ 2(=-—=) =
<6+> 2 <8 12) 3+ 3 5)
5 -2 — 11 —4
5463 30-20 3 ) 5-9 U 3 W N, —4_
6 2 48 5 15 p 2 X 5 15
11 1 8 330—-15-64 251
48 15 120 - 120
Racionalni ¢islo a € Q zapisujeme
= zlomkem p , kde p je celé ¢islo a ¢ prirozené cislo
q
= desetinnym rozvojem tvaru
a a an,
a::tao,alag...an---::I:(ao—l—ﬁ—l—l—oi—l—---—l—ﬁ—l—---),

kde vsechny koeficienty a; jsou nezéaporna cela ¢isla, proi > 1 jenavic 0 < a; < 9;
znaménko + plati pro a > 0, znaménko — pro a < 0.

Racionalni ¢isla maji dva druhy desetinnych rozvoji:

“ konecny desetinny rozvoj — dané ¢islo lze v tomto pripadé vyjadiit jako

. Py R c . Py . o P
desetinné cislo, tj. ¢islo tvaru —, kde ¢ je celé ¢islo a n je prirozené

10
¢islo),

15



= nekonecny periodicky desetinny rozvoj, tj. nekoneény desetinny roz-
voj, v némz se opakuje urcitd skupina dislic zvand perioda rozvoje;
perioda se pii zapise vyznacuje pruhem.

< Priklad 8

7
Zapiste desetinnym cislem zlomek 95 -

Reseni. Zadany zlomek lze snadno pfevést na zlomek, jehoZ jmenovatel je mocninou
¢isla 10:
7 7 7.23 7.23 56 56

125 58 5%.23  (5-2)3  10° 1000
Ke stejnému vysledku vzdy dojdeme také tim, ze vydélime citatele jmenovatelem
zlomku:

= 0,056 .

7 :125 = 0,056
70
700
750
0

Vsimnéme si, ze rozsifenim lze na zlomek se jmenovatelem rovnym mocnin€ ¢isla 10

prevést jen takovy zlomek, v jehoz jmenovateli jsou pouze mocniny ¢isel 2 a 5.

< Priklad 9

7

Ve tvaru desetinného rozvoje zapiste zlomky: a) 63 b) vl
Reseni

Z4adny ze zadanjch zlomk® neni mozné rozsiiit tak, aby byla ve jmenovateli pouze
mocnina ¢isla 10 (63 = 7 - 3%, 44 = 2% . 11); neni je proto mozné vyjadfit desetin-
nym ¢islem. Pti déleni mtzeme v obou pripadech pokracovat libovolné dlouho, zbytek
je stale nenulové cislo. Protoze se ve vypoctu zacnou opakovat zbytky, opakuje se
v desetinném rozvoji ¢isla stejna skupina ¢islic, tzv. perioda. Pti zapise ¢isla se nad
periodou vyznaci pruh a dale se tyto cislice nepisi:

a) 7:63=01111... =0,1 b) 13 : 44 = 0,2954545... = 0,2954
70 130
70 420
70 240
70 200
240
200

Potiebujeme-li porovnat racionalni ¢isla zapsana zlomky a raciondalni ¢isla zapsana

desetinnymi rozvoji, staci zlomky vyjadrit desetinnymi rozvoji, anebo naopak:

< Priklad 10

16



9
Usporadejte dana racionalni ¢isla od nejmensiho k nejvétsimu: 5’ 20 0,46 .

Reseni

Vyjadiime-li vSechna zadana ¢isla desetinnymi rozvoji, ziskame:
7 - 9 9 7 _
_— = 4 N _— = 4 M 4 N -_— = 4: 4 -— = 4 .
B 0,46; 20 0,45; 0,46; tedy 20 0,45 < 0,46 < B 0,466

Vyjadiime-li vSechna zadana ¢isla ve tvaru zlomku porovnénim jednotlivych dvojic

zlomki obdrzime opét:

9 6 923 7
g = b T
50 < U0= 100 T 50 < 15

1.7 Obor realnych cisel

Realnymi ¢isly rozumime ¢isla vyjadiujici velikosti tsecek, ¢isla k nim opa¢né a nulu.
Jak jiz bylo feceno, kazdé realné cislo je graficky znazornéno na ¢iselné ose prave jednim
bodem a naopak, kazdy bod ¢iselné osy je obrazem pravé jednoho realného cisla.

Kazdé realné cislo je bud racionalni, anebo iracionalni. Iracionalni ¢isla nelze
vyjadrit ve tvaru zlomku %, kde p je celé a ¢ prirozené ¢islo; jejich zapis v desitkové sou-
stavé je nekonec¢ny neperiodicky. V konkrétnich numerickych vypoctech vzdy pracu-
jeme jen s pribliznymi hodnotami iracionalnich ¢isel — pripomenime si proto pravidla pro
zaokrouhlovani realného ¢isla a daného desetinnym rozvojem a = +ag,aias...a,...
na jednotku (misto) fadu n :

= V desetinném rozvoji ¢isla a vynechdme za desetinnou ¢arkou vsechny cislice
radi nizsich nez n, tj. ¢islice vpravo od a,; v celém ¢isle a tyto cislice nahradime
nulami.

= Je-li prvni z vynechanych ¢islic

< 1,2, 3, 4, pak se posledni ponechana ¢islice (fadu n) neméni,
= 5, 6,7, 8,9, pak se posledni ponechana cislice zvétsi o 1.

Cislo @ ziskané zaokrouhlenim se nazyva zaokrouhlené é&islo nebo zaokrouhlena
hodnota ¢isla a a pouziva se zapis a = @ (Cteme: a je pfiblizné (po zaokrouhleni) rovno
a).
< Priklad 11

a) 3248,5653 = 3248, 57 (zaokrouhleno na setiny)
) 3248,5643 = 3248, 6 (zaokrouhleno na desetiny)
c) 3248,5643 = 3249 (zaokrouhleno na jednotky)
) 3248,5643 = 3200 (zaokrouhleno na stovky)

Intervaly
Interval je podmnozina mnoziny vSech realnych cisel, ktera se na c¢iselné

ose zobrazi jako usecka, polopfimka nebo pfimka, pricemz krajni body
usecky a pocatecni bod polopiimky k ni mohou, ale nemusi patfit.
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Druhy intervali:

< Interval omezeny (na ¢iselné ose je znazornén tseckou)

= Uzavieny (Gsecka, kterd jej znazortiuje, obsahuje oba koncové body)
oznaCeni: (a,b) ={r € Rja <z < b}

grafické znazornéni: N
a b x

= Polouzavieny (tsecka obsahuje jen jeden z koncovych bodi)
oznaceni: (a,b) ={r € Rja<x <b}, (a,b) ={r €Rja <z <b}

grafické znazornéni:

Ag O 4

a b x a b x
= Otevieny (tsecka neobsahuje zadny koncovy bod)
oznaceni: (a,b) = {z € Rja <z < b}

grafické znazornéni:
a b x

= Neomezeny (na ¢iselné ose je znazornén piimkou nebo polopiimkou)

= Neomezeny zprava (od a do nekonecna)
oznaceni: (a,4+00) ={r € Rjx >a}, (a,+o0)={x € R;z > a}

grafické znazornéni:

= Neomezeny zleva
oznaceni: (—o00,b) = {r € Rjx <b}, (—o00,b) ={x € Rjz < b}

grafické znazornéni:

b x b x
= Oboustranné neomezeny

oznaceni: (—o0,+00) =R

grafické znazornéni:

< Priklad 12

18

Urcete a zobrazte na ¢iselné ose sjednoceni a prinik intervalii:
a) (1,3), (-1,2) b) (1,3), (3,5) c) (1,3), (3,5)
Reseni
Pro nézornost znazornime zadané intervaly nad redlnou osou, hledané sjednoceni, resp.
prunik vyznacime silnou carou.



a) = : : = : = : : = :
—1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
(1,3)uU(-1,2) = (-1,3) (L1,3)Nn(-1,2) = (1,2)
b) : : : : : : : : : :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(1,3) U (3,5) = (1,5) (1,3) N (3,5) = {3}
¢) : : : : : : : : : :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(1,3) U (3,5) = (1,5) (1,3)N(3,5) =10

1.8 Obor komplexnich ¢isel

Jiz ze stfedni Skoly vime, Ze napt. velice jednoduché algebraicka rovnice 2 +1 = 0 neméa v
mnoziné R feSeni. Snaha, vytvorit takovy obor ¢isel, v némz by kazda algebraicka rovnice
méla Teseni, vedla k vytvoreni mnoziny komplexnich ¢isel. Mnozinu komplexnich c¢isel
budeme v dalsim textu znacit symbolem C.

Mnozinu realnych ¢isel R rozsifime na mnozinu komplexnich ¢isel C takto. Nejdfive
pridame k mnoziné R dislo, které budeme znacit ¢ a které definujeme pozadavkem, aby
spliiovalo rovnost i2 = —1. Cislo 4 budeme nazyvat imaginarni jednotkou. Pak pfiddme
vSechna ¢isla tvaru x + iy, kde x, y jsou redlna ¢isla a ¢ je imaginarni jednotka. Takto
utvorena ¢isla budeme nazyvat komplexnimi ¢&isly. Cislo # nazjvame reilnou ¢asti
komplexniho ¢isla z = x + iy a znaCime je Rz; Cislo y nazyvame imaginarni c¢asti
komplexniho ¢isla 2z = = + iy a znacime je Jz. Komplexni ¢islo, jehoz redlna cast je
rovna nule, nazfvame ryze imaginarnim ¢&islem. Cislem komplexné sdruzenym ke
komplexnimu ¢islu z = x + iy nazyvame ¢islo Z = x — iy. (Reélné ¢asti obou ¢isel jsou si
rovny, imaginarni se lisi ve znaménku.)

Rovnost dvou komplexnich ¢isel se definuje tak, ze dvé komplexni ¢isla jsou si rovna
pravé tehdy, kdyZz se rovnaji jejich realné i jejich imaginarni ¢asti.

Pro imaginarni jednotku zfejmé plati rovnosti

Z‘4k — 17 Z'4k7+l —

27 Z‘4k’+2 — _1’ i4k+3 —

—1, ke, (1.1)
kde symbol Z zde i vSude v textu bude znacit mnozinu vSech celjch cisel.

Kazdé komplexni ¢islo z = = + iy je jednoznac¢né urceno usporadanou dvojici redlnych
&sel (x,y). Tato dvojice uréuje v roviné R? s kartézskou soustavou soufadnic pravé jeden
bod, ktery mé soutadnice (x,y). Také obracené, kazdé usporddané dvojici (x, y) soufadnic
néjakého bodu roviny R? mtizeme piitadit pravé jedno komplexni ¢islo z = z +4y. Dostali
jsme tak vzajemné jednozna¢ny vztah mezi rovinou R?* a mnozinou komplexnich &sel C.
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Budeme proto i komplexni ¢isla chapat jako body v roviné a tuto rovinu budeme nazyvat
rovinou komplexnich ¢isel, nebo také komplexni rovinou C. Pfimku

{z€C|J2=0}, resp. {z€C|Rz=0}

nazyvame realnou, resp. imaginarni osou komplexni roviny C.

y=J7z A
VA S : z=x+t1y
BV
¥ é x=NRz
: >
@) X

OBR. 1.9 ZOBRAZEN{ KOMPLEXNIHO GISLA V KOMPLEXN{ ROVINE

Modul komplexniho ¢isla
Cislo

|2| = V2Z = /22 + 2 (1.2)

je tzv. modul (absolutni hodnota) komplexniho ¢isla z = x+iy. Ziejmé je |z| € (0, 00).
Kazdé komplexni ¢islo, jehoz modul je roven 1, se nazyva komplexni jednotka.

Hlavni hodnota argumentu

Dtlezitou roli v celé analyze komplexni proménné mé velikost orientovaného thlu,
ktery svira kladna realna poloosa a privodi¢ bodu z # 0 v komplexni roviné. Toto ¢islo
se obvykle zna¢i symbolem ¢ a zpravidla se pozaduje, aby lezelo v intervalu (—m, 7).
Tento thel ¢, ktery je prifazen kazdému nenulovému komplexnimu ¢islu z, nazyvame
hlavni hodnota argumentu komplexniho éisla z. Nékdy se misto intervalu (—m, 7) voli
interval (0, 27). Pro hlavni hodnotu ¢ argumentu komplexniho ¢isla z se pouziva oznaceni
arg z. Jelikoz kazdému nenulovému komplexnimu ¢islu z je prifazena pravé jedna hlavni
hodnota argumentu arg z, mizeme arg z chapat jako realnou funkci komplexni proménné,
definovanou na mnoziné C\ {0}, nebo také jako realnou funkci dvou reélnych proménnych.
Explicitné ji mizeme definovat piedpisem:
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( ) .
T + arctg = pro vSechna x <0,y >0,
x

5 pro vSechna x =0,y > 0,

argz = { arctg y pro vSechna = >0,y € R, (1.3)
x

5 pro vSechna = =0,y <0,

1
| T+ arctgi pro vSechna z <0,y <0.
T

Pomoci hlavni hodnoty arg z nenulového komplexniho ¢isla miizeme definovat neko-
nec¢né mnoho dalsich hodnot argumentu tohoto ¢isla z, a to pfedpisem

Arg,z = argz + 2kw, k€ Z. (1.4)

Ziejmé Arg,z € ((2k — 1), (2k + 1)7) a Arg,z = arg z. Takto definované funkce Arg, z,
jejichz defini¢nim oborem je C\ {0}, nazyvame jednoznaénymi vétvemi argumentu.
Funkce arg z se nazyva hlavni vétev argumentu.

Zapis komplexnich ¢isel

Kazdé komplexni ¢islo z # 0 l1ze zapsat pravé jednim zpusobem v jeho tzv. kartéz-
ském (algebraickém) tvaru

z=z+ 1y (1.5)

nebo v tzv. goniometrickém (polarnim) tvaru

2 = |2|(cos p + isin ) = |z]cos o + i|[sin g (1.6)

7 goniometrického tvaru komplexniho ¢isla z plynou rovnosti

coswzizL singpzizL (1.7)

A Ve ERV

Uvedeme jesté treti, tzv. exponencialni tvar komplexniho ¢isla

R (1.8)

~
~

Z )
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kde komplexni funkci redlné proménné e*¥ definujeme pomoci tzv. Eulerova vztahu

e =cosp+ising, ¢ €R. (1.9)

<« Priklad 13
Vyjadieme komplexni ¢slo 2 = 1 + i1/3 v goniometrickém a exponencidlnim tvaru.

Reseni. Nejdiive vypoc¢teme modul |z| a hlavni hodnotu argumentu ¢ = arg z. Podle
(1.2) je |z| = /1 + 3 =2. Pro hodnotu ¢ podle (1.7) musi platit

1 3
cosgpzé, sing0:7, —T< <.

Odtud dostéavame ¢ = 7/3. Podle (1.6) goniometricky tvar komplexniho éisla z je
2(oxf e n)
z=2(cos— +isin—) .
3 3
Podobné podle (1.8) pro exponencialni tvar komplexniho ¢isla z plati
im/3

z = 2e

Pocetni operace s komplexnimi ¢isly

Necht z = z + iy a w = u + v jsou dvé komplexni ¢isla. Pak jejich soucet, resp.
rozdil, resp. soucin, resp. podil, definujeme vztahy

2w = (z+iy)+ (utiv) = (z+u) +i(y +v), (1.10)
resp.

—w=(z+iy) — (u+tiv) = (r—u)+ily—v), (1.11)
resp.

2w = (2 + i) (u+ iv) = (zu — yv) +i(z0 + yu) (1.12)

resp. pro w # 0

z x4y  (r+iy)(u—w) rTutyv Yyu— TV
w  u+iv  (u+tiv)(u—iv) u?+v? u? + v?

Slovy mtizeme operace s komplexnimi ¢isly popsat takto.

Sc¢itani, resp. odc¢itani je nejvyhodnéjsi ve tvaru kartézském. SeCteme, resp. odecteme
realné ¢asti a secteme, resp. odeCteme imaginarni ¢asti.

Nasobeni komplexnich ¢isel v kartézském tvaru provadime jako nasobeni dvojclenu
dvojclenem, v goniometrickém a exponencidlnim tvaru se vynasobi moduly a sc¢itaji ar-
gumenty. Skutecné, je-li z = |z|(cos p + isin ) = |z]e¥, w = |w|(cos ) + isine)) = |w|e™,
pak

2w = |z]e|w|e™ = |z||w|ee™ = |z||w|(cos p + isin p)(cos 1) + isin)) =

= |2||w|[(cos pcos ¢ — singsin ) + i(cos psiny + sin pcosY)| = (1.14)
= |2]|w|[cos (¢ + ¥) + isin (¢ + )] = |2||w]|e!#¥).
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Soucasné jsme ukazali, ze plati rovnost
e = lPtY), (1.15)
Odtud indukei pro kazdé pfirozené n plyne
(e)" = e (1.16)

Déleni komplexnich ¢isel v kartézském tvaru pro w # 0 provadime tak, Ze zlomek roz-
sitime ¢islem komplexné sdruzenym ke jmenovateli. V goniometrickém a exponencidlnim
tvaru se deli moduly a argumenty se odecitaji. Skutecné, je-li

z = |z|(cos p +ising) = |z]€"’, w = |w|(cos +isinep) = |w|e',

pak
2z |z|(cosp +ising)  |z|(cos +isinp)(cosy) —isineh)

w  |w|(cost +dsinty)  |w|(cosvp + isinth)(costp — isinyp)

(1.17)
_ Il (cos (p — ) +isin (p — ) = Izl oilo—v)
|w] ]
Moivreova véta
7 Eulerova vztahu ‘
'Y =cosp+ising, ¢p€R, (1.18)
plyne
1, . N 1, )
cosyp = (¥ +e7); sing = % (e —e ™). (1.19)
)

Umocnime-li obé strany rovnosti (1.18) na éislo n, dostaneme rovnost
(cosp +dsin )" = (™)™

Nyni vyuZzijeme rovnosti(1.16), tj. (¢**)" = e a pouZijeme opét Eulertiv vztah. Dosta-
neme tak rovnost
(cosp + isin )" = cosny + isinngp, (1.20)

znamou pod nazvem Moivreova véta.
Jestlize

2 = |2|e"PEFFRT) — | 4| (cos (arg 2 + 2km) 4 isin (arg 2 4 2k7)), argz € (—m, ),

pak pomoci Moivreovy véty dostavame

<n < arg z + 2km | argz+2k7r)>"
/2] | cos —=——— +isin —— =
n

" (1.21)
= |z|(cos (arg z + 2km) + isin (arg z + 2k7)) = 2
pro k=0,1,2,...,n— 1. Je tedy ptirozené prohlasit kazdé z n cisel
2k z+ 2k
({l/g)k = /|7 (Cosarngrw +z’sinarg+7r> ., k=0,1,2,...,n—1, (1.22)
n
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za n-tou odmocninu komplexniho c¢isla z. PovSimnéte si, ze pro n = 2 a redlnd z >
0 odpovida (¥/z), = (v/2z), obvyklé definici druhé odmocniny v oboru realnych é&isel.
Podrobnéjsi rozbor a zdtvodnéni definice n-té odmocniny bude dano ve druhé kapitole
pri studiu zobrazeni v komplexni rovineé.

e Priklad 14. Mame najit vSechna feSeni algebraické rovnice 26 — 8 = 0.

Reseni. Uloha, najit vSechna feseni algebraické rovnice 26 — 8 = 0 je ekvivalentni s
tlohou najit hodnoty v8ech Sestych odmocnin ¢isla 8. Podle definice (1.22) n—té odmocniny
je

2k 2k
(\%)k = ({j/8(c080+z'sin0)k =2 (COSTW +z'sin%) . k=0,1,2,3,4,5.

Odtud dostavame hledané odmocniny

(V8), = v2(cos0 + isin0) = V2,
(V8), = v2(cos(n/3) + isin(n/3)) = v2(1/2+iV3/2),
(VB), = V2(cos(2n/3) + isin(2r/3)) = V2(-1/2+iV3/2),
(V8), = v2(cosw + dsinT) = V72,
(VB), = V2(cos(4r/3) + isin(4n/3)) = —v2(1/2+iV3/2),
(V8), = V2(cos(5/3) + isin(57/3)) = V2(1/2—iV/3/2).

Resenimi dané rovnice je tedy mnozina komplexnich ¢isel

2 6 V2 6 2 6 2 6
\/5,—\/§,£+i£,£—Z’i,—i—i—ii?—i—ii )
2 2 2 2 2 2 2 2
Pro komplexni ¢isla plati uziteéné nerovnosti, které budeme pouzivat v dalsim textu.
7, definice modulu komplexniho ¢isla plynou nerovnosti

< Re <], e <35 < 2] (1.23)
Ziejmé plati
|2’1 + 22|2 = (21 + 22)(51 —|—§2) = |le2 + |22|2 + 2%(2122), (124)
|Zl — 22|2 = (Zl - 22)(51 - 22) = |Zl|2 + |22|2 - 2%(2’122) (125)

Z nerovnosti (1.23) plyne PR(21Z2) < |z1][Z2] a z pfedchozich dvou nerovnosti plynou
nerovnosti
|21+ 22| < aa] + |22f, 21 — 20] 2 [[a1] = [22]]- (1.26)

V geometrické interpretaci predstavuji nerovnosti (1.26) znamé podminky pro konstrukei
trojuhelnika ze tii zadanych tsecek: soucet délek dvou stran nemtize byt mensi nez strana
tfeti a velikost rozdilu délek dvou stran nemtze byt vétsi nez strana tieti.

24



