
Běžný smrtelník:

Za jak dlouho mi jede vlak (pokud vůbec)?
Jak dlouho pojedu?
Za kolik natankuju?
Za kolik mám natankovat?
Jak dlouho mi bude trvat cesta?
Jak daleko dojedu na rezervu?
Jak daleko dojedu na jedno nabití?

MATEMATIKA V DOPRAVĚ



Dopravní odborník:

Cíl: Město příjemné k životu, efektivní, spolehlivá, rychlá a pohodlná doprava ….



Při plánování dopravy je dobré trochu přemýšlet…

SMART 
CITY



Strategické řízení města:

Moderní technologie  zlepšení kvality života

Efektivní doprava, logistika, energetika, bezpečnost, správa budov, atd.



Efektivní
Bezpečná
Komfortní
SpolehliváD

O
P

R
A

V
A



Inteligentní plánování tras hromadné dopravy



Model:
Náhrada nebo zjednodušení skutečného objektu reálného 
světa z hlediska jeho vlastností a funkčnosti

SMART 
CITY

Systém:

Část prostředí, 
kterou lze od jejího 
okolí oddělit fyzickou 
nebo myšlenkovou 
hranicí

Skládá se 
ze vzájemně 
propojených 
podsystémů



𝑣𝑝 =
𝑠 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡)

∆𝑡

Příklad systému: pražské metro

Fyzické vymezení

Vstupy, výstupy

Vzájemně propojené 
podsystémy: trasy A, B, C



Systémová
analýza

Matematika Výpočetní technika

Modelování 
systémů a procesů



Variace ceny 

Rovnice nabídky:
Nabídka dnes závisí na včerejší ceně, a to tak, že 
nabídka roste s rostoucí cenou:

𝑄𝑛 𝑘 = 𝑟 ∙ 𝑃 𝑘 − 1 + 𝑠 ∙ 𝑈 𝑘 , 𝑟 > 0

Rovnice poptávky:
Poptávka dnes závisí na dnešní ceně, a to tak, že 
poptávka klesá s rostoucí cenou:

𝑄𝑝 𝑘 = −𝑣 ∙ 𝑃 𝑘 + 𝑤 ∙ 𝑈 𝑘 , 𝑣 > 0

Diferenční rovnice:

𝑃 𝑘 +
𝑟

𝑣
∙ 𝑃(𝑘 − 1) =

𝑤 − 𝑠

𝑣
∙ 𝑈(𝑘)



Rychlost, zrychlení, ryv – derivace 

Průměrná rychlost: 𝑣𝑝 =
𝑠 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡)

∆𝑡



Rychlost, zrychlení, ryv – derivace 

Průměrná rychlost:

Okamžitá rychlost:

𝑣𝑝 =
𝑠 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡)

∆𝑡

𝑣(𝑡) = lim
∆𝑡→0

𝑠 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡)

∆𝑡
=
d𝑠

d𝑡
(𝑡) = 𝑠′(𝑡)



Rychlost, zrychlení, ryv – derivace 

Průměrná rychlost:

Okamžitá rychlost:

Okamžité zrychlení:

Okamžitý ryv („cukání“):

𝑣𝑝 =
𝑠 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡)

∆𝑡

𝑣(𝑡) = lim
∆𝑡→0

𝑠 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑠(𝑡)

∆𝑡
=
d𝑠

d𝑡
(𝑡) = 𝑠′(𝑡)

𝑎(𝑡) = lim
𝑡→𝑡0

𝑣 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑣(𝑡)

∆𝑡
=
d𝑣

d𝑡
(𝑡) = 𝑣′(𝑡)

𝐾(𝑡) = lim
𝑡→𝑡0

𝑎 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑎(𝑡)

∆𝑡
=
d𝑎

d𝑡
(𝑡) = 𝑎′(𝑡)



Opačný směr – primitivní funkce 

Dráha:

Okamžitá rychlost:

Okamžité zrychlení:

Okamžitý ryv („cukání“):

𝑠(𝑡) = න𝑣 𝑡 d𝑡

𝑣(𝑡) = න𝑎 𝑡 d𝑡

𝑎(𝑡) = න𝐾 𝑡 d𝑡

𝐾(𝑡) = 𝑎′(𝑡)



Dynamika jízdy vozidla

Síly působící na jedoucí vozidlo:

Valivý odpor pneumatik: 𝑂𝑓 = 𝑓𝑚𝑔

Aerodynamický odpor: 𝑂𝑣 =
1

2
𝜌𝑐𝑥𝑆𝑥𝑣

2

Odpor zrychlení rotujících částí: 𝑂𝑧 = 𝑚𝑎𝜗

Brzdná síla: 𝑂𝐵 = 𝜇𝑚𝑔𝑥

Hnací síla: 𝐹0

Zpomalení vozidla: 𝐹(𝑡) =
1

𝜗
−

1

2
𝜌𝑐𝑥𝑆𝑥𝑣(𝑡)

2 − 𝑓𝑚𝑔 − 𝜇𝑚𝑔𝑥

𝑣′(𝑡) =
1

𝜗
−

1

2𝑚
𝜌𝑐𝑥𝑆𝑥𝑣(𝑡)

2 − 𝑓𝑔 − 𝜇𝑔𝑥 ….. diferenciální rovnice



Ovečky a vlci

𝑥1
′ 𝑡 = 𝑎𝑥1 𝑡 − 𝑏𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡

𝑥2
′ 𝑡 = −𝑐𝑥2 𝑡 + 𝑑𝑥1 𝑡 𝑥2 𝑡

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0



Šíření epidemie

𝑍′(𝑡) = −𝑎𝐼 𝑡 𝑍 𝑡

𝑅′(𝑡) = 𝑏𝐼 𝑡

𝐼′ 𝑡 = −𝑍′ 𝑡 − 𝑅′(𝑡)

𝑍(𝑡) počet zdravých jedinců

𝐼(𝑡) počet infikovaných

𝑅(𝑡) počet mrtvých nebo imunních

𝑍 𝑡 + 𝐼 𝑡 + 𝑅 𝑡 = 𝑐

𝑍′ 𝑡 + 𝐼′ 𝑡 + 𝑅′ 𝑡 = 0



Segwey (HT)

První komerčně dostupný jednoosý dopravní
prostředek s dynamickým stabilizačním systémem

Vyřešení stabilizace = nejnáročnější úkol

Pro návrh, modelování a simulaci inerčního
stabilizátoru použili konstruktéři Matlab a Simulink

pokus – vizualizace – korekce algoritmu



Srážka lokomotivy 

s vagónem



Vznik dopravních kongescí



Role matematiky

• výstupy modelu je vždy třeba ověřovat

• možné chyby jsou jak v modelu, tak i v jeho výpočtu

Verifikace: Použili jsme správný model

Validace: Model počítá správně

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): 

Numerický výpočet součtu harmonické řady s párovými 
prvočísly -> chyba Pentia

i486 …  1,902160583…

Pentium …   1,902160577…

𝟒 𝟏𝟗𝟓 𝟖𝟑𝟓

𝟑 𝟏𝟒𝟓 𝟕𝟐𝟕
= 𝟏, 𝟑𝟑𝟑𝟕



STATISTIKA

ANALÝZA DAT



Teorie grafů

Uzly
Hrany



Teorie grafů

Nejkratší cesta

Nejspolehlivější cesta

Maximální propustnost sítě

Rozvoz zboží – optimální trasa

Kam umístit depa / pobočky?

Kam dispečerská stanoviště?

Kam umístit vysílače?

Kudy položit kabel

……………….

(Hledání extrémů funkcí)



Teorie her



Teorie her

Příklad (autor: Warren Buffet):

Fiktivní miliardář chce prosadit přechod na
nový standard TV vysílání

 nové přijímače

 velké zisky pro některé firmy

Nabídka demokratům i republikánům:

Pokud zákon neprojde, tak té straně, která 
mu dala nejvíce hlasů, daruji legálně 
miliardu dolarů.



Teorie her

Co se dá čekat:

Demokraté: zákon v této podobě nechceme, ale co když ho 
někteří republikáni podpoří? Pak republikáni získají 
miliardu a v několika příštích volbách nás převálcují. Než 
tohle, bude lepší pro zákon hlasovat. Voličům se to sice 
nebude líbit, ale brzy přijdou jiné skandály a oni 
zapomenou. Republikáni budou určitě uvažovat stejně jako 
my, hlasování proti by tedy vedlo k daleko horšímu 
výsledku. A pokud by se republikáni náhodou rozhodli 
zákon nepodpořit, získáme miliardu. Republikánská strana 
patrně dospěje ke stejnému závěru, a tak zákon hladce 
projde a miliardáře to nestojí ani dolar – řekl přece, že 
peníze dá příslušné straně, pokud zákon neprojde…



Teorie her



k

Dopravní síť

600 lidí dojíždí autem 
z Kocourkova do Vlkova

Kolem řeky: 1 hodina 
(bez ohledu na intenzitu)

Zkratka přes kopec:

Všichni  1 hodina

S každými deseti automobily, 
které by jely kolem řeky, se čas 
zkrátí o jednu minutu
(až na hranici 20 minut)

Celkový čas:

T = 10𝑘 ∙ 1 + 600 − 10𝑘 ∙ 1 −
𝑘

60

=
1

6
𝑘2 − 60𝑘 + 3600 → 𝑚𝑖𝑛



Dopravní síť

600 lidí dojíždí autem 
z Kocourkova do Vlkova

Kolem řeky:   1 hodina 
(bez ohledu na intenzitu)

Zkratka přes kopec:

Všichni  1 hodina

S každými deseti automobily, 
které by jely kolem řeky, se čas 
zkrátí o jednu minutu
(až na hranici 20 minut)

Celkový čas:

𝑇 =
1

6
𝑘2 − 60𝑘 + 3600

Minimum pro 𝒌 = 𝟑𝟎 … 𝟑𝟎𝟎 lidí kolem řeky

Průměrná doba cesty: 3/4 hodiny



A. C. Pigou (1920)

Sobecké jednání jedinců nemusí 
vést k optimálnímu stavu 
z hlediska celku

Jak docílit společenského 
optima?

Zpoplatnění

Autonomní vozidla

Rovnovážný stav (individuální optimum)

Průměrná doba cesty: 1 hodina


Optimum z hlediska společnosti: 3/4 hodiny



D. Braess (1968)

Vlkov je jen vesnice cestou do 
Kozlova, kam se všichni 
potřebují dostat (práce/vlak)

Cesta, která vedla přes kopec, 
pokračuje kolem řeky a trvá 
jednu hodinu bez ohledu na 
intenzitu dopravy. Cesta, která 
vedla po (druhém) břehu řeky, 
pokračuje od Vlkova ke Kozlovu 
zkratkou přes kopec a je 
náchylná ke kolonám jako 
zkratka z Kocourkova do Vlkova.

Průměrný čas pro jeden automobil:

T = 𝑥 ∙ 𝑥 + 𝑥 ∙ 1 + 1 − 𝑥 ∙ 1 + 1 − 𝑥 ∙ 1 − 𝑥

= 2 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 2 𝑥 −
1

2

2
+

3

4
→ 𝑚𝑖𝑛

𝑥-tina všech aut
…. čas 𝑥 hod



D. Braess (1968)

Vlkov je jen vesnice cestou do 
Kozlova, kam se všichni 
potřebují dostat (práce/vlak)

Cesta, která vedla přes kopec, 
pokračuje kolem řeky a trvá 
jednu hodinu bez ohledu na 
intenzitu dopravy. Cesta, která 
vedla po (druhém) břehu řeky, 
pokračuje od Vlkova ke Kozlovu 
zkratkou přes kopec a je 
náchylná ke kolonám jako 
zkratka z Kocourkova do Vlkova.

Minimum pro 𝒙 = 𝟏/𝟐 … 𝟑𝟎𝟎 lidí přes kopec

Průměrná doba cesty: 1,5 hodiny



Braess (1968)

Podaří se postavit most ve 
Vlkově, cesta po něm trvá tak 
krátce, že je to z hlediska 
celkové doby zanedbatelné.



Braess (1968)

Braessův paradox:

Přidání nové komunikace může
dopravní situaci i zhoršit

Rovnovážný stav (individuální optimum)

Průměrná doba cesty: 2 hodiny


Optimum z hlediska společnosti: 1,5 hodiny



Autonomní
vozidla



Sčítání dopravy



Sčítání dopravy

Statistika
Zpracování dat



Sčítání dopravy

Statistika
Zpracování dat



Sčítání dopravy

Lineární algebra:
Vektory, matice



Dopravní plánování:
Zjišťování & modelování přepravních vztahů

Zdroj – cíl cesty (Origin – Destination)

ODmatice … 𝑂𝐷1 ODmatice … 𝑂𝐷2 Rozdíl matic 𝑂𝐷2 − 𝑂𝐷1

Lineární algebra

Vektory, matice



Cykloida:       𝑋 𝑡 = (𝑟 ∙ 𝑡 − 𝑟 ∙ sin 𝑡, 𝑟 − 𝑟 ∙ cos 𝑡)

GeometrieVektory / souřadnice bodů v rovině a prostoru



Řetězovka:  

𝑦 =
𝑎

2
𝑒𝑥/𝑎 + 𝑒−𝑥/𝑎 = 𝑎 ∙ cosh

𝑥

𝑎



Dopravní 
infrastruktura

Geometrie
Calculus
Statistika
………….

Fyzika 
Materiály
Statika
Pružnost
Pevnost
………….



Dopravní 
infrastruktura

Geometrie
Calculus
Statistika
………….

Fyzika 
Materiály
Statika
Pružnost
Pevnost
………….



Přechodnice – geometrie
propojení úseků s různou
křivostí (musí se měnit spojitě)

Klotoida: 

křivost se mění úměrně délce



Dynamika jízdy vozidla

Stabilita vozidla a poloměr 
směrového oblouku

Klopení vozovky

Návrhová rychlost

Délka rozhledu pro zastavení



Využití popisu 
dynamiky 
vozidel



Využití popisu 
dynamiky vozidel

Šetření dopravních nehod
rekonstrukce nehody, 

Rychlost při nárazu 
nebo před nehodou



Využití popisu 
dynamiky vozidel

Automatické vedení vlaku 

Tvorba jízdních řádů



Měření 
dynamických
vlastností 
vozidel



Měření 
dynamických
vlastností 
vozidel



Dynamické
testy pasivní
bezpečnosti
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