5 ZAKLADNI TYPY ROVNIC

5.1 Rovnice a jejich reseni

Radu praktickych tloh lze matematicky zformulovat nasledujicim zptisobem: Jsou
dény dva vyrazy L(z), P(x) s proménnou z z daného ¢iselného oboru M; maji se urcit
hodnoty této proménné, pro néz jsou si hodnoty obou vyrazi rovny.

Zapis této ulohy ve tvaru

L(z) = P(x) (5.1)

se nazyva rovnice. Vyrazu L(z) se fikd leva strana rovnice, vyrazu P(x) prava strana
rovnice. Je-li prava strana rovna nule, hovoiime o anulovaném tvaru rovnice. Pro-
ménnd x v rovnici se nazyva neznama. Hodnoty nezndmé, pro néz je rovnice splnéna (tj.
pii jejichZ dosazeni piejde v rovnost &isel), se nazyvaji kofeny (feSeni) rovnice. Ciselny
obor M, ve kterém hleddme FeSeni rovnice, se nazyva obor feseni rovnice. Podmno-
zina mnoziny M, v niZ jsou definoviny oba vyrazy L(z), P(z) se nazyva defini¢ni obor
rovnice a znaci se obvykle D. Mnozinu vSech kofeni (feSeni) rovnice budeme znacit K

(KCcDcCM).

< Priklad 15

Uvazujme rovnici
3r =8

s nezndmou r € R; pro tuto rovnici je obor feseni M = R, nezndmd x, L(x) = 3z,
P(z) = 8. Rovnice ma prévé jeden kofen, a to z = §; je tedy K = {3}.

< Priklad 16

Uvazujme rovnici

30 +5 =42z — 3) — 5z + 17

s nezndmou = € R; pro tuto rovnici je obor feseni M = R, nezndmd x, L(x) = 3z + 5,
P(z) =4(2x — 3) — bz + 17 = 3z + 5. Po apravé je leva i prava strana stejnd, rovnice
ma proto za koren libovolné ¢islo € R, takze K = R.

< Priklad 17

Uvazujme rovnici

r? = —4
s neznamou z € R; pro tuto rovnici je obor feseni M = R, nezndmd x, L(z) = 22,
P(z) = —4. Tato rovnice nemd zadny realny koten, K = (.

44



Resit rovnici znamena uréit véechny kofeny (feseni) dané rovnice. P¥i feSeni postu-
pujeme tak, ze danou rovnici postupné prevadime na rovnice, které s ni maji — je-li to
mozné — stejnou mnozinu kofend, a to tak dlouho, dokud nedospé€jeme k rovnici, jejiz
mnozinu kofenil zname.

Upravy rovnice, které neméni mnozinu jejich kotfent, se nazyvaji ekvivalentni apravy;
patfi mezi né zejména:

vymeéna levé a pravé strany rovnice
pric¢teni téhoz cisla nebo mnohoclenu k obéma stranam rovnice
odecteni téhoz ¢isla nebo mnohoclenu od obou stran rovnice

vynasobeni obou stran rovnice tymz nenulovym ¢islem

A\ 2R 20 2R 2

vydéleni obou stran rovnice tymz nenulovym cislem

Rovnice, které lze prevést jednu v druhou ekvivalentnimi tpravami, se nazyvaji ekvi-
valentni.

Po vyreseni rovnice je uzitecné zkontrolovat, zda je nalezeny vysledek spravny; této
kontrole se fika zkouska. Zkousku provadime tak, Ze vypoc¢tenou hodnotu neznamé do-
sadime do levé a pravé strany rovnice. Vyjdou-li ndm dvé stejna cisla, je vysledek spravny
(jestlize jsme spravné dosadili a pocitali). Vyjdou-li rizn4 ¢isla, neni nalezeny vysledek
feSenim rovnice; pokud jsme provadeéli pouze ekvivalentni tpravy, svédci tato skutecnost
o tom, ze jsme se béhem vypoctu, popi. zkousky, dopustili chyby. Pokud byla v nékterém
kroku pouzita neekvivalnenti iprava (napf. druhéd mocnina, vynasobeni vyrazem, ktery
nabyl nulové hodnoty, aj.) a pokud jsme nikde neudélali chybu, znamen4 negativni vysle-
dek zkousky to, Ze nalezenou hodnotu nemtzeme zatradit mezi kofeny rovnice (,,pfibyl“
béhem vypoctu, ale ptivodni rovnici nefesi).

Poznamenejme, ze v ptipadé pouziti vyhradné ekvivalentnich tiprav neni zkouska nut-
nou soucasti vypoctu a slouzi jen k ovéreni spravnosti. Objevi-li se vSak neekvivalentni
uprava, je zkouska nezbytnou soucéasti vypoctu, nebot vylou¢i kofeny upravené rov-
nice, které nejsou koreny rovnice ptivodni.

Ptipomenme si ekvivalentni ipravy na nékolika konkrétnich prikladech.

< Priklad 18 3
Resme rovnici 2z + 3 = Z(I —2).
Reseni
1. Nejprve odstranime zlomek tim, Ze celou rovnici vynasobime ¢tyimi:

42z +3) = 3(z — 2).

2. Obé strany upravime:

8r + 12 = 3z — 6.

3. K obéma strandm rovnice pfi¢teme —3x (neznamé se pak objevi jen na levé
strané) a —12 (nezndmou ,osamostatnime®):

5r = —18.
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1.

4. Rovnici vynasobime cislem <

Protoze vsechny provadéné upravy byly ekvivalentni, ma ptivodni rovnice tytéz koteny
1

jako rovnice, k niz jsme dospéli témito apravami, tj. jako rovnice x = 5

18
Pro kontrolu miizeme provést zkousku: hodnotu — % dosadime do levé (L) a do

pravé (P) strany rovnice:

18 36 21 3/ 18 3/ 28 21
( 5 ) Fd=—gHi=—g 4 ( 5 ) 4 ( 5) 5

L=P

Protoze hodnoty ziskané dosazenim do obou stran se shoduji, je nalezeny kotfen
skutecné feSenim zadané rovnice.

Zaveér zpravidla formulujeme jednim z nasledujicich dvou zptsobii:
18

a) Dand rovnice md jediné tesent, a to x = —%

18
b)  MnozZina K vsech kotent dané rovnice je K = {—g} :

Vyse popsané upravy si pro nazornost zapisujeme pfimo k upravovanym rovnicim:

243 — z(m—2) 4
42z +3) = 3(xz—2)
8112 = 306 |~ 32— 12
br = —18 5
18

r = ——

5

Priklad 19
Resme rovnici (z — 1)? = 3z + 2 = (v — 2)(z — 3).

Reseni
Upravy budeme zapisovat jiz jen strucné:
(r—122-3z2+2 = (z—2)(z—3)
22 —bx+3 = 22-5x+6 | — 2?4+ 52 —3
0z +0z = 3
Neexistuje zadné cislo, které by vyhovovalo posledni rovnici — na levé strané je vzdy
nula, zatimco na strané pravé je nenulové ¢islo 3. Protoze jsme provadéli pouze ekviva-

lentni Gpravy (zadny kofen proto nemohl ,zmizet“), nemé feSeni ani zadané rovnice,
tj. K= 0.



< Priklad 20
Resme rovnici (z — 1)?2 = 3z + 5 = (2 — 2) (2 — 3).

Reseni
(z—12=32+45 = (x—2)(z—23)
2 =5x+6 = 2°—51+6 | —2?+5x—3
0224+ 0x = 0
Posledni rovnici vyhovuje kazdé realné ¢islo, proto i fesenim ptivodni rovnice je libo-

volné realné ¢islo, z € R, neboli K = R.

To, co jsme si ukazali v predchozich dvou prikladech, mizeme zformulovat obecnéji
takto:

= Rovnice s nezndmou x, kterou mizeme ekvivalentnimi ipravami pievést
do tvaru
0-z=0,
mé nekone¢né mnoho feseni — jejim feSenim je kazdé realné ¢islo.
= Rovnice s nezndmou x, kterou mizeme ekvivalentnimi ipravami pievést

do tvaru
0-x=05b, kdeb#D0,

nema zadny koren.

5.2 Linearni rovnice

Linearni rovnice je rovnice tvaru

ar +b=0, (5.2)

kde a, b jsou redlna ¢isla, a # 0.

Protoze koeficient u neznamé je nenulovy, ma linearni rovnice vzdy praveé jedno
resSeni:

b

Linearni rovnici se vSak zpravidla rozumi i jakakoli rovnice, kterou je mozné do uve-

deného tvaru prevést ekvivalentnimi upravami — ptivodni zadani miize vypadat slozitéji.

Samotné Teseni linearni rovnice je jednoduché a na zakladé piredchozich zkusenosti by
nemélo délat nejmensi potize.

< Priklad 21

R .. 97 x—2+5:1:—4 3r+2 3z 6+2x+1
eSme rovnici — — — |z - - — | = :
8 6 12 3 4 3
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Reseni

Rovnici vynasobime ¢islem 24, nejmensim spoleénym jmenovatelem vsSech zlomk,
které se v ni vyskytuji, a pak jiz snadno vytesime:

2Tr —4(r —2) —2(bx —4) — 242 +8(3x +2) + 18z = 144 +8(2x +1)

152z = 120
r = 8
MnoZina v8ech kofenti dané rovnice je K = {8}.
Rovnice s neznamou ve jmenovateli

Potiebujeme-li vytesit naptiklad rovnici

x+4

=9, 5.3
P (5.3)

stojime pred problémem, Ze nezndma x je obsazena ve jmenovateli zlomku. Ukdzeme si
dva zpusoby feseni tohoto problému.

1. zpusob. V prvnim kroku se ,zbavime® zlomku tim, Ze obé strany rovnice vynaso-
bime dvojclenem x — 4 :

r+4
if4-(:¢—4) — 9. (r—4)
r+4 = 92 —36 | — 9z —4
—8r = —40
r = 5

Hned prvni krok s sebou nese riziko, ze provedeme neekvivalentni tipravu: v pripadé, ze by
bylo z — 4 = 0, vynéasobili bychom obé strany rovnice nulou a ziskali bychom tak rovnici

0 = 0, ktera je s puvodni rovnici (5.3) neekvivalentni. Takovato hodnota, tj. z = 4, je
r+4

vSak pro rovnici (5.3) ,zakdzana“ — vyraz na levé strané pro ni neni definovan.

V tomto smyslu budeme fikat, Ze rovnice (5.3) pro r = 4 nema smysl. Pro vSechny
ostatni hodnoty proménné z dané rovnice smysl ma; pro né je vynasobeni obou stran
rovnice dvojclenem x — 4 ekvivalentni ipravou nemeénici mnozinu kofenii rovnice.

Prvni zptisob feSeni rovnice s neznamou ve jmenovateli tedy spoc¢iva v tom,
ze nejprve ur¢ime hodnoty nezndmé, pro které nema dana rovnice smysl. Tyto hodnoty
vylou¢ime stanovenim podminek, za kterych jsou vSechny vyrazy v rovnici de-
finovany. Za téchto podminek je pak odstrafiovani zlomkt ekvivalentni tipravou. Pro
kontrolu muzeme na zavér provést zkousku; neni to sice nutna soucast feseni, upozorni
nas vSak na mozna prehlédnuti (viz pfiklad 23).

2. zpusob feseni spoc¢iva v tom, ze rovnici anulujeme a vyraz na levé strané upravime
tak, aby se nezménil jeho defini¢ni obor. Po tpravach ziskdme na levé strané zlomek,
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o némz umime rozhodnout, pro které hodnoty proménné je roven nule:

r+4
=9 -9
r—4 |
T+ 4
-9 =0
r—4
(x+4)—9(x —4)
=0
r—4
—8x + 40
T
r—4

Citatel zlomku na levé strané v posledni rovnici je roven nule pro = 5 a tato hodnota
patii do defini¢niho oboru daného zlomku. Posledni rovnici tedy vyhovuje jediné ¢islo,
a to r = 5. Protoze vSechny provadéné upravy byly ekvivalentni, je toto ¢islo i jedinym
kofenem piuivodni rovnice (pro kontrolu bychom opét mohli provést zkousku).

Vyhodou tohoto postupu je skutecnost, ze nemusime premyslet o tom, zda ndhodou
nenasobime obé strany rovnice nulou — vzdy provadime pouze ekvivalentni tipravy.

Pripomenime, Ze jsme v zavéru feseni vyuzili nasledujici poznatek o zlomcich:

Zlomek obsahujici proménnou je roven nule pravé pro ty
jeji hodnoty z defini¢niho oboru tohoto zlomku, pro které je
nulovy jeho céitatel.

Pf1i feseni rovnic je asi prehlednéjsi prvni zptisob; jak vsak uvidime déle, druhy
zpusob ,zvitézi“ pii feSeni nerovnic.

< Priklad 22
Reste rovnici a provedte zkousku:

:r:—|—3_2 r—+5
r—2>5 3—=x

Reseni
1. zpuisob. Dana rovnice méa smysl pro vsechny hodnoty proménné x, pro néz x # 5
a r # 3. Pro tyto hodnoty mizeme psat:

x+3_2 r—+5

S R (-5 (32)
(x+3)-B—z)—2-(x—=5)-3—xz) = (z+5)-(z—5H)
9—2?—2(—2*4+8r—15) = 2?—-25
2> — 162439 = 22—-25 | — 22
—162 +39 = -25 | — 39
16r = —64 |+ (~16)

r = 4
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Zkouska:
443 7 445 9

4—-5 1 d 3—4 1 d

2. zpusob. Rovnici anulujeme a zlomky na levé strané prevedeme na spole¢ného
jmenovatele:

:1;—|—3_2 _r+95 |_l'+5
r—5  3-u 3—z
JZ+3_2_37+5 — 0
x—5 3—uw
(r+3)B—2)—2(x—5)(3—2)— (z+5)(x - 5)
=0
(x —5)(3—x)
9—a? —2(-2®+82-15) — (4* - 25) _
(z —5)(3—x) B
—16x +64 0
(x=5)(3 -2

Citatel tohoto zlomku je roven nule pro z = 4 a tato hodnota je v jeho defini¢nim
oboru. Posledni rovnici tedy vyhovuje jediné ¢islo, a to x = 4; protoze byly provadény
pouze ekvivalentni tpravy, je tato hodnota zaroven jedinym fesenim ptivodni rovnice
(mtzeme ovérit zkouskou).

< Priklad 23

Reste rovnici a provedte zkousku:

Reseni
1. zpusob. Jmenovatele zlomku na pravé strané muzeme vyjadrit jako druhou moc-

ninu dvoj¢lenu x — 6, rovnice ma tedy smysl pro vSechny hodnoty proménné x, pro
které x # 6.

2 1 6—x

= — - (x — 6)?
a:—6+6—x (x —6)2 |- (@ —6)
1
2 (fc—6)—x_6-(x—6)2 = 6—x
2r—12—(x—6) = 6—=x
r—6 = 6—ux |+ 246
20 = 12 | : 2

r = 6

Vypoctem nam vysla pravé ta hodnota proménné, kterou jsme v tuvodu vyloudili.
Rovnice proto nema zadny koien.
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Pokud bychom si v zavéru nezkontrolovali, Ze jsou splnény tvodni podminky, upo-
zornila by nas na chybu zkouska, ktera by ukéazala, Ze vyrazy na levé i pravé strané
nemaji pro x = 6 smysl:

2 1 1 6—6 0

2
L:— _— = — P: = —
6—6+6—6 O+0’ 62—-12-6—-36 0

Postupovat jsme mohli i rychleji tak, ze bychom nejprve zkratili zlomek na pravé
strané:

6—x 6—x 1
6 G-ap G-n POU7O
Pak by bylo:
R i M N
r—6 6—=x (6 — )
2—1 = -1
1 = -1

Odtud je ihned vidét, Ze rovnice nema Teseni.

2. zpusob.
2 . 1 _ G- o 6-w
-6 6-—x  (z—6)2 (x — 6)?
2 1 6—=x
- = 0
a:—6+6—x (x —6)2
2-(x—6)—1-(x—6)— (6 —x)
= 0
(r —6)?
2r—-12—-z2+6—-6+=x
= 0
(z —6)?
20 — 12
i
(z - 6)

Citatel posledniho zlomku je roven nule pro z = 6, pro tuto hodnotu v$ak zlomek nema
smysl. Posledni rovnice v tomto pfipadé nema feseni a totéz plati i pro rovnici pivodni.

< Priklad 2/

Reste rovnici a provedte zkousku:

Resent

1. zptisob. Rozlozime-li jmenovatele ve zlomcich a vydélime-li obé strany rovnice

dvéma,
1 3 2

y—1 3@y+1) y-Ly+1)
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ziskame podminky y # 1, y # —1. Za téchto podminek je
1 1 2
y—1 y+1 (y—-D(y+1)
W+ -(y-1)-2 =
y+l—y+1-2 =
0 =0

= 0 [(r-1)(r+1)

Rovnice méa feSeni pro kazdou hodnotu proménné y, pro kterou mé smysl, tedy pro
kazdé realné ¢islo kromé 1 a —1.

2. zptusob.
11 2 .
y—1 y+1 (y—1y+1)
G+ -@-H-2 _
(y—D+1)
y+1l—y+1-2 0
(vy—D+1)
0 —
(y—Dy+1)

Posledni rovnici vyhovuje kazdé realné cislo, pro néz ma zlomek na levé strané smysl,
tj. kazdé realné cislo kromé 1 a —1.

Praktické problémy vedouci na reseni linearni rovnice

Na feSeni linedrni rovnice vede fada praktickych problému. Pro ilustraci zde uvedme
tfi z nich (dalsi jsou obsazeny v tlohéach).

< Priklad 25

Ze dvou mist A, B vzdalenych od sebe 213 km vyjedou proti sobé a v témze okamziku
auto rychlosti 50 km /h a cyklista primérnou rychlosti 18 km/h. Urcete, za jak dlouho
od vyjeti se setkaji, jestlize auto kratce po vyjeti mélo poruchu, k jejiz opraveé bylo
zapotiebi 30 minut.

Reseni

Oznacme hledany c¢as symbolem x. Pfipomenme si, ze pramérna rychlost vzdy udava
podil celkové drahy a celkového casu; celkova draha je tedy souc¢inem primérné rych-
losti a celkového casu. Zadané tidaje miizeme shrnout takto:

doba (v h) od vyjeti auta i cyklisty do jejich setkdni ~ ......... x
vzdalenost (v km), kterou ujede cyklista do mista setkdni ......... 18z

. : ) (. 1
vzdalenost (v km), kterou ujede auto do mista setkdni ~ ......... 50 (:c — 5)
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213 km

A 18z 50 (x - l) B
OBR. 5.12 K RESEN{ PRIKLADU 25

Podle obrazku 5.12 sestavime rovnici:

1
18z 450 (z — 5) =213 (5.4)
a po snadné uprave vyresime:
68r = 238
r = 3,9

Zkouska, jak vime, v tomto pripadé neni nutnd (presto si mizeme zkusit dosadit
hodnotu 3,5 do levé strany rovnice (5.4) ). Uzitecné je ovSem ovéfeni, zda nas vysledek
vyhovuje pivodnimu slovnimu zadani — a tedy zda byla rovnice (5.4) viibec spravné
sestavena:

Cyklista za 3,5 hodiny ujel pfi rychlosti 18 km/h drdhu 63 km; auto ujelo za
3 hodiny jizdy (0,5 hodiny stalo) pfi rychlosti 50 km/h drahu 150 km; vzdalenost
mezi vychozimi body je odtud 63 km + 150 km = 213 km, coz souhlasi se zadanou
vzdalenosti bodu A, B.

Zavér feseni: Auto a cyklista se potkaji za 3,5 hodiny po svém vyjezdu.

< Priklad 26

Prvni ¢ast cyklistické trasy tvori stoupani dlouhé 3 km, zbylou c¢ast klesani dlouhé
13 km. Toméasova primeérna rychlost na celé trase byla dvojnasobkem jeho rychlosti
na prvni ¢asti trasy, jez byla o 16 km/h mensi nez na druhé ¢asti trasy. Za jak dlouho
ujel Tomas celou trasu?

Reseni

Ozna¢me ToméSovu rychlost v prvnim tuseku o délce 3 km symbolem v (v km/h).
Podle zadani byla Tomasova rychlost v druhém tiseku rovna (v+16) km/h a primérna
rychlost na celé trase 2v km/h:

rychlost v km/h rychlost (v + 16) km/h
¢as t; hodin ¢as ty hodin

rychlost 2v km/h
cas t = t; + t5 hodin

OBR. 5.13 K RESEN{ PRIKLADU 26
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Celkovy cas, ktery Tomas potfeboval k ujeti celé trasy, mizeme vyjadiit dvojim zpt-
sobem: jednak na zakladé znalosti primérné rychlosti na celé trase, ktera udava podil
znamé celkové urazené drahy a hledaného celkového casu, tj.

3413 16 ,_ 16

2 :> = —,
v ¢ ¢ 2

jednak na zakladé znalosti rychlosti v jednotlivych tisecich, tj.

v=2 wr16=2 = =S =
_t17 _tg 1_7)7 2_7J+].6’

celkovy cas je souCtem t = t; + t, obdrzime proto rovnici

%+Uf’16 _ ;_S |20 (v + 16)
6-(v+16)+260 = 16- (v + 16)
6v+96+260 = 160+ 256 | — 160 — 96
160 = 160 | 16
v = 10

Odtud ihned dostavame:
L 16 16 4
20 20 57
takze Tomaéasovi trvala cela trasa % hodiny neboli 48 minut.

Zaroven je také

L3 B 13 1 345 8 4
Tk 27926 2’ 10 2 10 10 5°

takze Tomas jel prvni ¢ast trasy rychlosti 10 km/h a urazil ji za = hodiny, druhou

10
¢ast jel rychlosti 26 km/h a trvalo mu to % hodiny. Celou trasu Tomas jel ‘—; hodiny

neboli 48 minut — toto druhé dosazeni nam poslouzilo jako ovéfeni.

Zaveér: Tomas ujel celou trasu za 48 minut.

Priklad 27

Moftské voda obsahuje 5% soli. Urcete, kolik kilogramt destilované vody je nutno smisit
se 40 kilogramy moiské vody, aby ve vzniklé smési byla 2% soli.

Resent

Ozna¢me symbolem x mnozstvi destilované vody (v kilogramech), kterou je nutno
pridat. Podle zadani je dale:

)
mnozstvi soli (v kg) ve 40 kg moiské vody ......... 40 - 100 = 2
2
mnozstvi soli (v kg) v pozadované smési ~ ......... (40 + ) - 100



Ptidanim destilované vody se nezménilo mnozstvi soli, plati proto rovnost:

9 5
4 LS 402
(40+2) 150 =40 199

Odtud pak jednoduchymi tpravami dostaneme:

(5.5)

2(40+xz) = 40-5
404+ = 20-5
r = 60

Ovéime splnéni slovniho zadéani: ptidame-li ke 40 kilogramim moftské vody, v niz jsou
obsazeny 2 kg soli, 60 kg destilované vody, ziskdme smés o hmotnosti 100 kg, v niz
jsou 2 kg soli, tedy 2 %; tento vysledek souhlasi se zaddnim.

Zaveér: Do 40 kg moiské vody je pro dosazeni potfebné koncentrace tieba pridat 60 kg
destilované vody.

5.3 Kwvadratické rovnice

Kvadraticka rovnice je rovnice tvaru
ar’ +br+c¢=0, (5.6)

kde a, b, ¢ jsou realna ¢isla, a # 0 (je to tedy struény nazev pro algebraickou rovnici
druhého stupné). Clen ax? se nazyva kvadraticky €len, br se nazyva linearni ¢len
a ¢ se nazyva absolutni ¢len kvadratické rovnice.

V nékterych piipadech dokdzeme kofeny (oznadené jako r, s) pfimo ,,uhodnout®:

Vydélme rovnici (5.6) ¢islem a a uvazujme takto vzniklou rovnici:

?+pr+q, pgel (5.7)

RozloZime kvadraticky trojélen 22 + px + ¢ na souéin linedrnich dvojélent
(x —7)(x —s), kde r, s jsou cela disla:
Ma-li platit

P 4pr+q=(r—r)(r—s)=a>—(r+s)z+rs, kder s jsou celd &sla,
musi také platit:
r+s=-—p a zaroven rs=q.

Pokud existuji, ur¢ime tedy hledana cisla r, s z této dvojice podminek: Napi. v rozkladu

mnohoclenu 22 — 3x + 2 musi byt:
1-2
rs =2= [
(1) - (=

z téchto dvou moznosti vybereme tu, pro niz r + s = 3, tj. r = 1,5 = 2 (nebo téz
r=2s=1), takze 22 — 3z + 2 = (z — 1)(z — 2).
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Ne vzdy jsou ovSem kofeny piijatelné mala (v absolutni hodnoté) celd ¢isla. V kazdém
pripadé ale miizeme pouzit vzorec, ktery se odvodi nésledujicim zptisobem.

Vynéasobme rovnici (5.6) nenulovym ¢islem a :

(az)? 4 abx + ac =0
a doplnme levou stranu na ¢tverec:

[(aa:)2 + QC;bx + (g)z + ac — (g)z =0

b\? b — dac
e . | -4
(a:H— 2) 1 |

P 2
4-(a:c+§> — (b* —4ac) = 0

(2ax +b)* — (0* —4ac) = 0

Posledni rovnice je s ptvodni kvadratickou rovnici tvaru (5.6) ekvivalentni; podivejme
se, za jakych podminek ma tato rovnice feSeni a jaky pocet. Pro jednoduchost ozna¢me

D = b* — dac
tzv. diskriminant kvadratické rovnice. Pak ziskd posledni rovnice tvar
(2ax +b)* — D = 0.

Je-li D < 0, nema rovnice
(2ax +b)* = D

feseni, nebot druh& mocnina na levé strané nemuze byt nikdy zdporna. Proto nema4 feseni
ani puvodni rovnice (5.6).
Je-li D > 0, ma smysl vyraz v D a mizeme psat:

(2ax+b)*—D = 0
(2ax +b)> — (VD)? = 0
(2az +b+vD)(2az +b— D) = 0

Odtud dostavame, ze plati:

2aa:+b+x/5=0, tj, r=—v——,

nebo

2ar +b—+D =0, tj. =z

Tyto kofeny obvykle zapisujeme dohromady:

—b++D

T12 =
’ 2a
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Pro D = 0 oba kofeny splynou v jediny:

~b+V0 b

19 = .
’ 2a 2a

Celkem tedy:

O kvadratické rovnici ax? + bx + ¢ = 0, kde a # 0, s diskriminantem
D = b? — 4ac plati:

@ pro D > 0 ma pravé dva riuzné realné koreny:

~b+vD b

P12 = 2a 2a;
= pro D = 0 ma jeden dvojnasobny realny koren:

b

Tr1 = Ty = *%,

= pro D < 0 nema zadny realny koren.

Uvedené vztahy pro kotfeny kvadratické rovnice je dobré si zapamatovat; usetfime si
tak hodné ¢asu pfi feseni tloh.

< Priklad 28
V oboru realnych ¢isel feste rovnici 22 — 13z + 42 = 0.

Resend
Diskriminant dané rovnice je D = 169 —4-1-42 = 169 — 168 = 1, takze

13+1
iEl,zzT,
tj.
13+1 13—-1
Ty = 9 :7, IQZTZG

MnoZina v8ech kofenti dané rovnice je K = {6, 7}.

< Priklad 29

V oboru redlnych éisel feste rovnici 422 4 11z + 8 = 0.
Reseni

Diskriminant dané rovnice je D = 121 —4-4-8 = 121 — 128 = —7 < 0, rovnice proto
nemd v oboru realnych ¢isel zadny kofen, K = ().
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< Priklad 30

V oboru realnych ¢isel feste rovnici 422 — 122 +9 = 0.

Reseni
Diskriminant dané rovnice je D = 144 —4 -4 -9 = 144 — 144 = 0, takze
123
Tr1 = T9 = 3 = 2

DO o

b

Rovnice méa jeden dvojnasobny koren, K = {

Rovnice s neznamou ve jmenovateli vedouci na kvadratické rov-
nice

Ne vzdy je kvadratickd rovnice, kterou mame feSit, zapsand piimo ve tvaru (5.6)

a je tfeba ji nejprve do tohoto tvaru upravit. Je-li v zaddni nezndmda ve jmenovateli,
postupujeme podobné jako v piipadé linearnich rovnic.

< Priklad 31

o8

V oboru realnych ¢isel feste rovnici:

4 2z 16 6

x+2+x—2_x2—4 T+ 2

Resend
Nejdfive si vyjadiime podminky, za kterych ma dana rovnice smysl: = # 2, © # —2.

Za téchto podminek miizeme Tesit:

4 2z 16 6
— — . 2 . (1 —2
rr2ti2 T Gr2a-2 112 - (@+2)-(z-2)
4z —2)+22(x+2) = 16—6(z—2)
4y — 8422 +4x = 16 — 62 + 12
202 + 140 - 36 = 0
2?2+ Tr—18 = 0
D=49—-4-1-(—18) =49+ 72 = 121, takze
—7+11
Tig= ——
1,2 92 9
tj.
-7+ 11 —7—-11
$1:T:2, ZCQZT:—Q
Pro hodnotu x; = 2 nemé zadana rovnice smysl, feSenim je proto pouze z, = —9,
K={-9}.



5.4 Iracionalni rovnice

Iracionalni rovnice s jednou nezndmou z € R je rovnice obsahujici odmocniny
z neznamé nebo z vyrazi s neznamou. Pii jejim feSeni se zpravidla provadi umoc-
novani obou stran rovnice, nutnou soucasti reseni iracionalni rovnice je proto
zkouska, pomoci niz ze vSech kofenti algebraické rovnice vzniklé umocnénim urc¢ime ty,
které jsou koreny pivodni zadané iracionalni rovnice (pro jednoduchost si predstavme rov-
nici x = —1; umocnénim na druhou ziskdme rovnici 2% = 1, jiz kromé& piivodniho kofene
r = —1 vyhovuje také x = 1). Zpusob feseni si ilustrujme na dvou piikladech.

« Priklad 32
Reste v R iracionalni rovnici /52 + 6 — x = 2.

Reseni

Rovnici nejprve upravime tak, aby odmocnina byla na levé strané osamostatnéna, pak
ji umocnénim odstranime.

Vir+6 = 24z | 50 +6>0
6
50 4+6 = 4+ 4x+ 2 xZ—g
2?2—r-2 =0 = 1;=-1 29=2
Zkouska:
r1=—1: L=+/-5+6+1=1+1=2=P
To=2: L=+v/104+6—-2=4—-2=2=P

V tomto pfipadé oba kofeny vyhovuji zadané iracionalni rovnici a je proto K = {—1, 2}.

< Priklad 33
Reste v R iracionalni rovnici v2x —4 — z + 5 = 1.

Reseni

Rovnici nejprve upravime tak, aby jedna z odmocnin byla na jedné stran€ sama; po
umocnéni obdrzime iracionélni rovnici s jednou odmocninou; tu pak osamostatnime
a jesté jednou umocnime.

V2r—4 = 1++vr+5 |2 20 —4>0 AN x2+5>0

20 —4 = 14+2/r+54+x+5 r>2 Nx>-5
z—10 = 20z +5 P x> 2

r? =20 + 100 = 4(r +5)
2224 4+80 = 0 = 21=4, 75=20

Zkouska:
T, =4: L=v8—4—\i+5=2-3=—1, P=1, L#P
79 =20 : L=vi0—4—20+5=6-5=1, P=1, L=P

V tomto piipadé vyhovuje zadané iracionalni rovnici pouze druhy kofen a je tedy

K = {20}.
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5.5 Exponencialni a logaritmické rovnice

V casti 77 se budeme zabyvat zakladnimi elementarnimi funkcemi a jejich grafickym
znazornénim, specialné i funkci exponencialni a logaritmickou.

Exponencialni funkce je definovédna vztahem (3.4) (viz str. 35); je to funkce, ktera
kazdému realnému x prifadi hodnotu y = a®, kde a > 0, a # 1.

Casto potfebujeme naopak pro danou hodnotu proménné z zjistit, co musi byt dosa-
zeno za y do exponentu ve vyrazu a¥, aby platilo x = a¥. K urceni exponentu slouzi tzv.
logaritmicka funkce definovand vztahem (3.5), pro kterou plati:

y = log, x prave kdyz x=a".

Do argumentu logaritmické funkce muze byt dosazeno pouze libovolné kladné dcislo —
tento argument ma byt vysledkem mocniny kladného cisla, coz je vzdy kladna hodnota.
Kdykoli tedy budeme pracovat s vyrazem, ktery obsahuje logaritmy (nyni se jiz nejedna
o algebraicky vyraz, ale o tzv. vyraz transcendentni), musime si uvédomit, ze argu-
ment logaritmu musi byt kladny a podle toho urc¢it podminky.

7 definice logaritmické funkce, ze vzorct pro pocitani s mocninami o stejném zakladu
a z faktu, ze exponencialni funkce je ryze monoténni, plynou nasledujici pravidla pro
poditani s logaritmy:

Necht a > 0, a # 1 a necht x, 25 jsou libovolna kladné ¢isla. Potom plati:
log,(x129) = log, x1 + log, xo
loga - = loga I — loga I

log, " = rlog,x prokazdér € R

K oznaceni jesté dodejme, ze pro a = 10 se misto log;, z piSe pouze logx a proa =e
se pise In x.

Postup pri feseni rovnice, kterd obsahuje exponencialni nebo logaritmickou funkci, si
ukazeme na nasledujicich prikladech.

< Priklad 34
V oboru realnych ¢isel feste rovnici 32773 = 81.

Resent
Cislo 81 na pravé strané rovnice lze vyjadiit jako mocninu &sla 3, tj. 81 = 3. Pro-

toze exponencidlni funkce je prostd (pro dvé rizné hodnoty argumentu jsou i funkéni
hodnoty rizné, neboli funkce se nikde ,neopakuje“; viz str. 26 a ?7), je rovnost

32%—3 — 34
ekvivalentni s rovnosti exponentii:

21 — 3 =4,

odkud dostavame x = g, takze K = {g} )
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< Priklad 35

V oboru realnych ¢isel feste rovnici 4% + 3%+ = 493 — 32+2,

Reseni

V tomto piipadé€ se ndm nepodaii vyjadrit obé strany rovnice jako mocninu téhoz
zékladu, budeme si proto muset pomoci logaritmovanim. Nejprve se budeme snazit
ziskat na obou stranach soucin, abychom pak zlogaritmovanim rovnici upravili do tvaru
s neznamou ,mimo exponent“. Pii logaritmovani vyuzivame toho, ze logaritmicka
funkce je prosta (viz str. ??) a zlogaritmovani obou stran rovnice je proto pro vechny
hodnoty proménné, pro néz ma smysl, ekvivalentni iipravou:

3m+4 _|_3$+2
3%-81+3-9
37 (81 +9)
3*-90

§ xT
4
3 xT
1 2
s (3)
T -log—

4
log 0,7
Jetedy K= ——%.
o ey {log0,75}

< Priklad 36

V oboru redlnych ¢isel feste rovnici

4x+3_4x
4% . 64 — 47
4. (64 —1)
4% . 63
7
— 1
10 | log
7
log —
°& 10
7 log 0,7
log— = z=-—2""_=124
%10 YT 100,75

log, V22 — 3 +log, Vo — 5 = log, 24 — 3

Reseni

Obé strany rovnice vyjadiime pomoci jednoho logaritmu a potom opét vyuzijeme
toho, ze logaritmicka funkce je prosté, takze rovnost hodnot logaritmi je ekvivalentni
s rovnosti argumentti. Zaroven hned na zacatku uré¢ime podminky, které musi nezndma
x spliiovat (pod odmocninou musi byt nezaporné ¢islo, logaritmus méa smysl jen pro

¢isla kladna):

(
log, /(22 — 3)(z — 5)
%logQ (20 — 3)(x — 5)
log, (2 — 3)(x — b)
log, (2 — 3)(x — b)
(22 — 3)(z —5)
202 — 13z + 15
202 — 132+ 6

log, 24 — log, 23 20 —-3>0 AN zx—5>0
24
log2§ 20 >3 N x>5H
3
log, 3 ZL‘>§/\LL‘>5
2-logy 3 x>5
log, 32
9
9
1
0 - x1 =6, 232:5
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Ze dvou ziskanjch kofenti kvadratické rovnice vyhovuje zadani jen x = 6; kofen z = 1

2
nespliiuje podminky Fesitelnosti (pod odmocninou ve vyrazu v/2z — 3 by bylo zaporné
¢islo).

Je tedy K = {6}.

5.6 Goniometrické rovnice

Zakladni goniometrické rovnice:
sinx =a, cosr=a, a€(—-1,1), z€R
tgx = a, aGR,xER\{kW—I—%}
cotgr =a, a€R, x€R\{kn}

< Priklad 37

sinz = —0,5

xr, = 2100, To = 330°
K =k € ZU{210° + 2kr, 330° + 2k}

Slozit€jsi goniometrické rovnice:

Je-li v rovnici vice goniometrickych funkci, pfevedeme je na jednu goniometrickou
funkci. Pokud odmocnujeme, musime provést zkousku.

P1i vypoctu vyuzivame vlastnosti goniometrickych funkci popsanych v ¢asti 4.
< Priklad 38
sin 3x = cos 2w
sin 3z — sin (90° — 2x) =0

3r+90° -2z . 32 —90°+ 2z
2.co08 ——m -

ST T )
5 sin 5
r+3 r—7
=0 Vsl 2 =
cos — sin —
m—i—%:z kE):l:—gzl€7T
2 2 2
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6 SOUSTAVY ROVNIC

6.1 Rovnice a soustavy rovnic se dvéma neznamymi

Pojem rovnice s jednou neznamou, ktery jsme zavedli v vodu ¢asti 5.1 vztahem (5.1),
muzeme zobecnit na rovnici se dvéma neznamymi z, y :

L(z,y) = P(z,y) (6.1)

jejiz leva strana L(z,y) a prava strana P(z,y) jsou vyrazy s nezndmymi z, y.

Resit rovnici (6.1) znamena uréit vSechny uspotadané dvojice [z,y] z daného é&isel-
ného oboru M, které danou rovnici spliuji, tj. po dosazeni do ni nastava rovnost; kazdou
takovou usporadanou dvojici nazyvame feSeni rovnice.

Speciélné linearni rovnice se dvéma neznamymi je rovnice tvaru

ax + by + ¢ =0, (6.2)

kde a, b, c¢ jsou realné cisla, pricemz aspon jedno z ¢isel a, b je nenulové.

V casti 77 se podivame na grafické feseni rovnic, na tomto misté se zamérime pouze
na feseni ¢iselné. V rovnici (6.2) mohou nastat tii p¥ipady:

a) a#0,b#0.
V tomto piipadé miizeme jednu neznamou zvolit zcela libovolné a druhou ur-
¢ime tak, aby byla dana rovnice tvaru (6.2) splnéna. Mtzeme tedy pséat: x = t,
kde t je libovolné realné ¢islo,

a,_¢
y=—-t—-.
b b
Mnozinou vsech feSeni rovnice je proto mmnozina vsech uspofadanych dvojic

tvaru [t, —%t — g] , kde t je libovolné realné cislo.

b) a =0, b+# 0, tj. rovnice (6.2) pfechazi do tvaru by + ¢ = 0.

Vypocteme-li pfimo y, dostaneme

V tomto pripadé tedy mame danou podminku, jaké hodnoty musi nabyvat
neznama y; pro z ze zadani zadna podminka neplyne, miize proto nabyvat li-
bovolné hodnoty. Mnozinou vsech feseni pak bude mnozina vsech usporadanych
dvojic [t, —ﬂ , kde t je libovolné realné cislo.
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c) a#0,b=0, tj. rovnice (6.2) pfechézi do tvaru ax 4+ ¢ = 0.

Vypocteme-li pfimo z, dostaneme

V tomto pripadé tedy mame danou podminku, jaké hodnoty musi nabyvat
neznama x; pro y ze zadani zddna podminka neplyne, miize proto nabyvat li-
bovolné hodnoty. Mnozinou vsech feseni pak bude mnozina vsech usporadanych
dvojic [—2, t} , kde t je libovolné realné ¢islo.

Z vyse uvedené diskuse je vidét, Ze linedrni rovnice (6.2) se dvéma neznadmymi ma

vzdy nekone¢né mnoho Feseni (to ovSem neznamena, Ze feSenim je libovolna dvojice
realnych cisel [z, y]!).

< Priklad 39

V oboru redlnych ¢isel urcete vsechna feseni rovnice 2z +y = 5.
Reseni

Jednu z neznamych mizeme volit libovolné, naptiklad x = ¢, kde t je libovolné realné
¢islo, a druhou urcime tak, aby byla splnéna zadand rovnice: y = 5 — 2¢. Mnozina
v8ech Feseni dané rovnice je tedy mnozina vSech usporddanych dvojic [t, 5 — 2t], kde ¢
nabyva vsech realnych hodnot.

< Priklad 40

V R urcete vSechny uspofadané dvojice [z,y], které jsou feSenim rovnice

y+5=0.

Reseni

7 rovnice vyjadiime neznamou y, tj. y = —5; nezndma x muze nabyvat libovolnych
hodnot, oznac¢ime proto x = ¢, kde ¢t € R. Mnozina vSech feseni dané rovnice je
mnozina vSech usporaddanych dvojic [t, —5], kde ¢ nabyva vSech realnych hodnot.

< Priklad 41

64

V R urcete vSechny uspofadané dvojice [z,y], které jsou feSenim rovnice

20+ 5=0.

Resent
7 rovnice vyjadiime neznamou x, tj. x = —g; neznama y muze nabyvat libovolnych
hodnot, oznac¢ime proto y = ¢, kde ¢ € R. Mnozina vSech Teseni dané rovnice je

mnozina vSech uspofddanych dvojic [—2, ], kde ¢ nabjva vSech realnych hodnot.
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6.2 Soustava dvou linearnich rovnic se dvéma nezna-
mymi
Obvykle nefesime jednotlivé rovnice se dvéma neznamymi, ale dvé takové rovnice, které
maji byt splnény zaroven. V tomto pfipadé hovorime o soustavé linearnich rovnic se
dvéma neznamymi. ReSeni soustavy je pak feSeni, které vyhovuje obéma danym
rovnicim.

P1i feseni soustav linearnich rovnic muzeme pouzit jednu ze tii zakladnich metod,
popf. jejich libovolnou kombinaci:

= Metoda séitaci (adi¢ni) spociva v tom, Ze se kazda z rovnic soustavy
vynasobi vhodnym ¢islem tak, aby se po sec¢teni takto vynasobenych rovnic
eliminovala (vyloucila) jedna z neznamgych.

= Metoda dosazovaci (substituéni) spoc¢iva v tom, Ze se z jedné rovnice
vyjadii jedna neznama pomoci druhé neznamé a toto vyjadieni se dosadi
do druhé rovnice; tim se prvni neznama eliminuje a vznikne rovnice pro
druhou neznamou.

= Metoda srovnavaci (komparaéni) spoc¢iva v tom, Ze se z obou rovnic
vyjadii tatdaz neznama a obé vyjadieni se porovnaji; tim se opé€t prvni
neznama eliminuje a vznikne rovnice pro druhou neznamou.

Nakonec vzdy muzeme provést zkousku dosazenim feseni do obou rovnic. Protoze jsme
vSak provadéli pouze ekvivalentni ipravy, neni zkouska nutnou soucasti feseni, ale slouzi
jen pro kontrolu (i kdyz uzite¢nou).

Reseni soustav linearnich rovnic a mozné piipady, které mohou pfi feseni nastat, si
ukazeme na nasledujicich konkrétnich prikladech.

< Priklad 42
V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic:

or + 4y = 11
r + 2y = 7

Resent
1. zpusob — metoda séitaci (adi¢ni)

Vynasobime-li naptiklad druhou rovnici ¢islem —5, ziskame soustavu rovnic:

or 4+ 4y = 11
—5r — 10y = -35
Sectenim obou rovnic eliminujeme proménnou x a obdrzime rovnici s jednou nezna-
mou ¥y,
—by = —24,
kterou snadno vyresime:
y =4
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Ziskanou hodnotu dosadime do kterékoli z dvojice zadanych rovnic a dopoc¢itame hod-
notu neznamé r; v tomto pripadé bude jednodussi dosadit do druhé rovnice:

r+2-4 = 7
r = —1
Dand soustava ma v tomto piipadé jediné feSeni, a to [z,y] = [—1,4]. Stejné jako

u rovnic s jednou neznamou, i u soustav se mnozina feseni obvykle zapisuje ve tvaru
K = {[~L.4]}.

Pti feSeni jsme také mohli postupovat tak, ze bychom druhou rovnici vynasobili
¢islem —2; pfi nasledném sec¢teni obou rovnic by se eliminovala neznama vy, vypocitala
by se hodnota nezndmé x a po dosazeni do jedné z ptvodnich rovnic by se dopocitala
hodnota y. Vzdy se tedy snazime jednu z rovnic, popf. kazdou z nich, vynasobit
vhodnym ¢islem tak, aby u jedné neznamé byla v obou rovnicich opac¢néa ¢isla.

2. zpusob — metoda dosazovaci (substitu¢ni)

7 druhé rovnice vyjadiime proménnou x a toto vyjadieni dosadime do rovnice prvni:

r = 7T—2y

5-(7T—2y)+4y = 11

a ze ziskané rovnice vypocteme y :

35— 10y +4y = 11
—6y = —24
y = 4

Nyni dosadime hodnotu y = 4 do vyjadieni © = 7 — 2y a vypocteme z :

r=7—-2-4=-1

Opét tak dostavame mnozinu feseni dané soustavy K = {[—1,4]}.

3. zpusob — metoda srovnavaci (komparaéni)

Z obou rovnic vyjadiime (napiiklad) nezndmou x :

11— 4y

x
r = 7T—2y

Porovnanim téchto dvou vyjadieni téze neznamé dostaneme rovnici:

11—4
- Y =2 729 |5
11—4y = 35— 10y
6y = 24
y = 4



Dosazenim hodnoty y = 4 do jednoho z vyjadieni nezndmé z (v tomto pfipadé radéji
do druhého) vypocteme x :

Opét je tedy K = {[—1,4]}.

< Priklad 43
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic:

dr + Ty = 26
3r + by = 19

Resent

Metoda séitaci. Abychom eliminovali proménnou z, vynasobime prvni rovnici Cis-
lem 3 a druhou ¢islem —4 (tak, aby u této proménné byla opacna ¢isla; podobné
bychom mohli prvni rovnici vynasobit ¢islem 5 a druhou —7, ¢imz bychom pii secteni
eliminovali proménnou y):

dr + Ty = 26 |-3
3r + by = 19 |- (—4)
120 + 21y = 78
120 — 20y = —76

Po secteni ziskame rovnici s jednou neznamou y :
y=2

Ziskanou hodnotu dosadime do jedné z dvojice ptivodnich rovnic, naptiklad do druhé,
a vypocteme x :
3r+5-2 = 19
3z = 9
r = 3

Mnozina v8ech feseni dané soustavy rovnic je tedy K = {[3,2]}.

Metoda dosazovaci. Z druhé rovnice napiiklad vyjadiime neznamou x :

19 — 5y
€r =
3
Po dosazeni do prvni rovnice obdrzime line4drni rovnici s jednou neznamou, kterou
vytesime:
19-5
4. 3y—|—7y:26 -3
4(19 —by) + 21y = 78
y = 2
) e 9—-5y . ..
Dosazenim do vyjadieni = = ziskame:
19-5-2
r=——""7/—=3
! 3

Mnozina vSech feSeni dané soustavy rovnic je tedy opét K = {[3,2]}.
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Metoda srovnavaci. Z obou rovnic vyjadiime napiiklad neznamou z :

26Ty
T Ty
~ 19-5y
S
Porovnanim téchto vyjadreni dostaneme rovnici s jednou neznamou y, kterou vyresime:
26 — Ty _ 19 — 5y 12
4 3

3(26 — 7y) = 4(19 — 5y)
8 —-21y = 76—20y
y = 2
Po dosazeni hodnoty y = 2 do jednoho z vyjadreni pro z ziskdme z = 3, takze opét
K ={[3,2]}.

< Priklad 44
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V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic:

4 — y = 1
—20r + S5y = -5

Resent

Ukazeme si jen jeden zptlisob feseni; zbyvajici dva si laskavy ¢tendf muze vyzkouset
sam.

Metoda séitaci. Abychom eliminovali naptiklad proménnou y, vynasobime prvni
rovnici ¢islem 5 :

dr — y = 1 |5
—20x + S5y = -5
200 — by = 5
—20z + 5y = -5
Po secteni pak dostaneme
0z = 0.

Tato rovnost plati vzdy, takze za x mizeme zvolit libovolné realné cislo: x = ¢, kde
t € R. Dosazenim do prvni rovnice pak vyjadiime y :

y=4t —1

Resenim zadané soustavy je tedy jakdkoli usporadana dvojice [t, 4t — 1], kde t je libo-
volné realné ¢islo. Zadana soustava ma v tomto pripadé nekonec¢né mnoho reseni,

K = {]t,4t — 1], t € R}.

Pov§imnéme si, Ze druhé rovnice byla (—5)-ndsobkem rovnice prvni. Po jejim
zkraceni Cislem —5 ziskame dveé identické linearni rovnice se dvéma neznamymi, které
maji zfejmeé stejna FeSeni; pii vypoctu se proto staci zabyvat jen jednou z nich — a jak
jsme vidéli v predchozi ¢asti, jedna linearni rovnice se dvéma nezndmymi tvaru (6.2)
ma vzdy nekonecné mnoho feseni. V tomto pripadé se také nazorné rika, ze obé rovnice
vypovidaji totéz.



< Priklad 45
V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic:

8z + 4y =1
122 4+ 6y =
Resent
Opét si ukazeme jen jeden zptsob Feseni.

Metoda scitaci. Prvni rovnici vynasobime ¢islem 3, druhou —2 :

8r + 4y = 1 |-3
120 + 6y = 5 |- (=2)
2 + 12y = 3
241 — 12y = —10
Po secteni pak dostaneme
0=-7,

takze zadana soustava nema feSeni, tj. K = ().

Povsimnéme si, ze v tomto pfipadé je levéa strana druhé rovnice (2, 5)-nédsobkem
levé strany rovnice prvni, zatimco u pravych stran tento vztah neplati. Pro nazornost
vynasobme prvni rovnici ¢islem 3 a druhou 2 :

24z + 12y = 3
24z + 12y = 10

Je zfejmé, Ze urcité nelze nalézt dvé redlna cisla z, y tak, aby byl vyraz 24z + 12y
roven jak 3, tak i 10. Rikdme proto, Ze rovnice dané soustavy si odporuji.

Na zakladé poznatkt z predchozich prikladi mtzeme Tici:

Soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi

= nema zadné reseni, pokud si rovnice odporuji,
= ma nekonecné mnoho reseni, pokud rovnice vypovidaji totéz,

= ma pravé jedno Feseni v ostatnich piipadech.

Na zavér poznamenejme, ze postup, ktery se pro reseni dané soustavy voli, zavisi na
konkrétnim zadani (v nékterych pfipadech je vyhodnéjsi metoda séitaci, jindy metoda
dosazovaci ¢i ji podobna metoda srovnavaci) i na zkusenostech Fesitele.
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6.3 Praktické problémy vedouci na reseni soustavy
rovnic
Na nékolika prikladech si ukazme vyuziti soustav linearnich rovnic pii feseni nékterych
praktickych problém1.
< Priklad 46

Klempitska pajka je slitina cinu a olova. Jeden druh péjky obsahuje 25% cinu a druhy
druh 60% cinu. SmiSenim obou druhi pdjek a piidanim 2 kg ¢istého olova méame
vyrobit 10 kg pajky obsahujici 30% cinu. Kolik kilogramt kazdého druhu pajky pii
tom musime pouzit?
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Resend
Ozna¢me jako x hledanou hmotnost (v kilogramech) prvniho druhu pajky a jako y

hledanou hmotnost druhého druhu pajky. Hmotnost slitiny obsahujici tato mnozstvi
pajek a 2 kg cistého olova ma byt 10 kg, coz vyjadiuje rovnice

r+y+2=10.

Porovnanim hmotnosti ¢istého cinu v pouzitych pajkach a ve vysledné slitiné ziskame
rovnici:
. 25 N 60 10 30
100 Y7100~ 100
Problém jsme tak prevedli na feseni soustavy dvou linearnich rovnic se dvéma nezné-

mymi (druhou rovnici vynasobime 100):

r + oy = 8 |- (—25)
%5z + 60y = 300
—2bx — 25y = -—200
2%r + 60y = 300
35y = 100
100 20
= —=—=2,86
T S
20 36
T = 8—y:8—7:—i57l4

Zaveér: Musime pouzit asi 5,14 kg pajky prvniho druhu a asi 2,86 kg pajky druhého
druhu.

« Priklad 47

Dvé letadla startujici soucasné z letist v Praze a Zahfebu leti navzdjem proti sobé
a setkaji se za 20 minut. Vzdalenost letist je 490 km. Priimérné rychlost letadla leti-
ciho z Prahy je o 210 km/h vétsi nez priamérné rychlost druhého letadla. Vypocitejte
primérné rychlosti obou letadel.

Resent

Oznacme:
pramérnd rychlost letadla startujicitho v Praze (v km/h)  ......... x
pramérnd rychlost letadla startujicitho v Zahfebu (v km/h) ......... Yy
. , 1
cas od startu do setkani letadel ........ ... ... . .. .. 3 h
vzdalenost 1etiSt ... ... 490 km
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MISTO SETKANI
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W =
W =

490 km

OBR. 77.14 K RESENI PRIKLADU 47
Podle zadani plati pro rychlosti letadel vztah
r =1+ 210

a pro vzdalenosti urazené od startu do okamziku setkani (viz obr. 14) plati:

1 1
= - — = 490.
x 3 +vy 3
Dosadime-li z prvni rovnice do druhé, dostaneme:
(y + 210) ! + Lo 490
Y 3 V'3 7
y+210+y = 1470
2y = 1260

y = 630 = x=2840

Zavér: Letadlo startujici v Praze letélo rychlosti 840 km /h, letadlo startujici v Zahiebu
letélo rychlosti 630 km/h.

< Priklad 48
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7 Jevicka vyjel dopoledne do Prahy osobni vlak. Ve stejny okamzik vyjel po stejné trati
z Prahy do Jevicka nékladni vlak. Oba vlaky projely celou trasu stalymi rychlostmi.
Na trati se minuly v 10.15 hodin. Osobni vlak dojel do cile téhoz dne ve 12.15 hodin,
nakladni vlak dojel do cile téhoz dne ve 14.45 hodin. V kolik hodin vlaky vyjely?

Reseni

Oznacme:
rychlost osobniho vlaku (v km/h) ........... ..o oo T
rychlost nakladntho vlaku (v km/h) .................o oL Yy
¢as (v h) od odjezdu do mijeni vlakd .......................... t
¢as (v h) od mijeni do konce cesty spésného vlaku  ......... 2h
¢as (v h) od mijeni do konce cesty nakladniho vlaku h



Pred setkanim:

X
MISTO SETKANTI JEVICKO

N /N

Po setkani:

/N J/

OBR. 77.15 K RESEN{ PRIKLADU 48

Nékladni vlak urazil vzdalenost mezi Prahou a mistem setkani za ¢ hodin rychlosti
y km/h, tato vzdalenost je proto rovna y - t kilometra. Osobni vlak po setkani urazil
stejnou vzdalenost za 2 hodiny rychlosti z km/h, proto je tato vzdélenost rovna také
x - 2 kilometrii (viz obr. 15). Dostavame tedy rovnici:

Stejné tak vzdalenost mezi mistem setkani a Jevickem mtizeme vyjadfit pomoci rych-
losti osobniho a nakladniho vlaku a ziskdme druhou rovnici:
; 9
xT - — y . —
2
Problém je tedy preveden na feseni soustavy dvou rovnic, z niz potifebujeme urcit

hodnotu neznamé t. Vyjadiime-li z prvni rovnice z,

y-t
T="
a dosadime do druhé, dostaneme:
y-t 9
2T
y-t* = 9y |:y  (y# 0 - nenulova rychlost)

=9
t = 3
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(predposledni rovnici by vyhovovala i hodnota —3, protoze vsak hledame ¢as, prichézi
v tvahu jen kladny kofen).

Zavér: Vlaky vyjely 3 hodiny pred setkanim, tj. v 7.15 h.



7 NEROVNICE

V ¢asti 1.3 jsme se seznamili s nerovnostmi a jejich zédkladnimi vlastnostmi. Nerovnice
obsahuje — na rozdil od nerovnosti — kromeé ¢isel také jednu nebo vice neznamych. Resit
nerovnici znamené urcit vsechna cisla z dané mnoziny, po jejichz dosazeni za neznamé

prejde tato nerovnice v platnou nerovnost.

Pf1i feseni nerovnic postupujeme podobné jako pii feseni rovnic: postupné je preva-
dime na nerovnice jednodussi, které vSak maji stale stejnou mnozinu feseni, az dojdeme
k nerovnici, jejiz feSeni zname. Pfipomenime si nyni ekvivalentni tpravy, tj. tpravy,

které neméni mnozinu kofeni:

¥

rovnosti v obraceny

2R 2 2

vzadjemna vymeéna stran nerovnice se soucasnou zménou znaku ne-

pricteni téhoz ¢isla nebo mnohoclenu k obéma stranam nerovnice
odecteni téhoz ¢isla nebo mnohoclenu od obou stran nerovnice
vynasobeni (vydéleni) obou stran nerovnice tymz kladnym ¢islem

vynésobeni (vydéleni) obou stran nerovnice tymz zapornym ¢islem

a soufasnéd zména znaku nerovnosti

< Priklad 49

V oboru redlnych ¢isel feSte nerovnici

Resent

20+ 1

3
5(2x+1)
10x + 5
4x
x

Proto K = (—o0, —2).

ANNN N A

2r+1 2r-—1
3~ 5
20 —1
5 |- 15
3(2r — 1)
6z — 3 | —6x—5
-8 | : 4
—2

V casti 21 jsme se zabyvali rovnicemi s neznamou ve jmenovateli, které vedly na
feSeni linedrnich rovnic. Pii feSeni nerovnice s neznamou ve jmenovateli budeme
postupovat analogicky: vSechny ¢leny prevedeme na jeden zlomek a pak budeme zjistovat,
pro které hodnoty neznamé tento zlomek spliiuje pozadovanou nerovnost:

< Priklad 50

V oboru realnych ¢isel feste nerovnici

Reseni

x_H<2_
3r—2
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Odecteme ¢islo 2 z pravé strany a vznikly rozdil prevedeme na jeden zlomek:

z+1
— < 0
3r — 2 -
r+1-23zx—-2) 0
3r — 2 -
—br+5
_ 0
3r —2

Zlomek na levé strané je mensi nebo roven nule, je-li bud =52 +5<0 A 32 —2>0

(symbol A &teme ,,a zaroven), anebo =5z +5 >0 A 3z —2 < 0 (ve jmenovateli
nemuze byt nikdy nula), tj.

(=bzx < =5 A 3z > 2) nebo (=bx > -5 A 3z < 2)
2 2
(a: > 1 A Tz > §) nebo (33 < 1 A T < §)
2
rz>1 nebo T < 3
2
Proto K = (—oo7 §> U (1, +00).



