1 Uloha

Uloha celociselného programovani je prakticky stejna jako tiloha linearniho programovani. Navic
se ale pozaduje, aby feSeni nékterych proménnych ve vektoru x bylo celo¢iselné nebo dokonce
binarni. Celo¢iselné veli¢iny vétsinou reprezentuji pocet (kust, lidi apod.) Binarni velifiny lze
interpretovat jako rozhodovani 1 = ano, 0 = ne. Tim se rozsah tloh velmi zvétsuje.

2 Formulace tlohy

Naleznéte hodnoty vektoru @ = [z1, 22, -+ , %], které
(7) maximalizuji linearni kriterium ¢’z = cyx1 + coxa + -+ + cpy,

(73) spliuji vedlejsi podminky Az < b, tedy a; 121+ a; 222+ +a; 02y < b, proi=1,2,--- ,m
(m podminek pro n proménnych) a

(#i7) alespon jedna veli¢ina v x je celociselna.

Zapis standardni dlohy celo¢iselného programovani je nasledujici:

cx — opt
Ax <b
T, >0, Ty, € N

kde ,,opt” oznacuje maximum nebo minimum, z;, mnozina veli¢in pro které vyzadujeme
nezapornost a ry, je mnozina veli¢in, které maji byt celociselné; z;, Ux, = x.

Priiklad
Najdéte optiméalni feSeni tlohy
3r1 + 2x9 — max
201 —x9 < 4
221 + 4ay < 13
—x1 + 1029 < 25
r1 >0, 2o €N

Reseni najdeme v Excelu

A B C D B F
1 Uvodni piiklad
2 R N
3 x 2.5 2
4
5 c
6 Ax b
7 A 2 -1 3 4
8 4 13 13
9 10 17.5 25
10
11 )
12
13 Refeni
14 x2 z N 2.5 2 J=11.5
15 x2 z R 2.9 1.8 J=12.3
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Dole na obrazku jsou uvedena obé feSeni, jak pro x5 € N, tak i pro zo > 0. Regeni miuzeme
srovnat s grafickym vyjadfenim tlohy

4

vrstevnice\
13 kriteria Q

0.0 (
R
] 0.5 1 13 35 4
y=2x—4 ¥ = —05x+325 y=01x+25

Tady vidime, Ze je to tak :-)
Poznamka

O Feseni iloh linedrniho programovdni jsme mluvili v kurzu LP1. Ti, kdo zapomnéli, jak se iloha
LP v Excelu realizuje, najdou podrobng ndvod v kapitole 77.

3 Reseni tlohy
3.1 Excel - Fesitel

Pro feSeni tloh linearntho programovani je mozné pouzit aplikaci f{eéitel, tedy aplikaci, ktera
slouzi k vyhledévani extrému funkce. Regitel je soucasti MS Excel. Vyhoda této aplikace je v
tom, Ze je prehledné a Excel je b&zné vyuzivany a rozsifeny tabulkovy procesor. Nevyhoda je,
ze je omezeny prostorem a pro slozité ilohy se musi pouzit jiny program.

Vsechny tlohy byly naprogramoviny ve verzi MS Excel 2013 a i na tuto verzi optimalizovany.

Z toho davodu neruc¢ime za nefunkénost ve starsich verzich. Tato verze je zdarma ke stazeni na
http://download.cvut.cz/. Resitele naleznete po spusténi v zaloZzce DATA, viz obrazek 3.1.
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Obrazek 3.1: Excel - Data - Regitel (Solver)

Pokud tam neni, je nutné ho aktivovat. Lze aktivovat nasledujicim zptusobem:
1. oteviete “Soubor - Moznosti - Dopliiky” a otevie se vam nové okno, viz obrazek 3.2 (a),

2. v otevieném okné dole klikneme na “Spravovat: Dopliiky aplikace Excel” a otevie se dalst
okno, viz obréazek 3.2 (b). Zaskrtneme “Resitel” a potvrdime pomoci tlacitka “OK”.

Pokud vse probshlo v poradku, v zélozce DATA se objevi Regitel (v anglické verzi Solver).


http://download.cvut.cz/
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Obrazek 3.2: Aktivace Regitele

3.2 Model v sesité Excel

1. Nejdfive vymezime blok bunék pro neznamé x (piipadné dalsi neznamé).

2. Dale zapiSseme vSechny zadané veli¢iny - vétSinou to jsou ceny c a koeficienty linearnich
omezeni A a pozadované pravé strany b.

3.

Spocteme viechno, co je potieba spotitat (do Regitele se davaji jen odkazy na buiiky nebo
bloky bunék). Vé&tsinou to je:

(a) kritérium 'z =), c;xz;
(b) vypotCtené pravé strany omezeni Az = Zj ai;x; Vi
4. Zavolame Resitele a zadame vSechny odkazy
(a) zvolime Min nebo Max pro kritérium,
(b) zadédme blok nebo bloky pro neznamé (optimalizované) veli¢iny,
(c) pfidame omezeni ve tvaru <, > nebo binéarni (voli se na stejném misté)
)

(d) vétsinou nechame zatrZenou volbu “neomezené velic¢iny jsou nezaporné” (nemusi se to
jiz deklarovat v podminkach)

(e) a v okénku dole vybereme volbu “Simplex LP” - linearni programovani.

3.3 Triky pfi praci v Excelu

Blok bunék - tazeni mysi nebo Shift+8ipka.

Pfemist&ni bloku (s Ctrl kopie) - uchopeni za okraj (buiiky nebo bloku) a taZeni.
Vkopirovani hodnoty do celého bloku - vytvotrime blok, zaddme hodnotu a Ctrl+Enter.

Maticové vzorce - provad&ji operace (nejéastéji nasobeni) prvek po prvku. Zadéavaji se pomoci
Ctrl+Shift+Enter. Vysledek miZze byt v jedné buiice, nebo v bloku bunék. Blok je mozno zadat



piedem (pak se objevi vysledky v celém bloku). Vzorec je moZno kopirovat se viemi pravidly o
posunu adres.

Fixace adres (absolutni adresy) - zafixované adresy se pfi kopirovani neposouvaji. Adresu fixuje
dolar pred pismenem, ¢islem nebo obojim. Dolar pred pismenem fixuje adresu pii vodorovném
pohybu, pfed ¢islem pii svislém pohybu a pfed obojim i ve vodorovném i svislém sméru.

Zadani dolard - automaticky zadame dolary klavesou F4 ihned po vloZeni adresy (jinak se
musi adresa dat do bloku). Opakované stisknuti F4 provede: oba dolary, jen pfed ¢islem, jen
pied pismenem, zadny dolar (atd.).

Skalarni soucin - pokud potiebujeme maticovy vypocet = ) . a;b; lze ho jednoduse vytvofit
tak, ze vytvoirime sumu soucinu dvou sloupci a poté zmackneme Ctrl+Shift+Enter. Napiiklad
=suma(A1:A10%B1:B10) + Ctrl+Shift+Enter.

Soucin matice a vektoru - matice je B1:D10 a vektor A1:A10. Souéin je =suma (B1:D10*$A$1:$A$10)
+ Ctrl+Shift+Enter a rozkopirovat svisle. (Adresa s dolary je absolutni - viz fixace adres.)

3.4 Priiklad v Excelu
Resfme obecny piiklad linedrniho programovani

5r1 + x9 — max

3r1+5xy < 15
201 + 22 <8
T2 <
x1,22 >0

Pro piehlednost, je hned na zac¢atku uvedeno feseni, které je oznaceno modrym pozadim (obrazek
3.3). Déle jsou uvedeny vahy v kritériu (pro variantu (a) v obecném piikladu), tedy vahy ¢ =
[5, 1]. Nasleduji podminky jako matice

které jsou také ve ¢tvereCku s zlutym pozadim, stejné jako vahy v kritériu. Kritérium, které
je oznaceno zelenym pozadim v ramecku, je zakladni parametr, kde se hled4d maximum nebo
minimum. Ani tento parametr neménime. P#i praci se obvykle méni pouze poli¢ka s zlutym
pozadim, tedy zadani.



A B e D E F G H I J K L M

1 Uvodni piklad

2

3 x-hledané hodnoty modre - fedeni

4 0 2 zluté - zadané hodnoty

i zelené - kritérium

6 c-ceny bez barvy - potitané buriky
7

8 a) 5 p

9 |b) 1 1 daldi

10 |c) 1 3 varianty

11 |d) -1 1 ptikladu

12

13 |a - koeficienty omezeni ax b - pravé strany omezeni
14 o 5 10 15,

15 2 1 2 <= 8

16 0 1 2 2

17 A

18 {=SUM(B15:C15*5B54:5C54)}

19 Kritérium

20 <« [-SUM(BT:CT*B4:C4}}

24 Pozndmky
25 |cx : =SUM(B7:C7*B4:C4) + Ctrl Shift Enter,
26 kde adresy proménnych ¢ a x ziskdme mysi pfejetim po burikdch s promé&nnymi

28 ax:=SUM(B13:C13*$B$4:5C54) + Ctrl Shift Enter, a rozkopirujeme
29 kde "dolary" dostameme stisknutim F4 (absolutni adresa - neposouva se)

31 |V programu Reditel je mo#no zatrhnout volbu: Fedeni je >= 0 (neni tfeba extra zadavat)

Obrazek 3.3: Priklad v Excelu

V pripadé, Ze jiz mame nastavené zakladni hodnoty, prechazime k Resiteli (Solver). Spustime
DATA-Resitel (Solver) a objevi se nam tabulka zndzornéna na obrazku 3.4 (a). Pro spravnou
funkci je potfeba nastavit nasledujici:

1.
2.

Ucelova funkce - odkaz na buiiku s kritériem (zelené pozadi).

Hledat - hleda se minimum, maximum nebo urcitd hodnota. Pro zadavajiciho je dilezité
si uvédomit co hled4 (u zisku bude hledat maximum a u nakladi minimum).

Proménné modelu - vysledek (modré pozadi). Zde bude optimalni hodnota pro zadané
veli¢iny (napiiklad kolik kust vyrobku A a B vyrobit).

Omezujici podminky - zde musi byt vSechny podminky, které je potfeba splnit, tzn.
vytvoii se sloupcovy vektor, do kterého se vypocita soucin vysledku (napiiklad kolik kusi
vyrobit) s hodnotou fadku tak, aby se dal vysledek porovnat s omezenim. Tedy ,,a - z”’
porovname s pravou strannou omezeni. Pokud bude jesté jiny pozadavek, napiiklad mini-
mélni vyrobené mnozstvi, musi se zapsat také do Omezujicich podminek, kde se klikne na
ikonku Pfidat a nadefinuje se nova podminka.

Nastavit podminky nezapornosti - u vétsiny problému se oc¢ekava, ze vysledek nemuze
byt zaporny (nemuZeme vyrobit -5 vyrobkil). Tato podminka se muze zadat p¥imo do
omezujicich podminek nebo se zagkrtne policko s podminkou nezapornosti.

Vyberte metou feSeni - na vybér je Gradientni metoda, Simplexova metoda a Evolu¢ni
algoritmus. Zvoleni vhodné metody je na zadavateli a ur¢i se podle typu tlohy.

(a) Simplexova metoda - linearni optimaliza¢ni ulohy,



(b) Gradientni metoda - hladké nelinearni optimaliza¢ni ulohy,

(c) Evoluéni algoritmus - nehladké nelinearni optimalizac¢ni tlohy.

Parametry Regitele
Ucelova funkce: 38514/ &
Hiedat: () pMax (@ Min () Hodnota:
Proménné modelu:
$B54:5C54 B
Omezujici podminky:
SDS7:SDSB > = SFS7:SF58 . 7 T i
Rt Vysledky Resitele
Zménit y
Rezitel nalez| optimalni Fegeni
Ddstranit Sestavy
vysledkova
@ Uchovat fedenf Reditele | Citlivestni

Vynulovat vie Limitni
O Obnovit plvedni hodnoty

Naist nebo ulozit

Nastavit podminky nezapomosti [ zpét do dialogového okna Parametry editale [ struné sestavy
Vyberte metodu feseni: Simplexova metoda v Moznasti

etiscnd..
Metoda feseni.

Simplexavau metadu zvalte pro linedmi aptimalizaéni problémy, Gradientni metadu pro hiadké = EET—"
nelineami problémy a Evoluéni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy, Retitel nalezl optimdini Fedeni.

Pii poutiti Gradientni metady nalez! feditel lokalni optimum, pfi pousiti
Simplexové metody nalezl globaini optimum

(a) (b)

Obrazek 3.4: Regitel

Poté se jiz jen zada funkce fesit a objevi se nasledujici tabulka 3.4 (b). Tam nechame zaskrtnutou
moznost Uchovat feSeni ResSitele a potvrdit tlacitkem OK.

3.5 Linear programming grapher

Jedn4 se o webovou aplikaci na adrese

https://www.zweigmedia.com/utilities/Ipg/index.html?lang=en
do které lze zadat model dvourozmérné tlohy linedrniho programovani a dlohu spustit tlacitkem
Solve. Ukaze se piipustny simplex feSeni s popisem jednotlivych hranic omezeni a samoziejmé
optimalni feSeni. Model se zada nejlépe tak, ze spustite LP Examples a vysledek upravite podle
svého.

Vlevo nahote, pod zlutou zdlozkou Main Page, je tla¢itko Simplex method utility. Ta umoziuje
fesit obecnou ulohu LP. Doporucuje se pracovat v nové verzi (Cerveny text).

Pohled na Grapher je na nésledujicim obrazku



Enter the linear programming problem here:

(8 Maximize
o z:!2x+y subject to the constraints:

- Show only the region defined by the following contraints:

x+y<=3
3x+y<=8
%+5y<=12

P

‘ LP Examples | ‘ Graphing Examples ‘ | Salve

Rounding” 4 decimal places Fraction Mode |
Erase Everything

The solution will appear below.
Vertex Lines through vertex ‘Value of objective

—— ) =iXES y=-3x+8

x+y =3

3x+y =8

Thpi=i3

x+5 =12 3R i
;= Xmin: 0 Xmax: 4

Ity =8 53333 | ‘ | |

®(25.05) 5.5 Maximum

® (0.75,2.25)

® (26667, 0)

7=0 Ymin:|0 | vmax|4 \
x+5y =12 = —

®0.24 x=0 24 Gridlines X: 0.5 | Y05

® (0,0) ;C z g 0 Graph | Show vertex coordinates ¥

y=-02x+24

Shirka piiklada (Bude se postupné rozsifovat. Kazdy novy prispévek je vitan.)

4 Triky v omezenich

Zavedeni celo¢iselnych /binarnich proménnych mé dvoji vyuziti:

e Zavadi popis veli¢in, které nelze délit - napf. pocet najatych délniki nebo pocet objedna-
nych krabic se zbozim.

e Umoziuje vyuziti programovacich trikua, které se zejména tykaji moznosti rozhodovani.
Napi. pro binarni y € {0,1} je ,situace nastane pro y = 1 a ,situace nenastane“ pro
y = 0. Také se ¢asto vyuZiva pro vybér: pro binarni vektor y = {y1,y2, - ,yn} vybereme
ty akce pro které je y; = 1.

Dale si ukdZzeme nékteré zakladni triky a jejich realizaci.

4.1 Binarni veli¢iny

Binarni veli¢iny mohou nabyvat dvou hodnot, 0 nebo 1. Souvisi s rozhodovanim: néco bude —
1, nebo nebude — 0.

Poznamka

Ne vZdycky 1 znamend ano a 0 ne. Uvidime pozdéji u aktivace omezeni. Je tieba na to ddvat
pozor.

Pokud mame n takovych veli¢in xq, 29, - ,2, € {0,1}, lze realizovat jednu z nasledujicich
podminek:

e alespoii k bude splnéno (k nebo vice): Y1 | z; > k,
e pravé k bude splnéno: Y i | z; = k,

e nejvyse k bude splnéno (k nebo méng): 1" | z; < k.



Priklad
Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 prilezitosti. Hodnoty investic na pofizeni akce a

o¢ekdvané vynosy (v tis. K¢) jsou v tabulce

akce ‘ 1 2 3 4 5
niklad (n) [ 5 3 8 10 7

vynos (v) |14 14 16 19 15
Které akce vybereme, abychom maximéalné vydélali, jestlize smime zvolit nejvyse 3 akce?
Reseni
Zvolime indikatorovy vektor y € {0, 1} - binarni jako stavovy vektor.
Kriterium
J = Zyi (v; — n;) — max
Omezeni

— k dispozici 30tis.

> " yini < 30
Zyi <3

— max. 3 akce

Excel: PO1_alespon.xlsx

A B C D E F G H | J K L M
1 Binérni velig¢iny Parametry Regitele
2
3 Chceme investovat 30tis K€ a je k dispozici 5 pfileZitosti. Do Nastavit cl:
4 akci mdZeme investovat finance a? po uréitou hranici a
5 otekdvané wynosy (v tis. K&), umérné investici, jsou v tabulce Na: @ Max O min C
6
7 |akce 1 2 3 a 5 Na zdkladé zmény proménnyich bun&k:
8 néklad 5 3 8 10 7 $B$16:47$16
9 wynos 14 14 16 19 15 Omezujici podminky:
= $B$16:5F$16 = bindrni_tislo
11 Které akce vybereme, abychom maximalné vydélali, jestlize $B$20 <= $D$20

. PR $B$21 <= $D$21
12 smime zvolit nejvyse 3 akce?
13
14 Reseni
15
16 y | 1 1 0 0 0
17
18 J= - — -
T Nastavit proménné bez omezujicich podminek
20 om. 30 co mame k disp. i ceenendiies=t Simplex LF
&l 2 max 3 akee Metoda Fesent
22 Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladké nelinedr
23 Info problémy Resitele a modul Evolutionary pro nehl:
24 | zisk 9 11 8 9 8
25

4.2 Indikace nenuly
Méame spojitou veli¢inu z a ve vypoctech chceme rozlisit dva pfipady: a) x =0ab) x > 0.

Definujeme y € {0, 1} - binarni, indikitor nenulovosti « a zavedeme podminku
My >z

kde M je hodné velké &islo (v&tsi nez maximum x).



Potom, je-li z > 0 musi byt y = 1. Bude-li x = 0, podminka pfipousti cokoli. Nicméné, predpo-
klada se, Ze minimalizace kriteria, ve kterém y figuruje, jeho hodnotu bude tla¢it k nule.

Excel: Pr02 _indikacel.xlsx

A B C D E B G H l ] K L M
1 |Indikace nenuly Parametry Resitele
2

3] Mame x z R a y bin. Chceme, aby pro x>0 bylo y=1
. L, . Nastavit cil:
4 Redeni: x<=My . J=...4y -> min
5 pro x>0 musi byt y=1 Na: ) Max ® M
6 pro x=0 je y=0 (je stladeno kriteriem)
7 Na zdkladé zmény proménnych bunék:
8 X y $Cs9
:l mm Omezujici podminky:
L $B$12 >= $D$12
$C$9 = bindrni_gislo
Zkousime:
x=0 + Refitel  ->y=0
x=5 +Reditel  ->y=1

16 |Poznamka
17 |ProtoZe v Rediteli na pravé stran& podminky nesmi byr proménné,

18 realizujeme podminku x<=My jako x-My<=0.
Nastavit proménné bez omezujicich podr

20 Vyberte metodu Feseni: Simp

Priklad

Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 piilezitosti. Do akci muzeme investovat finance az
po urcitou hranici. Tyto hranice (v tis. K¢) a koeficienty o¢ekdvanych vynosi, které jsou tmérné
investici, jsou v tabulce

akce ‘ 1 2 3 4 5
max. investice (m) | 15 30 18 20 27
relativni vynos (v) | 1.15 1.12 1.18 1.16 1.11
naklady na inv. (n) | 5 8 7 8 6

Které akce vybereme, abychom docilili maximélni zisk, jestlize smime zvolit nejvyse 3 akce?

Reseni

Ptame se do kterych akci a kolik mame investovat. Pro otazku kolik zavedeme vektor z < 0 a
pro otazku do kterych zavedeme indikator y€ {0, 1}-bindrni

x = [z1, T2, ,Ts5] ERS'

Yy = [y17y2a"' 7y5] S {071}

J = Zvixi — anyz — max
i i

Kriterium

Omezeni
— omezeni investic

x; <my, Vi

— indikator pro x > 0



— max. 3 akce

Zyi§3

Excel: Pr02 _indikace2.xlsx

= et
A B € D E F G H 1 K L M N o P Q R ™
1 | Binarni veliginy
2 | Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 pfileZitosti.
3 .Hodnoty investice investic a o¢ekavané vynosy (v tis. K¢) Nastavt cl: sBs16
4 jsou v tabulce
5 Na: @ Max QO min O Hodnota: 0
6 |akce 1 2 3 4 5
7 |m.inv 15 30 18 20 27 Na zdklad& zmény proménnych bunék:
8 |r.zisk 115 112 118 116 111 $B§13:37514
9 |nakl. 5 3 7 8 5 Omezujici podminky:
10 $8§14:5F514 = bindrni_Gislo
11 |Které akce vybereme, pro max. zisk, jestlize smime zvolit nejvy3e 3 akce? $BS18:$F$18 <= $H$18
12 $B$19:5F519 <= $H$19
$F$20 <= $H$20
13x | 30 o 20 27
11y | 1 0 1 1] bin.
15
16 J= 64.77
17
18 omez. [ 15 ol 8 0 0 <= Ofmax. investice Nastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezaporné
19 | 0 -970 0 -080  -973| <= 0findikator investice
20 3| <« 3|nejwyze 3 Vyberte metodu Feseni: Simplex LP v
21 Metoda Fesent

4.3 Aktivace omezeni
Uvazujme binarni proménnou y€ {0, 1} a podminku
a'x<b

s o2

. Zavedeme konstantu M jako ,hodné velké ¢islo* (musi byt vétsi nez a’x — b, V). Vétsinou staéi
M = 1000.

Zkonstruujeme dalsi podminku
ax < My+b.

Tato podminka Fika

e je-li y =1, pak pivodni podminka je vZdy splnéna (pavodni podminka je vyFazena)

dr<M 1 +b = dz—-b<M
~—
y=1

e je-li y = 0, pak plivodni podminka ztistava v platnosti
dr<M- 0 4+b = dz<b.
~—
y=0

Hodnota binarni proménné y tedy aktivuje nebo deaktivuje ptivodni podminku o’z < b.

POZOR: Hodnota y = 0 aktivuje a y = 1 deaktivuje. Tedy podminka plati pro y = 0. Pokud
bychom chtéli zachovat aktivaci pro y = 1, byla by podminka a’x < M (1 —y) + b.

10



Priklad

Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 prilezitosti. Hodnoty investic na pofizeni akce a
o¢ekdvané vynosy (v tis. K¢) jsou v tabulce

akce ‘ 1 2 3 4 5
niklad (n) {11 5 8 7 9
vynos (v) |12 14 16 19 15

Jestlize vybereme prvni akci, dostaneme navic jesté 5tis. K&. Které akce vybereme, abychom
maximélné vydélali (méli maximalni zisk), jestlize smime zvolit nejvyse 4 akce?

Reseni

Jako stavovou proménnou zvolime binarni vektor y € {0,1}

Yy = [y17y2ay3a y4795]

ktery bude indikovat vybrané akce.

Kriterium

J = Zyz (vi —ny)

Omezeni

— finance k dispozici pro y; = 0 (pro y; = 1 je deaktivovano)

<Z yz‘ni) - My, <30

— finance k dispozici pro y; = 1 (pro y; = 0 je deaktivovano)

(Z yn) ~M(1-y) <35

— max. 4 akce

Zyz‘§4

Excel: PrO3_aktivace.xlsx
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A B C D E F G H

5 jsou v tabulce
6 2
Uéelova funkce:
7 akce 1 2 3 4 5
8 naklad (n) 11 5 8 7 9 Hledat: @ Max ) Min
9 vynos (v) 14 14 16 19 15
. Proménné madelu:
10 prémie 5
$CE1T:5GE1T
11
12 |Jestlize vybereme prvni akci, dostaneme navic jesté Stis. K.

Omezujici podminky:

13 |Které akce vybereme, abychom maximalné vydélali, $C317:5G517 = bindrni dislo
14 tj. maximalizovali zisk, jestlize smime zvolit nejvyse 4 akce? $C521:5C823 <= SES21:3E523
15
16 Redeni
17 v | 0 1 1 1 1| nastavovéno
18
19 Kriterium J = -> max
20
21 Omezeni 29| <= 30| co mame kdyZ y1=0 (bez akce 1) ) )
, . . Nastavit podminky nezapornosti
22 -971| <= 35| co mame kdy? y1=1 (s akei 1)
23 4| <= 4] max. 4 akce Vyberte metodu Simplexava metoda
fedent:
24
25 co se investovalo 29 Metoda Fegeni
26 Simplexovou metodu zvolte pro linedrni opt
27 zkusit: akce 1 problémy a Evoluéni algoritmus pro nehladk
28 néklad 11 11
29 vynos 25 14
30 Napovéda

4.4 Implikované omezeni

Mame dvé omezeni A : a,lm <byaB: a;x < by. Checeme aby platilo: kdyz plati prvni omezeni,
pak plati i druhé (kdyZ prvni neplati, tak nic nepozadujeme). Toto pravidlo lze popsat implikaci®
(=) nebo alternativou® (V). Ekvivalenci (A = B) = (A” V B) ukazuje tabulka

A B|A=B| A" B|A"VB
0 O 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1

kde ™ oznacuje negaci.

Odtud vidime, Ze (A = B) je stejné jako (A™ V B), pfi¢emZ alternativu umime - viz dfive
(odstavec 4.1).

Poznamka: Podminku ,,omezeni plati” realizujeme jako ,,omezeni je aktivni” - viz odstavec 4.3.

Negace (a/lx < bl) = allx > b, a tedy

(a/lx < bl) = (a;:r < b2) = (allx > b) \ (a;x < bg)
Realizujeme jako alternativu podle pfedchoziho névodu (alespoii jedno omezeni musi byt akti-
vovano, tj. alespoii jedno y musi byt 0, tedy 0,0 nebo 0,1 nebo 1,0, a tedy >y < 1)

CL;!,C + Blyl 2 b1
be
1

!’
asr — Bayo

Y1+ Y2

INIA

Lspojeni ,,jestlize-pak”
2spojka ,;nebo”

12



Poznamka

Pozor na negaci! V nasem piikladé skutecné je (allx < bl) = alla: > b. Pokud bychom meéli
podminku a1z < by asi bychom mohli postupovat stejné. Chybu bychom udélali jen pro a1x = by,
coZ je splnéno jen pro jedinou hodnotu x, a tedy na mnozZiné miry nula. Nakonec bychom tuto
hodnotu mohli konfrontovat s konecniym feSenim.

Jind situace je ale, pokud by se podminka tykala celoc¢iselné proméenné y. NapFiklad y < 5. Negaci
této podminka bude y > 6.

Pro bindrni proménnou y éasto poZadujeme napt. y = 1 (tedy néco bude vybrdno). Tuto pod-
minku lze zapsat jako y > 1 a jeji negace bude y < 0.

Realizaci podminky implikace (y1 = 1) = (y2 = 1) pro bindrni y lze realizovat velmi jednoduse
jako yo > y1. Skutecné

Y1 Y2 ‘ Nn=Y2 Y22
0o 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Priklad
Uvazujeme o realizaci nékterych z péti ruaznych akci. Specifikace je dana v tabulce.

Akce ‘ 1 2 3 4 5
Naklady (n) | 89 61 77 64 57
Vynosy (v) | 102 87 89 81 69

Plati podminka: jestlize vybereme bud 1. nebo 2. akci, musime vybrat také 4. nebo 5. akci. Jak
méame akce vybrat, abychom dosdhli maximaélni zisk, jestlize smime vybrat maximélné 3 akce?

Reseni
Zavedeme dva binarni vektory

T =[xy, 72,73, 24, 25] bin
ktery indikuje vybrané akce a

y = [y1,72] bin

ktery bude pouzit v realizaci implikace.
Kriterium

J = Z:z:, (vi — n;) — max
Omezeni

e implikace x1 + 22 > 1= x4+ 25 > 1
realizace x1 + 22 <0V x4+ 25 > 1
program:
1+ 22— My <=0

Ta+ a5+ My > 1
y1+y2 <1

13



e max. 3 akce

Excel: PrO4 _implikace.xlsx.

1 |Implikované omezeni

2

A B C

D

E F G

| ] K L M N

je-li splnéno jedno omezeni, poZadujeme i druhé

3 Uva¥ujeme o realizaci nékterych z péti rdznych akci.

4 Specifikace je ddna v tabulce.

5

6 |Akce 1 2 3 4 5

7 |Naklady 89 61 77 64 57

8 |Vynosy 102 87 89 81 69

9

10  Plati podminka: jestlize vybereme bud' 1. nebo 2. akci,
11 musime vybrat také 4. nebo 5. akci. Jak mame akce vybrat,
12 abychom dosahli maximalni zisk, jestlie smime vybrat
13 |maximalné 3 akce?

14

15 [Refeni I

16 |

17 |x 1 1 0 1 0| bin

18 y 1 0| bin

19

20 Kriterium J= | ! 56}

21 |Omezeni

22 |impl. x1+x2>=1 => x4+x5>=1

23 x1+x2<=0 V x4+x5>=1

24 -998| <= 0 x14+x2-M*y1<=0
25 1| »= 1 X4+x5+M*y2>=1
26 1| <= 1 yl+y2e=1

27

28 <= max. 3 akce

29

4.5 Omezeni na oblasti

Necht omezeni tvori nékolik raznych oblasti (disjunktnich nebo i prekryvajicich se)

Parametry Resitele

Mastavit cil:

Na: (@ Max ) min C

Na zakladé zmény proménnych bungk:
$B$17:$F$17;$B5$18:5C518

Omezujici podminky:
$B$17:$F$17 = bindrni_cislo
$B$18:$C518 = binarni_&islo
$B$24 <= 3D$24

$B$25 >= +5D$25

$B$26 <= $D$26

$B$28 <= $D$28

Nastavit proménné bez omezujicich podminel
Vyberte metodu feSeni: Simplex |
Metoda FeSeni

Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladké neline:
problémy Reitele a modul Evolutionary pro nek

NapovEda

oblasti jsou popsany pomoci linedrnich omezeni.

Ukazme si toto omezeni na nésledujicim piikladé, kdy plati:

Chceme zarudit, ze optiméalni bod feSeni bude lezet alespon v jedné z oblasti.

Modelujeme takto

1. oblast

prvni oblast

druhé oblast

a1 < by, ayx < by, asx < bs

a;x < by, a;):zr < by

alx — M1y1 S bl,
Aol — M2y1 S b27

a;x — M3y1 é bg

14
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2. oblast
a;l‘ — M4y2 S b47
agx — Msys < by

3. oblast ....

Zaroven musi platit, ze

k
Zyj <k-1
j=1

kde k je celkovy pocet oblasti a y; € {0,1}. Konstanta B mize byt jedind, pokud je v&tsi nez
v8echny levé strany podminek.

Priklad

Méame dvé oblasti ohrani¢ené piimkami

3
To=—-x1+3, ro=—x1+10, x5 = 51‘1

3
. 4
To =1, To = —2T1+ 12, x9 = S.Z‘l -2
podle obrazku
To A
3.7]
[4,6]
o1
[4.4]
02\ [5,2]
1

V jedné z oblasti chceme koupit nemovitost a ulozit do ni své penize. Ceny nemovitosti rostou
se vzdalenosti od pocatku, a to tak, ze vodorovné je cena 15x; a svisle 8x5. Kde mame nakoupit,
abychom ulozili co nejvice penéz?

Reseni
Prvni oblast je vymezena nerovnostmi
4 3
x2 < 371 +3, w2 < —71+10, z2 > 571
druhé oblast

4
To <1, To < 2wy +12, 79 > gxlfz

15



Stavové vektory zavedeme jako z = [z1,22], 7; € Ry ay = [y1,52], vi € {0,1}. x oznacuje
soufadnice bodu, predstavujici jednotlivé nemovitosti a y je indikator oblasti.

Kriterium
J = 15z 4+ 8ro — max

Omezeni A
T2 — My, < §I1+3

xo — My < —x1+ 10
3
$2+My1 Z §$1

pro prvni oblast a
Ty — Mys < a1

Ty — Mys < =221 + 12
xo + Mys > %zl -2
pro druhou oblast. Pro realizaci je tfeba podminka upravit tak, aby na pravé strané bylo jen
¢islo.
Aktivni (y = 0) muZe byt vzdy nejvyse jedna oblast, proto
y1+y2<1

Excel: PrO5 _oblasti.xlsx

A B c o} E F G H 1 J K L

1 Omezenis vybérem oblasti

2

3 |x soufadnice 7 13,7]

a 4 5 3 T 48]

s s i

6 |y indikator oblasti 4 [4.4]

7 0 1 3 ~

3 2 - [5.2]

9 c cena 1 —

10 15 g o - o

1 1 2 3 4 s &

12 Kriterium )
B -

14 Omezeni

15 obl.1 obl.2 nejvye

16| 0.66667] <= 3 “oag] <= o <«
17 10| <= 19 086 <= 12

18 _7.1E14] >= 9 1002.8| »= -2

19

20

21 Mame dvé oblasti ohranitené pfimkami Pom

22 1.cblast x2=(4/3x143 x2=x1+10 x2=(3/2)x1 - Te, co kupujeme je bod v jedné z eblasti [x1,x2]
23 2.oblast x2=x1 x2=-2x1+412 x2={4/5)x1-2 -y se musi uvaovat, jinak by x vjedné oblasti
24 priblizné tak, ja je na cbrazku. bylo vylougeno druhou oblasti

25 V jedné z oblastl chceme koupit nemovitost a ulofit do ni své penize.
26 | Ceny nemovitosti rostou se vzdélenosti od poéatku, a to tak, ze vodorovngé
27 je cena 15.x1 a svisle B.x2. Kde mame nakoupit, abychom uloZili co nejvice penéz?

28
ETY| Parametry Resitele

30

31

32 . =

Nastavit cil:

33 } 2

34

= Na: @ max O Min () Hodnota: 0

36

37 Na zéklad& zm&ny prom&nnych bunék:

38 ]

= $AS4:5B54;$AS7:5857 2]

40

a1 Omezujici podminky:

42 $A$16:3A517 <= $C516:5C517 Pridat

43 $A$18 >= +3C518 .

44 $A%7:5B57 = bindrni_cislo -

as SE$16:5E517 <= $G516:5G517 Zménit

46 $ES18 >= $G518

47 $I516 <= $K$16 Odstranit

48 |

i

rod Vynulovat vie
|

16



5 Triky v kriteriu

5.1 Fixni naklady

Pokud budeme modelovat piipadnou realizaci uréité vyroby, pak néklady na vyrobu se sestavaji
z pocatecni investice a déle z investice do kazdého vyrobku. Pokud se vyroba nerealizuje, jsou
vSechny naklady nula. Mame tedy kriterium se skokem v pocatku.

Za predpokladu, ze K je pocatecni skok, bude mit kriterium tvar

7= 0 pro x =0
K+dx proz>0

Zapis takové ulohy je nasledujici
Ky + 'z — min®
a podminky
x < By, x>0, ye{0,1}

S touto podminkou jsme se jiz setkali u ,indikace nenuly, viz odstavec 4.2. Pokud je x > 0 musi
byt y = 1. Penalizace v kriteriu zaruéi, ze pro x = 0 bude také y = 0.

Excel: Pr11 _skokFunkce.xlsx

A B ¢ \L‘ = 7 < i Parametry Resitele
Skokova funkce

1
2
3 x 0.1| zadejtex=0, 0.1, 1, 2, 10 a pokaidé NaslatlaE
4 1| bi lejt

y in zavolejte s O Max @ v
5 Solver
6 a 3 1] =h+a™x Na zdkladé zmény proménnych bunék:
7 |skok 10 E 10.?:1-> min Tady se bude $B%4
8 realizovat o A
] skok v potétku mezujic podminky:

. $B$12 <= $D$12

10 omezeni $B%4 = binarni_gislo
11 X By

12 <
13
14

1c

5.2 Po ¢astech linearni reprezentace

Dalsim typem kriteridlni funkce je funkce po ¢astech linedrni. Konstrukci takového kriteria
ukaZzeme na piikladé. Mé&jme napf¥. kriterium podle obrazku

3chceme minimalni naklady

17



0 4 10 15 T

Prvni asefka je na intervalu (0,4) a m4 sklon 4, druhé na (4, 10) se sklonem 1 a t¥eti na (10, 15)
se sklonem 3. Proménnou z vyjadiime jako soucet t¥i ¢lenu x = 61 + do + 03 tak, Ze plati

0<6; <4 délka 1. useku
0<d6,<6 délka 2. tseku
0<d3<5 délka 3. useku

Funkei f (x) vyjadiime jako souin smérnic p¥imek na jednotlivych intervalech a definovanych
funkeci 6;
f(x) =461 + d2 + 363.

Musime ale zajistit, aby se §; “zapinaly postupn&” a aby niZ§i §; drzely svou kone¢nou hodnotu
i za svym defini¢nim intervalem. Tedy, aby pii prichodu hodnot = od 0 do 15 bylo

01 P 03
r<4 z—0 0 0
z € (4,10) 4 x—4 0
x> 10 4 6 xz— 10

To zarudi nasledujici podminky s dvéma novymi bindrnimi proménnymi w; a ws

dw; < 4 <4

6wy < Jo < 6wy (5.1)
0 S (53 S 5w2
wy,wy € {0,1}

Dukaz, ze predpis plati je ukdzan v tabulce 1.

Posledni varianta w; = 0 a wy = 1 je nepfipustnd a podminka 6w, < 6y < 6w; — 6 < 0 ji
vylucuje.

Postup konstrukce:
Kriterium je tvofeno tfemi pfimkami danymi intervalem I; a smérnici s; (viz zadani), i = 1,2, 3.
Pro dané x chceme uré¢it hodnotu kriteria J = f(z).

Zavedeme stavové proménné:

18



w1=w2:0‘wlzlawgzo‘wlzwgzl

0<6; <4 01 =4 01 =4
do =0 0<62<6 dy =6
03 =0 03 =0 0<d3<5h

Tabulka 1: Po ¢astech linearni funkce

e binidrni w; € {0,1}, i=1,2a
e redlnou d; >0, 1 =1,2,3.
Ty budeme optimalizovat. (Proménna d oznacuje 4.)
Pomoci w (5.1) sestavime meze pro d a zaddme podminky:
dolni mez < d < horni mez
w je binarni
T = Z d;
Potom f (z) =3 s;0; (x), kde s; jsou smérnice piimek 7z kriteria (viz zadéani).
Poznamka
Stejnou konstrukci lze provést i pro vice intervali, pomoci podminek
Lijw; <6; < Lyw;_q,
kde L; je délka j-tého segmentu.

Excel: Pr12_lomCaral.xlsx (ru¢né zadané x a vypoctené J)

A B C D E F G H | ]

1 Po Eastech linedrni funkce Parzmetry Resitele

2

3 Nastavit cil: JsCs25]
4 def. lom. 4 6 5 délky usekd - ® v O win

5 cary 4 1 3 smérnice na usecich -
6 meze pro d Na zakladé zmény proménnych bundk:
7 w d leva prava $BS8:$B50;SES8:$E510

8 wil 1 d1 4 4wl 4 4 4

9 w2 0 d2 2 w2 0 6 6wl Dinezticipodiiiog

1o d3 il 0 0 0] Sw2 43:50% = b il

11 SE$8:5E$10 <= $I$8:51510

12 Optimalizuje se "w" a "d". Pomoci "w" se vytvofi meze pro "d". Standardné se "x" optimalizuje v programu $ESB:$ESL0 >= $HES:SHEL0

13 Tady se zadava ruéné.

14 TADY SE ZADAVA X Podminky:

15 11 Podminka a) suma(di) = x

16 Zada se x, pak se spusti Solver  x = suma(di) b) leva <=d <= prava

17 a ono to spodte f(x) aby to pocitalo c) wje binarni

18 to, co zadame Nastavit proménné bez omezujicich
19 co|sumadi) I:l =x Vyberte metodu fedeni: <
20 se

21 pii|4*d1 16 Metoda Fedeni

22 vypoftu|1*d2 Modul GRG Monlinear vyberte pro hladk

; problémy Reditele a modul Evolutionary
23 déje|3*d3 0 I |
"

=)

24
25 J=suma 18! A TADY JE VYSLEDNE J
“““““ Népovéda
26 --> max
27 T
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Priklad
Navrhujeme vyrobu jednoho druhu vyrobku. Néaklady prfedpokladdme timérné poctu vyrobki

n = 0.8z, kde x je pocet vyrobenych vyrobku a zisk otekavame po ¢astech linedrni funkei f (x)

x pro z € (0,10)
f(x)=4¢2z—2 prox e (10,50) (5.2)
1z +35 proz € (50,100)

Kolik mame vyrabét, abychom dosahli maximélniho zisku?
Reseni
Jako stavové proménné zavedeme

w = [’LUl,’lUQ] € {071} a 6 = [51762753} Z 0

Pro lomenou ¢aru ozna¢ime smérnice s = [17 % %] a useky u = [10, 40, 50].

Dale sestavime dolni a horni meze pro

Ui1wq 10’(1}1 U1 10
U2W32 = 4011)2 S ) S U2W1 = 4011)1
0 0 uzw 50102

Kriterium bude dano rozdilem ,yynos“ - ,naklady*

J = 8151 + 5252 + 5353 —0.8(d+ 52 + 53 — max
—

vynos = lomenéa Cara z

naklady

Excel: Pr12 lomCara2.xlsx

A B C D E F G H Parametry Regitele

1 |Po éastech linearni kriterium - pfiklad

: 2 Navrhujeme vyrobu jednoho druhu vyrobku. Néklady budou umérné po&tu vyrobkd, T
3 |zisk bude po &astech lineérni funkci na intervalech

| 4 x(0,10) f=x; x (10, 50) f=(5/4)x-(5/2); x(50,100) f=(1/2)x+35 Na: ® Max O Min

| 5 Kolik mame vyrabé&t, abychom dosahli maximalniho zisku?

| 6 Na zékladé zmény proménnych bunék:

: 7 w d dL du smérnice s $B58:$B59;$CH8:5C510

|8 10 10 10 | 1 1.25 0.5] Omezujici podminky:

9 0 40 0 40 lseky u 585815859 = binami_islo

|10 bin 0 0 0 [ 10 40 50] $C58:5C510 <= SESBISESLO

| $C$8:5C$10 >= $D$8:3D$10
11 >=0

[12 |x= 50 di+d2+d3

|13 |f= 60 s1*d1+s2*d2+s3*d3

|14
15 | k. ndK. koeficient |

|16

; 17 |krit. ) = L______zﬂi f=0.8" ‘ - Nastavit proménné bez omezujicich podm
i: Vyberte metodu fedeni: Simp
20 Metoda Fedeni
21 Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké ne
22 ] 1 problémy Resitele a modul Evolutionary pro
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5.3 Aproximace nelinearnich funkci

Nelinearni funkci muzeme vhodné rozdélit na intervaly a na nich pouzit linearni aproximace.
Pocet takovych intervalu je zavisly na nelinearni funkci a musi byt zvolen vhodné tak, aby platilo,
ze v intervalu je funkce linearni. Pokud plati toto pravidlo, lze pouzit techniku z pfedchoziho
odstavce.
Priiklad

Budeme Fesit predchozi piiklad s tim, Ze vynos (5.2) bude dan spojitou kiivkou
f (z) = —0.008 (z — 100)* + 80
Tuto kiivku budeme realizovat na intervalech délky 10 po ¢astech linedrné. Naklady budou opét
lezet na pf¥imce 0.8x.
Reseni

Presné feSeni dostaneme, kdyz zisk zderivujeme a polozime rovny nule

d

[—0.008 (z — 100)% + 80| — 0.82 = 0
dx

—0.16 (z — 100) = 0.8
r — 100 = —50
xz =50

Reseni s aproximovanym ziskem je v Excelu Pr12 lomCara3.xlsx. Vysledek je stejny.

A B C D E F G W Parametry Resitele

1 |Po &astech linearni kriterium - pfiklad (spojita ¢ara)
| 2 Navrhujeme wrobu jednoho druhu vyrobku. Naklady budou tmérné pottu wrobkd, — 525
astavit cil:
? 3 zisk bude dan funkci y = -0.008*(x-100)#2+80 a bude realizovan po ¢astech )
| 4 |linearni funkci na intervalech délky 10. Na: @ Max O Min
5 Kolik mame vyrébét, abychom dosahli maximalniho zisku?
| 6 Na zékladé zmény proménnych bunék:
|
|7 w d dL du smérnice s $BS8:5B516; 5058150517
| 8 1 10 10 10 1.52 an -
Omezujici podminky:
£ 1 10 10 10 1.36 $B$8:$B$16 = bindrni_gislo
10 1 10 10 10 1.2 $C$8:$CH17 <= SESB:5ES17
111 1 10 10 10 1.04] $C$8:5C$17 >= $D$8:5D$17
| 12 0 10 0 10 0.88
13 0 0 0 0 0.72
14 0 0 0 0 0.56
15 0 0 0 0 0.4]
16 0 0 0 0 0.24
17 bin 0 0 0 0.08
| 18 =0 spotteno mimo Nastavit proménné bez omezujicich po
19 Vyberte metodu feseni: Sir
20 |x = 50 sum(di) L
21 f= 50 sum(di*si) Metoda Fedeni
Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké
22 problémy Reditele a modul Evolutionary
23 |k. nakl. koeficient
24
25 krit. 1=} 201 f-0.8%x A
RPN | Napovéda
26
27 |Budeme vyrabé&t x = 50 vyrobk( s éistym ziskem 20.
28
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5.4 Soucin v kritériu

Binarni veli¢iny

Uvazujeme kriterium, ve kterém se vyskytuje vyraz xixs - - - xx jako sou€in k binarnich veli¢in.
Linearizaci provedeme takto: Zavedeme binéarni veli¢inu w € {0,1}, kterd se rovna soucinu

w =[], zs, a omezeni
PE

d ai—(k—1)

A skute¢né. Je-li > x; rovno 0,1,--- ,k — 1 (tedy kdy je alespoir jeden Clen z; = 0) je w =
[I;zi = 0. Pro " x; = k (kdy v8echny z; jsou rovny jedné) je w = [, z; = 1. To je pfesné to,
co mé délat soudin x1zs - - - k.

Priklad
a) Pro z =[0,0,1,0] je k =4, a)_ x; = 1. Podminky jsou
qw <1
w>1—(4-1)=-2
Tedy, w > —2 a w < 1/4. Z moznych hodnot {0, 1} vyhovuje pouze w = 0.
b) Pro (tfeba) z = [1,0,1,1] je k =4 a Y x; = 3. Podminky
dw < 3
w>3-(4-1)=0

kw <

wo >

Tedy, w > 0 a w < 1/4. Z moZnych hodnot {0, 1} vyhovuje opét pouze w = 0.
c)Prox=11,1,1,1] je k =4 a > x; = 4. Podminky
duw < 4
w>4-(4-1)=1

Tedy, w > 1 a w < 1. Z moZnych hodnot {0,1} vyhovuje pouze w = 1.

Excel: Pr13_soucin1Bin.xlsx

A B C D E F G H J K L

1 Souéin binarnich veligin

2

3 x [ 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1]

; paamety festee |
Parametry Resitele

5 w Ijl = soucin(x)

6

7 Podm. -9| <= 0 kw <= suma(x) Nastavit ci:

8 0| >= 0 w >= suma(x)-(k-1) Na: @ vax O min

9

10 1= 1 """ 6 ! tady je jedno, co se da Na zaékladé zm&ny promé&nnych bun&k:

11 $B55

Binarni veli¢iny a jedna spojita

Omezujici podminky:

$B35 = binarni_tislo
$B57 <= 5D$7
$B58 >= $D$8
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Tento ptipad ukdzeme na ptikladé t¥i bindrnich a jedné spojité nebo diskrétni veli¢iny.

Méame x4, x3, 23 - binarni veli¢iny, y € (0, u) spojitou (diskrétni) veli¢inu s maximalni hodnotou
u).

Zavedeme w = 1 -z - T3 - Y, kde w je nyni spojité veli¢ina a dale podminky

w<uzr;, j=1,2,3
w >0

wy

wZu(in—?))—Fy

Poznamka

1. Obecné miZe byt v soucinu k bindrnich proménngch. Potom posledni podminka bude
wzu(in—k)—Fy

2. Pokud by nékterd bindrni proménnd byla umocnénd, lze mocninu vynechat, protoZe plati
% =2 prox € {0,1}.

Analyza tlohy

Déle budeme uvazovat soucin binarni veli¢iny z€ {0,1} a realné veli¢iny y € (0,u) . Kriterium
bude J = zy. Opét zavedeme w = zy a podminky

Pro z = 0 bude
w<0, w>0, wy, w>—-u+y

kde prvni dvé podminky definuji w = 0 a druhé dvé jsou automatiky splnény.

Pro x = 1 bude
w<u, w>0, wly, w>y

kde tfeti a ¢tvrta podminka dédva w = 1 a prvni dvé jsou splnény.
NEBO

Pro y binarni bude
w>0, w<z, wly, w>arx+y—1

po prozkoumani zjistime, Ze skute¢né je w = xy.

Priklad programu je v Excelu
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A | B | ¢ D E = & Parametry Resitele

1 Souéin tfi binarnich a jedné spojité veliginy

2

3 Ix 1 1 1 Nastavit cil:

gy <=u 10 Na: (@ Max ) min

5

6 w = x1*x2*x3*y Na zakladé zmény proménnych bungk:

7 $B56

8 |Podminky . Omezujici podminky:

2 S == 0 woutx1 $B$9:5B$11 <= §D$9:$D$11

10 -5| <= 0 w-u*x2 $B$13 <= $D$13

11 5| <= 0 w-u*x3 48§15 >= $0415

12

15 wy

14

5 [ o= [ wuemay

16

17 1= | 5

iR ! Nastavit promé&nné bez omezujicich p:
19 Vyberte metodu Feeni: s

5.5 Modelovani minimaxu v kriteriu

Mame k pracovnich tymu pracujicich na riznych ukolech. Chceme navrhnout podminky prace
tak, aby préace vSech tymt byla skoncena co nejdiive, pficemz kazdy tym musi ukoncit vSechny
své tikoly. Hledame tedy minimum pro nejdel§i dobu plnéni tkola - coz je tloha minimaxu.

Modelujeme takto:

p1(x), p2(x), -+, p (z) jsou doby trvani prace jednotlivych tymu (v zavislosti na optimalizo-
vané veli¢ing x).

Definujeme novou proménnou ¢ (trvani nejdelsi prace) a zavedeme podminky

p <
p2 <
P < q

a jako kriterium vezmeme
J = ¢ — min

Proménnou ¢ zadame jako proménnou modelu (tj. jako hledané fegeni).

Excel: Pr14 _minimax1.xlsx (ru¢ni nastaveni hodnot a vypocet soucinu)

A B C D E F G H I I Parametry Resitele

1 Minimax
: 2 dje nejdeldi doba potfebna k vykonani prace pro jednotlivé tymy. Chceme najit e T
13 nejkrat%’ dobu, za kterou budou viechny tymy hotové. :
| 4 Na: ) Max @ Min
; 5 d | 5 8 3 6 4| doba trvéni prace L o }
| 6 jednotlivich Wmlfl Na zéklad& zmé&ny promé&nnych bunék:
[7 $C510
|8 q>d | 3 0 5 2 4| »= | Ol Omezujici podminky:
| 9 $C$8:5G58 >= 0
10 1=q
12 to je ménéna buika
: 12 a zarovefi kriterium
13
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Priklad

Mame tfi preovni tymy po péti lidech. 1 = [z1, 22 - - @5], , @2 [T1, 22 - @5]y, @3 [T1, 22 - - X5]5,
ze kterych vybirdme max 3-¢lenné tymy na tklid t¥i objektu. Kazdy ¢lovék ma svij vykon
v (prace/hod), hodinovy plat p (plat/hod) a Casové omezeni o (omezeni na z). Tymy pracuji
paralelné. Jak mame tymy sestavit, aby celkova prace byla ukoncena co nejdiive?

Reseni
Zavedeme stavové vektory:
o x; = [v1,72,73,24,75]; € Ry, i =1,2,3 - poet odpracovanych hodin osobou j z tymu i a
® ¥ = [Y1,92,¥3,Y4,Y5); € {0,1}, i =1,2,3 - indikator nicasti osoby j z tymu 4 na praci.
Zavedeme je jako matice s prvky x;; a y;;.

Pokud ¢lovék j z tymu ¢ nebude vybran na praci, bude jeho x;; = 0 a to bude indikovano pomoci
¥i; = 0. Jinak bude jeho x;; > 0 a y;; = 1. Tato vazba se zajisti podminkou

Ti; < My;;
kde tfeba M = 1000.
Omezeni jednotlivych lidi na ¢as bude dano
Tij < 045
kde o je matice omezeni ze zadani.

Vybér lidi do tymi ¢ = 1,2, 3 se provede podminkou

D i <3,i=1,2,3
J

Vykonana prace v tymech bude
Z TijPrij = POZ;
J
kde pr; prace ¢lovéka ij a poZ; je prace pozadovana od tymu i. Vykonand prace musi byt alespon
rovna pozadované.

Cas, ktery tym ¢ potfebuje na splnéni tkolu je d;

di :inj, 1= 1,2,3.
J

Celkova doba J se bude rovnat minimalni hodnoté ¢ pro kterou plati
q=> di7 1=1,2,3

a tedy kriterium bude
J = ¢ — min

Excel: Pr14 _minimax2.xlsx.
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A B C D E F G H J K L M N Parametry Regitele

1 Minimax
2 Mame tfi pétice lidi :.<1,x2,x3, ze kterych vyhlr.ame max 3-&lenné tymy na dklid tfi objektd. — =1
3 KaZdy &lovék ma svij vykon (pradce/hod), hodinovy plat (plat/hod) a &asové omezeni (omezeni na x).
4 Tymy pracuji paraleln&. Jak méme tymy sestavit, aby celkové préce byla ukonéena co nejdfive? Na: O Max @® Min
5
6 hodin omezenina x Na zékladé zmény proménnych bunék:
7 x1 0 1.625 0 2 3l P1 3 2 5 2 3[o1 $C§7:6GH9;5C428;$CH12:6GH14
8 x2 0 1 1.8 4 ol <= 2 1 3 4 3|o2 . "
Omezujici podminky:
2 x3 0 1 0 2 2 d 2 L 2 EIES $1512:51514 == $L512:5L514
10 $G528:5K$30 <=0
E y indikator lidi v tymech vykonand prace poZadoyand prace :f:g&g?;?g;gﬁﬁs
12 0 1 0 1 1 prl 52 P2 52 $C$7:5G$9 <= $IS7:5M$9
13 0 1 1 1 0 pri 9| >= 49 $ES2IER25 <= $C23:80425
14 0 1 0 1 1 prl 38 38
15
16 plat/hod prace/hod
17 pl 12 18 8 20 15 vl 5 8 3 9 7 . -~
| Nastavit
18 pz 10 22 18 16 10 \,'1 4 12 5 7 astavit promenne bez omezujicich pc
19 p3 12 13 22 16 19 vl 5 5 9 6 7 Vyberte metodu feSeni: Sit
20
21 Metoda Fedeni
L, _— e s Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké
22 trvani prace tymu a<d suma(y) <=3 kolik lidi v tymu problémy Reitele a modul Evolutionary |
23 d 6.625 -0.175| PS5 0 3 P3 3
24 6.8 ol <= 0 3| == 3
25 6 -0.8 0 3| == 3 R
Népovéda
26 d = suma(xi)
27 indikator nenuly x x <= 1000*y Eel2.7PG ®TSP &
28 J=q | __68 0 -998.4 0 -998 -997| P4 5 TSP g
29 to je ménin4 buika 0 -999 -998.2  -996 o| <= El £ Tspf
. L vysl.
30 a zaroven kriterium 0 999 0 998 997 )7 small2.jpe o UvPrei
31 W oine sl 1D

Modely celoéiselného programovani

6 Heuristiky

Celociselné programovani méa jako zdkladni metodu feSeni metodu vétvi a mezi. Ta je zalo-
zena na hledani LP feSeni a postupném pifiddvani podminek celo¢iselnosti ve formé pridanych
omezeni. Jedna se o uplny prizkum kde se vyznacuji piipustné feSeni a nakonec se vybere to
nejlepsi. To je ale dlouhé, proto se hledaji rychlejsi feSeni, tzv. heuristiky.

Tady hraje vyznamnou roli tzv. LP relaxation.

LP relaxation

Je podpiirna procedura pro fadu dalsich metod. Jeji podstatou je to, %e IP tlohu, kde z € {0,1},
nahradime LP tlohou, kde z € (0,1).

Poznamka: Asi to jde pouZit i obecné pro IP s x € N tak, Ze se uvaZuje jen LP iloha s
z € (0,N).

6.1 Heuristiky $ité na miru

Ukézeme na piikladé: Tii pracovnici maji byt umisténi na tfi pracovisté. Na kazdé misto mé
prijit jeden pracovnik a vSechna mista musi byt obsazena. Naklady na jednotlivd umisténi jsou
v tabulce
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Prac.\Misto | 1
A 1
B 3
C 3

= W

1) Heuristicky postup spociva v tom, Ze ndhodné vybereme pracovnika a pfifadime ho na na-
hodné vybrané misto. To opakujeme, pficemz respektujeme jiz provedend piirazeni.

velkeé.

Nékdy byva zvykem s feSenim trochu zatfepat (juggle). To znamend ndkterd feSeni zaménit a
sledovat, co to déla s kriteriem.

Napf'.
A+ C:C—-1(3),A—3(4),B— 2(5). Celkem 12 - horsi
A-B:B—1(3),C—3(4), A— 2(3). Celkem 10 - stejné.

6.2 Greedy heuristics

Jedné se o postup feseni, ktery funguje podle lokalniho kriteria, které bere v tivahu jen pohled
dopiedu a provedené kroky jiz dale neanalyzuje.

Napiiklad: Ulohu o obchodnim cestujicim fei tak, Zze zaéne v libovolném mésté a postupné
pridava dalsi nejbliz§i mésta, pokud jsou volna pro pfidani.

Greedy algoritmy maji nasledujici ¢asti (ilustrujeme na obchodnim cestugjicim)
e mnozinu, ze které se vybiraji kandidati, které maji byt pfidani k souc¢asnému FeSeni (mno-
Zina mést),
e vybérovou funkei podle které se v kazdém kroku vybira kandidat (nejblizsi mésto),

e pravidlo, které kontroluje, zda je zvoleny kandidat volny pro pfidani (mésto neni dosud
napojeno),

e kriteridlni funkci, ktera pfifazuje “cenu” ¢asteénému nebo kone¢nému feSeni (délka cesty),
e zastavovaci pravidlo, které indikuje konec feSeni tlohy (vSechna mésta jsou napojena).
Poznamky
Algoritmus déla jeden greedy krok za druhym a nikdy se nesnazi ménit to, co jiz udélal.

Nebezpedi pii lokalnim rozhodovani je ilustrovino na néasledujicim obrazku. Zde hledame cestu
s nejvétsim sou¢tem ohodnoceni.

@)

®
©
@
@
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Nejdiive se rozhodneme pro dvanactku a tim se mineme s 99.

Priklady
1. Kruskalav algoritmus (minimalni kostra)
Opakuj nésledujici kroky, dokud je to mozné:

- Z hran grafu G, které dosud nebyly vybrany, vyber nejkratsi hranu, kterd nevytvaii
zddnou kruznici s hranami jiz vybranymi.

MnozZina vybranych hran je kostrou grafu G, ktera je navic miniméalni
nebo
Opakuj nésledujici kroky, dokud je to mozné:
- Z hran G, které dosud nebyly vybrany, vyber nejdelsi, ktera je nerozpoji.
Mnozina nevybranych hran je minimélni kostrou grafu G.

2. Huffmanav kod

Méame pismenka a ty chceme zakédovat tak, aby kod byl co mozna nejkratsi. Postupujeme
takto

Pismenktum p¥ifadime vahy (pravdépodobnosti) a sefadime je do fronty od nejmensi vahy.

Vezmeme dvé pismenka ze za¢atku fronty (od nejmensi vahy) a spojime je v jeden prvek
s vahou, kterd je sou¢tem vah téch prvki. Spojeny prvek néjak pojmenujeme a zafadime
do fronty podle jeho vahy. Puvodni dva prvky z fronty odstranime.

Tak se vytvori graf jehoz listy koné¢i pismenky. Kazdému pismenku se pfifadi koéd z nul a
jednic¢ek ktery dostaneme tak, ze za¢neme nahoie v kofeni stromu a postupujeme smérem
k pismenku. Pii tom jdeme-li doleva zapiSeme O a doprava 1.

Priklad

pismeno a b ¢ d
véhax100 | 35 10 21 34

Sefazeno

pismeno b ¢ d a
véhax100 | 10 21 34 35

krok 1: z1 = (b,c), vaha 31,

pismeno ‘xl d a
vahax100 ‘ 31 34 35

krok 2: 22 = (x1,d), véha 65,

pismeno | a a2
vahax100 | 35 65

krok 3: 3 = (a,x2), vdha 100
Graf
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@/@%

o<l

110 111

Tteba slovo “daca” bude 1001110. Ptitom neni tifeba vyznacovat konce pismen, protoze pifi de-
kédovani se nemuzeme splést: 1 neexistuje, 10 je d, 0 je a, 1 - nic, 11 - nic, 111 je c, 0 je a.

6.3 Zaokrouhlovaci heuristiky

Uvazujeme omezeni a;121 + -+ a; ;T; + - - - ajnTy < by, kde a; ; > 0. Potom zaokrouhlenim z;
nahoru muzeme porusit omezeni. Zaokrouhleni doli nevadi. Obdobné je to i pro a; ; < 0. Toho
miizeme vyuzit v zaokrouhlovacich technikach.

Zavedeme znaceni

“horni zamek” je kladny koeficient v daném Fadku matice A.
“dolni zamek” je zaporny koeficient v daném fadku matice A.
Ag.] je pocet hornich zamku v j-tém sloupci matice A.

A% je pocet dolnich zamku v j-tém sloupci matice A.

Vyznam: Jestlize je Ag/ = 0, pak j-ty sloupec matice A neobsahuje kladné prvky. Pro proménnou
Z; je moZno psat

ai,j b1
as b

2,7 mj S 2
Qn,j bn

ProtoZe jsou ale vSechny koeficienty a zadporné, miZeme proménnou x; zaokrouhlit nahoru, aniz
bychom porusili omezeni (proménnd x; neni zhora zamdcend). Podobné je to pro AJL.

Jednoduché zaokrouhlent

Vsechny proménné s AUV = 0 zaokrouhlime nahoru a ty s A = 0 zaokrouhlime dolt.

Zaokrouhlent
Startuje z LP relaxation a bere v ivahu AV a AL,

Aplikujeme zaokrouhleni
. ) floor (xz;)  pro A]L < A}J
T ceil (25) jinak

Jestlize aktualni feSeni neporuSuje omezeni, pokracujeme stejné i dale.
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Jestlize jsou omezeni porusena, vybereme jedno, které je poruseno a snazime se toto poruseni
zmens§it tim, Ze vezmeme jednu celo¢iselnou proménnou se zlomkovou hodnotou a snazime se ji
zaokrouhlit ve prospéch poruseného omezeni. Vybirdme proménnou s nejmensim poctem zamku
(zjevné, abychom toho co nejméné pokazili kolem).

Priiklad

Resime IP program pro

1 2 3 8
A= 2 =5 4 |, b=]|15 1|, c=1[2, -1, 3]
-2 4 -1 12
x celé, nezaporné.
LP feSeni je
70 1
= | Qa> 770
=[5

Uvahy o zaokrouhlovani nas vedou k feSeni x = [7, 0, 0] coZ také je celoCiselné fegeni.

7 Metaheuristiky

Heuristiky hledaji lokalni extrém. Nas ale vétSinou zajimaji globalni extrémy. Najit globalni
extrém znamend opustit nalezeny extrém a hledat dale - kazdy dale nalezeny “lepsi extrém” je
potom kandidatem na extrém globalni. Metodami, jak opustit lokalni extrém a hledat “globé&lng”
se zabyvaji metaheuristiky.

Poznamka

Predpona “meta” znamend néco “za” - napt. metafyzika je néco, co je jesté za realitou, kterou
popisuje fyzika. Podobné metaheuristika je néco, co je jesté za heuristickym hleddnim extrémi.
Je to hledani globdlniho extrému.

7.1 TIterativni lokalni hledani
Pii této metodé postupujeme nésledujicim zptisobem:
1. Generujeme nahodné feseni.
2. Ur¢ime okoli feSeni.
3. Nahodné bereme feSeni z okoli a bud ihned nebo po nékolika krocich hledame, zda existuje
lepsi feSeni, nez je naSe soucasné.
4. Pokud jsme nalezli nové lepsi feSeni, nahradime jim existujici a jdeme na bod 2., pokud

ne, pokracujeme déle:

5. Zapamatujeme existujici nejlepsi feSeni a jeho polohu a pokud neni vycerpan predepsany
pocet iteraci, jdeme na bod 1., pokud je vycerpan, pokracujeme.

6. Jako globalni extrém vezmeme aktudlni nejlepsi feSeni.
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Algoritmus Ize stru¢né shrnout takto: Opakované hledame lokalni extrém a doufime, Ze mezi
nalezenymi bude i extrém globalni.

P0ozZNAMKA

Samoziejmé velmi zdleZi na velikosti skoki ndhodného hleddni, a to jak p¥i lokdlnim prohleddvdni,
tak i pri novych iteracich algoritmu. Problém ale neni tak neprihledny, jak by se mohlo zddt.
Mdme k dispozici data, v nichZ extrém hleddme. Z nich miZeme urcit hranic datové oblasti a
hledat v rdmci této hranice.

Metodu demonstruje program

// Heuristiky 8ité na miru: skripta str. 93

// Osobam 1:n jsou p¥id&lovany tukoly 1:n. Cena za vykonani
// 1kolu j osobou i je v tabulce m(i,j). Jak pfifadit tdkoly,
// aby cena byla minimalni?

// Tj. nalézt posloupnost n prvki matice m tak, aby se

// neopakovaly radky a sloupce a soufet byl minimdlni.

exec SCIHOME/ScIntro.sce
mode(0), //getd(’.’);

n=10; // polet 1lidi a ukold
m=ceil (10*rand(n,n,’u’)); // matice 1lidi krat tkoly
Cr=Yinf;
for i=1:1000 // iterace
ji=permi(1:n); // lidi
jo=perm1(1:n); // tikoly
cr=0;
for k=1:n
cr=cr+m(ji(k),jo(k)); // aktuadlni cena
end
if cr<Cr // akt. cena men3i neZ dosavadni 7
Cr=cr; // zapamatuj
Ji=ji;
Jo=jo;
end
ct(i)=Cr; // historie cen
end
Cr,Ji,Jo

set(scf(),’position’, [5600 100 800 400])
subplot (121),

plot(ct,’.:?)

title ’Vjyvoj optimadlni ceny’

subplot (122),

plot(Ji,Jo,’.’, ’markersize’,8)

title ’0Opt. prvky matice m’

// Poznamky:
// - udélat jako genetické algoritmy,
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// - jina interpretace: obchodni cestujici
a program

// Hledani globalniho maxima funkce 2 proménnjch

// - funkce: vaZenjy soulet tf¥i nenormovanjch Gaussovek

[/ mmm
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

function [f,m,w]=fc(x)
// generator souétu tri skoro-gaussovek

x=x(:);
m=[-20 0; 0 0; 10 20]’; // sttfedy
w=[2.5 2.8 3]; // vahy
sg2=100; // 8ifka
£=0;
for i=1:3
f=f+w(i)*exp(-(x-m(:,1)) **(x-m(:,1))/sg2);
end
endfunction
z=50; // rozsah zobrazovanych dat

xx=-(z-1) : (z-0);
yy=-(z-1):(2-0);
i=0;
for x=xx // generovani dat
i=i+1;
j=0;
for y=yy
j=j+1;
Cf(i,j)=fc(lx y1); // matice generovanych dat
end // jen pro zobrazeni
end

set (scf(1),’position’, [2560 250 500 400])
//contour2d(xx,yy,Cf,8);

mesh (xx,yy,Cf);

title ’Prohledavana oblast’

// PROHLEDAVANI
t0=[-10,-10]"; // start prvniho hledani

[CO,m]=fc(t0); // kvalita prvniho FfeSeni
st=[1; tt=[1; CcC=[1;

for k=1:10 // cyklus pro velké ndhodné iterace
for j=1:100 // cyklus pro hledani lok. extrému
for i=1:100 // hledani lep8iho FeSeni v okoli
s=t0+.2*rand(2,1,’n’); // novy bod
C=fc(s); // kvalita nového bodu
if C>CO, break, end // je-1li lep8i, konec
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end

t0=s; // novy zalatek v ramci hledani

CO=fc(t0); // lokalniho extrému

st=[st s]; // zapamatuje Uspé&Sné body na cesté
end
tt=[tt t0]; // zapamatuje konce hledani lok. ex.
Ccc=[CC CO0]; // pro jednotlivé iterace
t0=30*rand(2,1,’n’); // generuje novy zalatek (nova iterace)
CO=fc(t0); // kvalita

end

disp ’Vysledné feSeni je’
[xxx ,mC]=max (CC) ; // vybere nejlep8i hodnotu kriteria
tMax=tt (:,mC) // a podle toho i FeSeni

set(scf(2),’position’,[800 50 600 500])
plot(st(1,:),st(2,:),7.%)
plot(tMax(1),tMax(2),’ro’, ’markersize’,12)
title ’Hledani a konelné feSeni (krouZek)’
plot(m(1,:),m(2,:),%g.?)

7.2 Prohledavani s tabu seznamem

Pokud se nase hledani optima odehréva v diskrétnim prostoru feSeni, mizeme pouzit techniku
prohledavani s tabu seznamem. Hledani probiha v sériich (ur¢ity pocet kroku), které se opakuji,
dokud neni konec. V kazdé sérii se nahodné vybere nové feseni v okoli starého. V tabu seznamu
se nalezend feSeni uchovéivaji a algoritmus se jim v této sérii vyhyba. Po ukonceni kazdé série se
vybere nejlepsi dosazené feSeni a z ného startuje dalsi série. Startuje se z ndhodné vybraného
feSeni.

Poznamka

Pamatovat si, kterd reseni jsme jizZ prozkoumali a v dalsim hleddni se jim vyhnout, je jisté dobrd
myslenka. Je ale tieba zajistit, aby kontrola tabu seznamu nebyla mnohem delsi, neZ opakované
ovérent jiZ ovéreného TeSeni. Pokud je naptiklad kontrola tabu seznamu 5 krdat delsi, nezZ ovéreni
jednoho TeSent, pak by asi bylo lépe prozkoumat 5 krdt vice FeSeni v daném okoli, neZ pouZivat
tabu seznam.

Metodu budeme ilustrovat na piikladé:

Resfme tlohu obchodniho cestujiciho, ktery mé projit vSemi uzly hranové ohodnoceného grafu,
vratit se do stejného uzlu a ujit pii tom co nejmensi vzdalenost (soucet ohodnoceni hran na
ceste).

Postupujeme takto:
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1. Generujeme nahodné prvni feseni

2. Z tohoto feSeni odvodime k sousedi tak, ze mezi sebou vyménime dva uzly. Toto generovani
je s tabu-listem. To znamend, 7e vzdy jeden ze dvou generovanych uzli vynechame ze
zékladni mnoziny uzla, ze které se vybira.

3. Pro generovana feSeni spoc¢teme hodnoty kriteria a vybereme feseni s minimélni hodnotou.

4. Dale pokracujeme v iteracich

5. Jako vychozi feSeni vezmeme vysledné z minulého kroku a zarovenn ho ddme do seznamu
feSeni v této fazi.

6. Pokrac¢ujeme body 2., 3. a 5., a to bud’ po uréity pocet krokii nebo podle n&jakého zasta-
vovaciho pravidla (napf., Ze po urcity pocet kroku je vysledné FeSeni stejné).

Program

// 0Obchodni cestujici jako tabu search

// - mésta jsou 1, 2, ..., n
// - zadkladni tabu search je k=5 kroki:
// k-krat se zaméni dvé mésta

// - maximdlni polet iteraci je N=10000

// - kon&i se, kdyz je tEx=100 krokid nic nezlepSuje
A ——
exec SCIHOME/ScIntro.sce

mode (0)

// DEFINUCE FUNKCI
function J=kr(x,I)
// kriterium pro obch. cestujiciho
// - délka cesty s uzly x=[x1,x2..,xn,x1]
// x uzly cesty
// I matice délek hran

if max(size(I))<length(x)
printf (’\nError in kr: too small criterion\n\n’);
end

n=length(x) ;
x=[x(:)? x(D]; // navrat do vychoziho mésta
J=0;
for i=1:n
J=J+I(x(i),x(i+1)); // soulet délek hran
end
endfunction

function ii=gen2i(n,k)
// tabu generator dvou indexi
// generuj 2 indexy z 1,2,..n
// a to opakuj k-krat s tabu listem
// (tj. Zadna dvojice se nesmi opakovat)
z=1:n;
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for i=1:k
j=ceil(n*rand(1,1,’u’));
ii(1,1)=z(j);
z(j)=I[1;
Ji=3s
n=n-1;
jl=ceil(n*rand(1,1,’u’));
if j1==0, printf(’\nError in gen2i(): too big k\n\n’), end
ii(2,1)=z(j1);

end

endfunction

function y=permi(x)
// y = jedns ndhodna permutace prvkd x
y=01;
n=length(x) ;
for i=1:n
nx=length(x);
j=ceil(nx*rand(1,1,’u’));
y=ly x(3071;
x(§)=I[1;
end
endfunction

// HLAVNI PROGRAM

n=10; // polet uzlld grafu (mést)

k=5; // polet zamén uzld v jedne iteraci
N=10000; // maximum iteraci

tEx=100; // polet krokl beze zmény pro ukonéeni

if 0 // 1 - generuje se nova sit (nové vzdalenosti)
// Generatot kriteridlni funkce
I=ceil(20*rand(n,n,’u’));
save I.dat I

else
// Volani kr. fce z minula
load I.dat I

end
Mi=%inf; // inicializace minima kriteria
x=(1:n)’; // o&islovani mést: 1,2,...,n
XM=X ;
for it=1:N // cyklus iteraci
ii=gen2i(n,k); // generuje k rtiznjch dvojic (bez opakovani)
for i=1:k // cyklus pro zamény mést
x(ii(:,1))=x([ii(2,1),ii(1,1)]1); // zaména mdst
J(i,1)=kr(x,I); // kriterium pro novou cestu
X(:,1)=x; // pamatuj
end
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X=[X xm]; // ptidej minimdlni cestu z minula
[Mi,im]=min(J); // najdi nové minimum a jeho pofadi

xm=X(:,im) ; // najdi aktudlni minimdlni cestu
Xt(:,it)=x; // zapamatuj aktudlni minimilni cestu
Mt(1,it)=Mi; // zapamatuj aktuidlni minimum
if it>tEx // test konce iteraci

if mean(Mt(it-tEx:it))==Mt(it)

break

end

end // konce cyklu pro zamény
end // konec cyklu pro iterace

// Vysledky
x_opt=x’,Krit=Mi,Iter=it

7.3 Simulated annealing
Jedna se o metodu hledéni globalniho extrému u funkce s vice lokdlnimi extrémy. Metoda vyuziva
metodu Monte Carlo a prohledava cely prostor feSeni s postupné se zmensujici pravdépodobnosti
prijeti nového feSeni.
Algoritmus metody je nasledujici
Zvolte:
T pocatecni feSeni
T = Tp pocatecni teplota (velikost nadhodnych skokii)

=0
prok=12,--- | K

1. generuj zj, ze zdkladni mnoziny
2. urdirozdil A = f (xx—1) — [ (z1)
3. vypocti pravdépodobnost pfijeti nového zy

)1 pro A, <0
~ \exp{—A/T} pro A <0

4. s pravdépodobnosti p pFijmi nové FeSeni (jinak z; = xp_1)
5. prepocti teplotu T = h (T, k) (tak, aby T'— 0 pro k — o0)

Hodnoty z;, by mély konvergovat ke globalnimu extrému.

P0OZNAMKY

1. Funkeci A () mazeme volit napf. jako “zapominani”: T = Ty", kde ¢ < 1 je blizko k jedné
- napf. ¢ = 0.9.

2. Body 1. az 4. se mohou nékolikrat opakovat se stejnou teplotou 7.
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3. Parametr 7' je nazyvan teplota. To souvisi s poc¢ateéni motivaci k metodé, kterda byla
inspirovana zihanim kovi. Cim vétsi je T, tim vétsi odskoky od soucasného feSeni se
pripousti (tim vétsi je okoli, ze kterého se generuji nové hodnoty feSeni). Hodnota T se
béhem fFeSeni zmensuje, ¢imz se feSeni stabilizuje.

Ukéazkovy program je nésledujici:

// Simulated annealing

// - hledani globalniho extrému funkce
// - funkce jedné promé&nné

/] —mmmmm
exec(’SCIHOME/ScIntro.sce?’,-1)

mode (2)

// kriterium
function y=fc(x)

y=exp (- (x-1) **2) +2%exp (-3* (x-3) **2)
endfunction

// ptepolet T

function T=nT(T,fi)
T=fiT;

endfunction

// pravdépodobnost pro pfijeti nového FeSeni
function p=Pr(om,T)
if om<0, p=1;
else
p=exp(-om/T);
end
endfunction

if 1 // 1 - kresleni maximalizované funkce
h=0:.1:5; // rozsah x pro funkci
y=[1; // kresleni
for i=h
y=[ly fc(i)];
end
set(scf(1),’position’,[800 0 400 300])
plot(h,y)
title(’funkce’)
end

// Zadani p¥ikladu

T=100; // teplota

fi=.95; // zapominani teploty
x=1.3; // startovaci bod

xt=x; // pamatuj

tt=1; // %as ptijeti

fx=fc(x); // hodnota startovaciho bodu

37



pt=[1;

nlter=log(le-15)/log(fi); // automaticky pocet iteraci
// nebo fi=exp(log(le-5)/nI)
for i=1:fix(nIter) // CYKLUS PRO SNIZOVANI TEPLOTY

x=b*rand(1,1,’u’); // nové fefeni
fxn=fc(x); // nové kriterium
om=fx-fxn; // staré - nové kriterium
p=Pr(om,T); // pr. pro prijeti
if p>.2 // ptijeti

xt=[xt x];

tt=[tt il;

fx=fxn;
end
T=nT(T,fi); // pfepolet teploty
pt(i)=p;
xx(i)=x;

end

set (scf(2),’position’,[400 0 400 300]1)
plot(tt,xt,’.:?)
title(’vyvoj pfijatych feseni’)

set (scf(4),’position’, [400 400 400 300])
plot (xx)
title(’v&echna generovana x’)

set (scf(3),’position’, [800 400 400 300])
plot(pt,’.:?)
title(’pr. prijeti’)

if 0 // vykresleni funkce
y=01;
xx=-50:.1:50;
for x=xx
y=ly fc(x)];
end
scf;
plot(xx,y)
end

Vysledek je
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kde vlevo je vidét postupné hledani globalniho maxima a vpravo je funkce, jejiz globalni maxi-
mum hledame.

7.4 Mravenéi kolonie

Mravenéi optimalizace je metaheuristika inspirovana chovanim mravencich kolonii. M4 také
blizko ke genetickym algoritmtm. Je zaloZena na heuristickém pohledavani a vyznacovani aspés-
nych strategii. Nejdfive popiSeme princip mravenciho hledani, potom sestavime algoritmus pro
tlohu obchodniho cestujictho.

Mravenci maji své hnizdo a odtud se vydavaji hledat potravu. Jednotlivi mravenci se ndhodné
potuluji pobliz hnizda a pokud najdou potravu, vraci se stejnou cestou zpét k hnizdu a ces-
tou vylucuji feromon. Ostatni mravenci pii svém putovani davaji prednost cesté s feromonem.
Tim jesté feromonové znaceni zesiluji. Tak opoustéji prazdné cesty bez potravy a tvori kolonie,
putujici pro potravu.

Vidime zde dva zékladni prvky:
1. preference oznacené cesty,
2. znaleni zavislé na tspéchu cesty.

Feromonova stopa postupné vyprchéava a tim se udrzuje aktualnost znaceni. Oznacené zustavaji
jen ty cesty, na které je feromon stale ukladan.

Abychom mohli byt konkrétni, budeme uvazovat tlohu obchodniho cestujiciho: Mame n mést
navzajem propojenych ruzné dlouhymi obousmérnymi cestami s délkami d;, i = 1,2,--- ,n.
Obchodni cestujici mé projit viemi mésty, kazdym pravé jednou, a vrétit se do mésta ze kterého
vySel. Chee najit takovou cestu, kterd bude nejkrat$i. (Lze FeSit pomoci IP, ale zadani ulohy je
nepiijemné - musi se vyloucit vSechny pod-cesty s délkami mensimi neZ je n.)

Heuristické feSeni je nésledujici.

Ulohu fesime v itera¢nich krocich 1, 2, ---. V kazdém kroku vypustime m mravenci z ndhodné
vybranych mést. Tito mravenci postupuji mezi mésty tak, aby se nikdy nevratili do mést, ktera
uZz navstivili (udrzuji si tabu list, kde maji zaznamenany uZz navstivenad mésta a jako dalsi
mésto vybiraji jen to, co neni na tabu listu). Pfi vybéru dalsiho mésta se ¥idi podle matice
pravdépodobnosti P = [p; ;], 4,7 = 1,2,--- ,n, kde p; ; je pravdépodobnost piechodu z mésta
i do mésta j.* Kdy7 projdou n mésty (tj. vytvo¥i né&jakou cestu pro obchodniho cestujiciho)

40 tvorbé této matice bude zminka dale.

39



spoctou délku této cesty a podle ni vytvoii feromonovou stopu (ktera se pridéa na jejich cesté k
jiz existujici stopé). Feromon F; ; podle cesty k-tého mravence se piepocte podle vzorce

Q
Fi,j = Fi,j + fk
pro v8echny i, k, které lezi na této cesté; L je délka cesty, () je konstanta. A to se provede pro
kazdého mravence k = 1,2,--- ,m.

Po dokonceni kazdého kroku iterace se znovu konstruuje matice pravdépodobnosti P podle
aktualniho feromonu - v nejjednodussi formeé

Py o< Fij

nebo
Pi,j o Fi,j/di,j

tedy bud je pfimo tiimérné feromonu, nebo se vezme v vahu jesté délka d; ; cesty 4, j (preferuji
se kratsi useky cesty).

Z matice P se generuji pravdépodobnosti pfechodu mravence z aktualniho mésta ¢ do dalstho

mésta j tak, ze se z matice P vyberou prvky {P; ;} kde j € J a J oznacuje mnozinu v3ech

piipustnych mést, tj. mést, do kterych mravenec smi pokracovat (co nejsou na tabu listu). Tyto

prvky se pak normuji tak, aby jejich soucet byl roven jedné: p;, = {%} pro i pevné a
k ¢y,

jed.

Tyto itera¢ni kroky se opakuji - bud urcity pocet nebo dokud nedojde k ustaleni sméru pohybu
mravenci. Kazdopadné, v kazdém kroku se uréi nejkratsi nalezené cesta a pokud je menSsi nez
aktudlni minimum, tak se zapamatuje. Vysledkem pak neni nejkratsi cesta z posledniho kroku,
ale nejkratsi cesta dosazena b&hem iteraci (mravenci ¢asto zamrznou na neoptimalni cesté i kdyz
na optimélni jiz byly - pozn. piekladatele).

Start algoritmu je nasledujici:

F je matice malych kladnych nahodnych ¢isel (tak, aby je ovlivnil feromonovy pFepocet, ale ne
moc, aby se mravenci stacili rozbéhnout kolem mravenis§té a nebyli pfili§ rychle vazani na novy
feromon.

Néhodné se generuje m mist. Kazdému mistu k se prifadi tabu list ve kterém je jako prvni
vyznateno misto k. Nasledujici misto se vybere podle pravdépodobnosti p;, a to bud misto s
maximélni pravdépodobnosti (greedy heuristika) nebo se generuje z rozdéleni s pravdépodob-
nostni funkei p (pravdépodobnostni heuristika).

Dale algoritmus bézi v iterac¢nich krocich. Vysledkem je nejkratsi dosazend cesta v prubéhu
celého béhu algoritmu.

Dale uvadime program ve Scilabu

// THIS IS, HOW IT HOPEFULLY SHOULD RUN.

// opt. is 1 34 2 5 1 S=78, from Excel

// In each step of iteration Ni ants is run from various places.

// After completing their rout (after n steps) the minimal length

// and the corresponding sequence of places is recorded and according
// it the pheromone is updated. It runs for N steps (iteratiomns).

// Initial pheromone is random (to give the ants a possibility to fork).
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// The update of pheromone is given by 1/L where L is the minimal

// length of path from the current step. Forgetting is used, too.

// The way of ants is ruled by probabilities constructed from pheromone.
// Choice of path continuation is random according the probabilities.

// PHEROMON IS UPDATED BY EACH ANT.
A

exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

N=100; // number of iterations
Ni=10; // # of ants in one step
fi=.5; // forgetting

D=[ // distances

017 10 3 19
17 0 32 12 21
10 32 0 16 43

312 16 0 15
19 21 43 15 0

1

n=max (size(D)); // number of towns to walk round
P=1e-8%ones(n,n); // probs - init
F=1*rand(n,n,’u’)+.1%ones(n,n); // pheromone - init

tt=[]; St=Y)inf;

for i=1:N // LOOP FOR ITERATIVE STEPS
S0=Yinf;

for r=1:Ni // LOOP FOR ANTS IN ONE STEP

I=ceil(n*rand(1,1,’u?)); // starting node
Tabu=I; // inital tabu list
Free=setdiff(1:n,Tabu); // initial free nodes

for j=2:n // INDIVIDUAL ANT IN ONE STEP
p=P(I,Free)/sum(P(I,Free)); // probabilities from place I

// [m,z]=max(p); // maximum probabilty direction
z=sum(rand(1,1,’u’)>cumsum(p))+1; // HERE IS THE DIFFERENCE
J=Free(2z); // next place
Tabu=[Tabu J]; // tabu updated
Free=setdiff(1:n,Tabu); // free nodes updsted
I=7J; // end is beginning for next step

end //  in constructing the rout
Tabu=[Tabu Tabu(1)]; // closing the cycle rout
S=0; // actual length of the path
for j=1:n
S=S+D(Tabu(j) ,Tabu(j+1));
end
if S<S0 // if shorter, remember it
S0=S; //  within one step of iterations
TO=Tabu;
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end

for j=1:n
F(Tabu(j) ,Tabu(j+1))=fi*F(Tabu(j),Tabu(j+1))+1/S; // updt by best from
end // current step

end // of for r (loop for ants in one step)

P=F; // matrix of unnormalized probabilities (= pheromone)
tt=[tt; TO(1:n)]; // remember paths
st (1)=50; // remember lengths
if SO0<St
St=S0;
Tt=TO;
end

end // of for i (loop for iterative steps)

// Results

//roundd (P),

St,Tt

S1=0;

for i=1:n
S1=81+(D(Tt (1) ,Tt(i+1)));

end

S1

set (scf(1),’position’, [800 200 600 400])
plot(st,’.-’, ’markersize’,3)

7.5 Genetické algoritmy

Napodobuji déje, které se dé&ji u lidi kdy déti dédi vlastnosti po rodic¢ich. Algoritmus lze pouZit
pii hledani optimalni sekvence urcitych prvka - u lidi jsou to alely v genu. Mame obrovskou
mnoZinu takovych sekvenci a hledame tu nejlepsi podle daného kriteria. Algoritmus pracuje
takto:

1. Zvolime urc¢itou podmnozinu sekvenci - tzv. populaci.
2. Kazdy prvek populace ohodnotime podle kriteria a sekvence sefadime podle kvality.

3. Sefazenou populaci rozdélime na nékolik ¢asti (tady je ur¢ita volnost volby). Generujeme
novou populaci.

(a) Skupinu nejlepsich ponechéame.

(b) Na dalsi skupinu aplikujeme metodu cross-over - v nadhodné vybraném bodé dvé
sekvence rozpojime a spojime kiizem.

(c) Dalsi skupinu podrobime mutaci - ndhodné vybrany prvek zaménime za jiny.

(d) Skupinu nejhorgich nahradime ndhodnym vybérem z velké mnoZiny vsech sekvenci.
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7 daného postupu je patrno, ze v populacich se budou hromadit dobra feSeni. Tim ale, Ze do
populaci zahrneme i skupiny novych sekvenci, ddvame Sanci dalsim lepsim feSenim, které na
zacatku feSeni nebyly dostupné.

Ukéazka genetického algoritmu j v nasledujicim programu.
// Example of genetic algorithm

// - find sequence with the minimal sum of entries

J A e e L L LT
exec(’SCIHOME/ScIntro.sce’,-1); mode(2); format(’v’,6)

nX=30; // length of basic set
nP=10; // length of population
nx=15; // length of sequences
nite=20000; // number of iterations

for i=1:nP
P(i,:)=samp(nx,1:nX)’; // first population

end
for ite=1:nite // ITERATIONS
sx=sum(P,2); // evaluation of population
[sxS,jS]=gsort(sx,’g’,’i’); // ordering
P=P(jS,:); // ordered population
Pn1=P(1:2,:); // group 1
x1=P(3,:);
x2=P(4,:);
k=8;

Pn2=[x1(1:k) x2(k+1:nx)// group 2
x2(1:k) x1(k+1:nx)];
z=samp(2,1:nx);
Pn3=P(5:6,:); Pn3(1,2)=z(1); Pn3(2,4)=z(2); // gr. 4
for j=1:4
Pn4(j,:)=samp(nx,1:nX)’;
end
P=[Pnl; Pn2; Pn3; Pn4l;// new population
Su(ite)=sum(P(1:2,:)); // evaluation of the first group
end
set(scf(),’position’, [600 100 400 300])
plot(Su)
title(’Evolution of the criterion during iterations’)
disp(’0Optimal sequence’)
xopt=P(1,:)
disp(’optimal criterion’)
copt=sum(xopt)
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