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Kapitola 1

Celociselné programovani

Uloha celociselného programovani je prakticky stejné jako uloha linearniho programovani. Navic
se ale pozaduje, aby feSeni nékterych proménnych ve vektoru z bylo celoéiselné.

1.1 Formulace tlohy

Naleznéte hodnoty vektoru x = [z1, 22, -, x,], které

(1) maximalizuji linearni kriterium ¢’z = cyx1 + coxa + -+ - + cpy,

(72) spliuji vedlejsi podminky Az < b, tedy a; 121 +a; 222+ +a;n2n < b, proi=1,2,--- ,m
(m podminek pro n proménnych) a

(#i7) alespon jedna veli¢ina v x je celociselna.

Zépis standardni dlohy celo¢iselného programovani je nasledujici:

cx — opt
Ax <b
T, Z 07 LI, eN

kde ,,opt” oznacuje maximum nebo minimum, z;, mnoZina veli¢in pro které vyzadujeme
nezipornost a xy, je mnozina veli¢in, které maji byt celo¢iselné; x;, Uxy, = x.

Priklad

Najdéte optiméalni feSeni tilohy
3x1 + 229 — max
21‘1 — T2 S 4

21’1 +4$2 S 13
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—x1 + 1029 < 25
r1 >0, 2o € N

Reseni najdeme v Excelu

A B C D H F
1 | Uvodni pfiklad
2 R N
3 x 2.5 2
4
5 c
6 Ax b
7 A 1 3 4
8 4 13 13
9 10 17.5 25
10
1))
12
13 |Refeni
14 x2 z N 2.5 2 J=11.5
15 x2 z R 2.9 1.8 J=12.3

16

Dole na obrazku jsou uvedena obé feSeni, jak pro xo € N, tak i pro x5 > 0. Regeni muzeme
srovnat s grafickym vyjadfenim tlohy

35

2.
0,2.5) SREE

vrstevnice\

15 kriteria smér
aximélizacy

1

0.0 &

>
05 1 L5 25 3 35 4

y=2x—-4 y=-03x+325 y=0I1x+-25

Tady vidime, Ze je to tak :-)
Poznamka

O Feseni iloh linedrniho programovdni jsme mluvili v kurzu LP1. Ti, kdo zapomnéli, jak se iloha
LP v Excelu realizuje, najdou podrobng ndvod v kapitole 3.

1.2 Triky v omezenich
Zavedeni celo¢iselnych /binarnich proménnych mé dvoji vyuziti:

e Zavadi popis veli¢in, které nelze délit - napf. pocet najatych délniki nebo pocet objedna-
nych krabic se zbozim.
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e Umozhuje vyuziti programovacich triki, které se zejména tykaji moznosti rozhodovani.
Nap¥. pro binarni y € {0,1} je ,situace nastane“ pro y = 1 a ,situace nenastane“ pro
y = 0. Také se Casto vyuZziva pro vybér: pro binarni vektor y = {y1,y2, -, yn} vybereme
ty akce pro které je y; = 1.

Dale si ukdzeme nékteré zakladni triky a jejich realizaci.

1.2.1 Binéarni veli¢iny

Binarni veli¢iny mohou nabyvat dvou hodnot, 0 nebo 1. Souvisi s rozhodovanim: néco bude —
1, nebo nebude — 0.

Poznamka

Ne vZdycky 1 znamend ano a 0 ne. Uvidime pozdéji u aktivace omezeni. Je tieba na to ddvat
pozor.

Pokud mame n takovych veliin x1,z9, - ,xz, € {0,1}, lze realizovat jednu z néasledujicich
podminek:

e alespoii k bude splnéno (k nebo vice): > | z; >k,
e pravé k bude splnéno: Y1 | z; =k,

e nejvyse k bude splnéno (k nebo méng): Y x; < k.

Priiklad

Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 piilezitosti. Hodnoty investic na pofizeni akce a
oc¢ekavané vynosy (v tis. K¢) jsou v tabulce

akce |1 2 3 4 5
naklad () | 5 3 8 10 7
vynos (v) | 14 14 16 19 15

Které akce vybereme, abychom maximalné vydélali, jestlize smime zvolit nejvyse 3 akce?
Reseni
Zvolime indikatorovy vektor y € {0,1} - binarni jako stavovy vektor.
Kriterium
J = Zyz (v; —n;) — max
Omezeni

— k dispozici 30tis.

> yini <30
Zyi <3

— max. 3 akce
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Excel: PO1_alespon.xlsx
A B C D E F G
Bindrni veliginy

Checeme investovat 30tis K€ a je k dispozici 5 pfileZitosti. Do
akci mizeme investovat finance a? po urgitou hranici a

akce 1 2 3 4 5
naklad 5 3 8 10 7
vynos 14 14 16 19 15

1
2
3
4
5 otekadvané vynosy (v tis. K&), umérné investici, jsou v tabulce
6
7
8
9

10

11 Které akce vybereme, abychom maximéalng vydélali, jestlize
12 smime zvolit nejvye 3 akce?

13

14 Redeni

30 co mame k disp.
2 max 3 akce

22

23 Info

24 | zisk 9 11 8 9 8
25

1.2.2 Indikace nenuly

Méme spojitou veli¢inu z a ve vypoctech chceme rozlisit dva p¥ipady: a) x =0ab) x > 0.

Definujeme y € {0, 1} - bindrni, indikator nenulovosti  a zavedeme podminku

H J K L M
Parametry R

Nastavit cil:

Na: @ Max O Min C

Na zakladé zmény proménnych bungk:
$BS16:5F516

Omezujici podminky:
$B516:5F$16 = binarni_islo
£8520 <= $D$20
$8821 <= $Ds21

Nastavit proménné bez omezujicich podminek

Vyberte metodu FeSent: Simplex LF

Metoda fedeni

Modul GRG Norlinear vyberte pro hladké nelinedr
problémy Reditele a modul Evolutionary pro nehls

My >x

kde M je hodné velké ¢islo (vétsi nez maximum x).

Potom, je-li x > 0 musi byt y = 1. Bude-li x = 0, podminka pfipousti cokoli. Nicméné&, pfedpo-
klada se, Ze minimalizace kriteria, ve kterém y figuruje, jeho hodnotu bude tlacit k nule.

Excel: Pr02 _indikacel.xlsx

A B C D E
1 Indikace nenuly

Reeni: x<=My. J=...4y -> min
pro x>0 musi byt y=1

pro x=0 je y=0 (je stladeno kriteriem)

M=

e

Méme x z R a y bin. Chceme, aby pro x>0 bylo y=1

1000

G H I ] K L M
Parametry Resitele

Nastavit cil:

MNa: () Max @ Min

Na zdkladé zmény proménnych bunék:

$C30

Omezujici podminky:

$B$12 >= $D$12
$C$9 = bindrni_gislo

min

16 |Poznamka

Zkousime:
x=0 + Refitel
x=5 + Reditel

18 |realizujeme podminku x<=My jako x-My<=0.

->y=0
> y=1

17 Proto¥e v Rediteli na pravé stran& podminky nesmi byr promé&nnd,

Nastavit proménné bez omezujicich podr

Vyberte metodu Feseni: Simp
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Priklad

Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 piilezitosti. Do akci muzeme investovat finance az
po urcitou hranici. Tyto hranice (v tis. K&) a koeficienty o¢ekdvanych vynosi, které jsou tmérné
investici, jsou v tabulce

akce ‘ 1 2 3 4 5
max. investice (m) | 15 30 18 20 27
relativni vynos (v) | 1.15 1.12 1.18 1.16 1.11
naklady na inv. (n) 5 8 7 8 6

Které akce vybereme, abychom docilili maximéalni zisk, jestlize smime zvolit nejvyse 3 akce?
Reseni

Ptame se do kterych akci a kolik médme investovat. Pro otazku kolik zavedeme vektor z < 0 a
pro otazku do kterych zavedeme indikator y€ {0, 1}-binarni

r=[r1,T9, - 75 € RS

Yy= [y17y27"’ >y5} € {071}

J = Zviﬂ?i - anyz — max
i i

Kriterium

Omezeni

— omezeni investic
x; <my, Vi

— indikator pro x > 0

— max. 3 akce

Zyiéi’)

Excel: Pr02 _indikace2.xlsx

EE
A B [ D E F G H J K L M N 0 P Q R ™ T
1 | Bindrni veliginy
2 Chceme investovat 30tis KE a je k dispozici 5 pfilezitosti.
3 Hodnoty investice investic a o¢ekavané vynosy (v tis. K&) Nastavi cil: sBs16
4 jsou v tabulce
S Na: @ Max O Min ) Hodnota: 0
6 |akce 1 2 3 4 5
7 | miinv 15 30 18 20 27 Na zakladé zmény proménnych bunék:
8 |r.zisk 115 112 118 116 111 $B§13:3F514
9_|nakl. el 3 7 8 6 omezujici podminky:
i $B§14:$F$14 = bindrni_Gislo
11 |Které akce vybereme, pro max. zisk, jestlize smime zvolit nejvy3e 3 akce? $BSL8:5F$18 <= $HE18
12 $BELO:SFE10 <= $H$10
$F§20 <= $H$20
13 |x | 0 30 0 20 2
1y | 1 0 1 1] bin.
15
16 ()= 64.77
17
18 Omez. [ -15 of 18 0 0] <= Ofmax. investice Nastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezéporné
19 | 0 -970 0 -980  -973| <= 0findikator investice
B 3 < 3| nejwite 3 Vyberte metodu Fegent: Simplex LP @
21

Metoda fedeni
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1.2.3 Aktivace omezeni

UvaZujme binarni proménnou y€ {0,1} a podminku
a'x<b

. Zavedeme konstantu M jako ,hodné& velké ¢islo* (musi byt vétsi neZ o’z — b, V). Vétsinou staci
M = 1000.

Zkonstruujeme dalsi podminku
ax < My+b.

Tato podminka fika
e je-li y = 1, pak pavodni podminka je vzdy splnéna (pavodni podminka je vyFazena)
dr<M 1 +b = dz—-b<M
~~

y=1

e je-li y = 0, pak ptvodni podminka ziistava v platnosti

dr<M- 0 4+b = dz<b.
~—
y=0

Hodnota binarni proménné y tedy aktivuje nebo deaktivuje puvodni podminku o’z < b.

POZOR: Hodnota y = 0 aktivuje a y = 1 deaktivuje. Tedy podminka plati pro y = 0. Pokud
bychom chtéli zachovat aktivaci pro y = 1, byla by podminka o’ < M (1 —y) + b.

Priklad

Chceme investovat 30tis K¢ a je k dispozici 5 piilezitosti. Hodnoty investic na pofizeni akce a
oc¢ekavané vynosy (v tis. K¢) jsou v tabulce

akce ‘ 1 2 3 4 5
niklad (n) |11 5 8 7 9
vynos (v) |12 14 16 19 15

Jestlize vybereme prvni akci, dostaneme navic jesté 5tis. K¢. Které akce vybereme, abychom
maximélné vydélali (méli maximalni zisk), jestlize smime zvolit nejvyse 4 akce?

Reseni
Jako stavovou proménnou zvolime binarni vektor y € {0,1}
Yy = [y1,92, Y3, Y4, ys]

ktery bude indikovat vybrané akce.

Kriterium

J:Z%(Ui_ni)
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Omezeni

— finance k dispozici pro y; = 0 (pro y; = 1 je deaktivovano)

Zyini — My, <30

— finance k dispozici pro y; = 1 (pro ylz = 0 je deaktivovano)
Zyn ~M(1-y)<35

— max. 4 akce

Zyiéﬁl

Excel: PrO3_aktivace.xlsx

A B C D B 7 G H
5 jsou v tabulce
6 2
Uéelova funkce:
7 akce 1 2 3 4 5
8 naklad (n) 11 5 8 7 9 Hledat: @ Max ) Min
9 vynos (v) 14 14 16 19 15
. Proménné madelu:
10 prémie 5
$CE1T:5GE1T
11
12 Jestll’ze vybereme prvni akci, dostane.m('e n?wc ]?ste. Stis. K. MR
13 |Které akce vybereme, abychom maximalné vydélali, $C317:5G517 = bindrni dislo
14 tj. maximalizovali zisk, jestlize smime zvolit nejvyse 4 akce? $C521:5C823 <= SES21:3E523
15
16 Redeni
17 v | 0 1 1 1 1| nastavovéno
18
19 Kriterium J = -> max
20
21 Omezeni 29| <= 30| co mame kdyZ y1=0 (bez akce 1) ) )
, . . Nastavit podminky nezapornosti
22 -971| <= 35| co mame kdy? y1=1 (s akei 1)
23 4| <= 4| max. 4 akce Vyberte metodu Simplexava metoda
fedent:
24
25 co se investovalo 29 Metoda Fegeni
26 Simplexovou metodu zvolte pro linedrni opt
27 zkusit: akce 1 problémy a Evoluéni algoritmus pro nehladk
28 néklad 11 11
29 vynos 25 14
30 Napovéda

1.2.4 Implikované omezeni

Mame dvé omezeni A : a;x <by aB: a;x < by. Checeme aby platilo: kdyz plati prvni omezenti,
pak plati i druhé (kdyZ prvni neplati, tak nic nepozadujeme). Toto pravidlo lze popsat implikaci*
(=) nebo alternativou? (V). Ekvivalenci (A = B) = (A™ V B) ukazuje tabulka

A B|A=B| A" B|A"VB
0 O 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1

Lspojeni ,,jestlize-pak”
2spojka ,;nebo”
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kde ™ oznacuje negaci.

Odtud vidime, Ze (A = B) je stejné jako (A™ V B), pfi¢emZ alternativu umime - viz dfive
(odstavec 1.2.1).

Poznamka: Podminku ,omezeni plati” realizujeme jako ,omezeni je aktivni” - viz odstavec 1.2.3.

-

Negace (a;a: < bl) =a)z > b, a tedy
(allx < b1> = (a;m < bg) — <a/1x > b) \ (a;x < b2)

Realizujeme jako alternativu podle pfedchoziho névodu (alespoii jedno omezeni musi byt akti-
vovano, tj. alespoil jedno y musi byt 0, tedy 0,0 nebo 0,1 nebo 1,0, a tedy >y < 1)

a/l:E + Blyl Z b1
(l/zx —Bays < by
y1+y2 <1
Poznamka
Pozor na negaci! V nasem piikladé skutecné je (allx <b) = alla: > b. Pokud bychom meéli

podminku a1z < by asi bychom mohli postupovat stejné. Chybu bychom udélali jen pro a;x = by,
coZ je splnéno jen pro jedinou hodnotu x, a tedy na mnozZiné miry nula. Nakonec bychom tuto
hodnotu mohli konfrontovat s konecniym feSenim.

Jind situace je ale, pokud by se podminka tykala celoc¢iselné proméenné y. NapFiklad y < 5. Negaci
této podminka bude y > 6.

Pro bindrni proménnou y éasto poZadujeme napt. y = 1 (tedy néco bude vybrdno). Tuto pod-
minku lze zapsat jako y > 1 a jeji negace bude y < 0.

Realizaci podminky implikace (y1 = 1) = (yo = 1) pro bindrni y lze realizovat velmi jednoduse
jako yo > y1. Skutecné

i e |ln=y p>n
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Priklad
Uvazujeme o realizaci nékterych z péti ruznych akci. Specifikace je dana v tabulce.
Akce |1 2 3 4 5

Naklady (n) | 89 61 77 64 57
Vynosy (v) | 102 87 89 81 69
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Plati podminka: jestlize vybereme bud’ 1. nebo 2. akci, musime vybrat také 4. nebo 5. akci. Jak
méame akce vybrat, abychom dosahli maximélni zisk, jestlize smime vybrat maximélné 3 akce?

Reseni
Zavedeme dva binarni vektory

x = [x1, %2, %3, T4, 5] bin
ktery indikuje vybrané akce a

y = [y1,92] bin

ktery bude pouzit v realizaci implikace.
Kriterium

J = Zwl (v; —n;) — max

Omezeni

e implikace 1 + 20 > 1= x4+ 25 > 1
realizace x1 + 12 <0V x4+ 25 > 1
program:
T1+x2 — My <=0

T4+ x5+ My > 1
y1+y2 <1

e max. 3 akce

Excel: PrO4 _implikace.xlsx.

A B C D E F G H | 1 K L M N

1 |Implikované omezeni je-li splnéno jedno omezeni, pozadujeme i druhé

z Parametry Resitele

3 UvaZujeme o realizaci nékterych z péti riznych akeci.

4 |Specifikace je dana v tabulce.

5 Nastavit cil: fscs20]
6 Akce 1 2 3 4 5
. i @ Max O Min C
7 Néklady 89 61 77 64 57
8 |Vynosy 102 87 89 81 69 Na zakladé zmény proménnych bunék:
9 $B$17:$F$17;$B$18:5C518

10 Plati podminka: jestlize vybereme bud 1. nebo 2. akci, B .
11 |musime vybrat také 4. nebo 5. akci. Jak mame akce vybrat, IR TR

12 |abychom dosahli maximalni zisk, jestlize smime vybrat :Sﬁ;:zﬁg z ':J‘i:?;’:l\_f\'sm
13 | maximalné 3 akce? $B$24 <= $D$24
14 $B$25 >= +3D525
= $B$26 <= 5D$26
15 |Reseni _l $B$28 <= $D$28
16
17 x 1 1 0 1 0] bin
18 |y 1 0| bin
19
20 |Kriterium J = 56, Nastavit proménné bez omezujicich podminel
21 |Omezeni Vyberte metodu fegeni: Simplex |
22 |impl. x14+x2>=1 => X44+x5>=1
23 x14x2<=0  V  xdix5r=1 SeRdaliesanl
24 -00g| <= 0 x14x2-M*y1<=0 Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladke nelinei
4 problémy Resitele a modul Evolutionary pro nek
25 1| »= 1 X4+x5+M*y2>=1
26 1 <= 1 yl+y2<=1
27

28 <= max. 3 akce o

29
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1.2.5 Omezeni na oblasti

Necht omezeni tvori nékolik riznych oblasti (disjunktnich nebo i pfekryvajicich se). Jednotlivé
oblasti jsou popsany pomoci linedrnich omezeni.

Ukazme si toto omezeni na nésledujicim pfikladé, kdy plati:

prvni oblast allx < by, a;a: < bo, a;)x < b3

druhé oblast a;x < by, a;)x <bs

Chceme zarucit, ze optimalni bod feSeni bude lezet alespon v jedné z oblasti.

Modelujeme takto

1. oblast
a;x — M1y1 S bl,
a;m — Msy; < bo,
al3x — Mg'yl S b3
2. oblast
CL;IE - M4y2 S b47
a;x — Msys < bs
3. oblast ....

Zaroven musi platit, ze

k
dyi<k-1
j=1

kde k je celkovy pocet oblasti a y; € {0,1}. Konstanta B mize byt jedina, pokud je v&tsi nez
vSechny levé strany podminek.

Piiklad
Méame dvé oblasti ohrani¢ené piimkami

3
ro = 51}1 +3, To = —T1 +10, ro = 5171

4
To = X1, x2:72x1+12, T2 = g$172

podle obrazku
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A

[3,7]
[4,6]
01
[4,4]
02\ [5,2]

»

T1

V jedné z oblasti chceme koupit nemovitost a ulozit do ni své penize. Ceny nemovitosti rostou
se vzdalenosti od pocatku, a to tak, ze vodorovné je cena 15x; a svisle 8x5. Kde mame nakoupit,
abychom uloZili co nejvice penéz?

Reseni
Prvni oblast je vymezena nerovnostmi

4 3
To < 321 +3, ro < —x1 +10, 22 > 571

druh4 oblast 4
29 <21, 13 < =221 +12, 22 > 521 -2

Stavové vektory zavedeme jako x = [v1,22], 2 € R ay = [y1,v2], yi € {0,1}. o oznacuje
soufadnice bodu, predstavujici jednotlivé nemovitosti a y je indikator oblasti.

Kriterium
J = 15x1 + 8rs — max

Omezeni 4
x9 — My, < gwl +3

x9 — My, < —x1 + 10
3
x2 + My, > 3%

pro prvni oblast a
Ty — Mys < 14

o —My2 S —2£1—|—12
4
I2+My22 3117172

pro druhou oblast. Pro realizaci je tieba podminka upravit tak, aby na pravé strané bylo jen
¢islo.

Aktivni (y = 0) maZe byt vzdy nejvyse jedna oblast, proto

y1+y2 <1
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Excel: PrO5 oblasti.xlsx
A B c D E F G H 1 1 K L

1 Omezenis vybérem oblasti

2

3 x soufadnice 7 [3.7]

a 4 6 6 T [4,6]

s s i

6 v indikétor oblasti 4 [4.4]

7 0 1 3| .

8 2 - [5.2]

9 c cena 1 -

10 15 g o -~ -

1 1 R 4 s &

12 | Kriterium 1
5] -

14 Omezeni

15 obl1 obl.2 nejvyie

16 0.66667| <= 3 -g98| <= of <=
17 10| <= 10| -986| <= 12

18| 7.1E-14] »= of 1002.8| »= -2

19

20

21 | Mame dvé oblasti chraniené pfimkami Pozn

22 | 1.oblast x2={4/3)x1+3 x2=%1+10 x2=(3/2)x1 - To, co kupujeme je bod v jedné z oblasti [x1,x2]
23 |2.oblast x2=x1 %2=-2x1+12 %2=(a/5)x1-2 -y se musf uvaZovat, jinak by x v jedné oblasti
24 priblizné tak, ja je na obrazku. bylo vylouZeno druhou oblasti.

25 V jedné z oblastl chceme koupit nemovitost a ulofit do ni své penize.
26 | Ceny nemovitosti rostou se vzdélenosti od poéatku, a to tak, ze vodorovngé
27 je cena 15.x1 a svisle B.x2. Kde mame nakoupit, abychom uloZili co nejvice penéz?

28
ETY| Parametry Resitele

30

31

32 i =

Nastavit cil:

e it 5.

34

a5 Na: @ Max O Min () Hodnota: 0

36

37 Na zéklad& zm&ny prom&nnych bunék:

38 ]

= $AS4:5B54;$AS7:5857 2]

40

a1 Omezujici podminky:

42 $A$16:3A517 <= $C516:5C517 Pridat

43 $A$18 >= +3C518 =

44 $A%7:5B57 = bindrni_cislo -

as SE$16:5E517 <= $G516:5G517 Zménit

46 $ES18 >= $G518

47 $I516 <= $K$16 Qdstranit

48 |

i

rod Vynulovat vie
|

1.3 Triky v kriteriu

1.3.1 Fixni naklady

16

Pokud budeme modelovat piipadnou realizaci uréité vyroby, pak naklady na vyrobu se sestavaji
z pocateéni investice a déle z investice do kazdého vyrobku. Pokud se vyroba nerealizuje, jsou

vSechny naklady nula. Mame tedy kriterium se skokem v pocatku.

Za predpokladu, ze K je pocatec¢ni skok, bude mit kriterium tvar

0 pro x =0

K+dx proz>0"

Zapis takové ulohy je nasledujici

Ky + ¢’z — min?

3chceme minimalni naklady
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a podminky
z < By, x>0, ye{0,1}

S touto podminkou jsme se jiz setkali u ,indikace nenuly“, viz odstavec 1.2.2. Pokud je z > 0
musi byt y = 1. Penalizace v kriteriu zaruci, ze pro z = 0 bude také y = 0.

Excel: Pr11 _skokFunkce.xlsx

A H S \—‘D E h g H Parametry Resitele
1 Skokova funkce
2
3 x 0.1] zadejtex=0, 0.1, 1, 2, 10 a poka?dé Rasatdt
4 y 1| bin zavolejte — O max @ win
5 Solver
6 a 3 J=b+a*x Na zakladé zmény proménnych bunék:
7 skok 10 E 10.3:i—> min Tady se bude $B$4
8 realizovat o Ty
mezujici podminky:
9 skok v pocatku SU=ll
. $B$12 <= $D$12
10 omezeni $B%$4 = bindrni_gislo
11 X By
12 <=
13
14
1c

1.3.2 Po ¢astech linearni reprezentace

Dalsim typem kriterialni funkce je funkce po ¢astech linedrni. Konstrukci takového kriteria
ukazeme na piikladé. Mé&jme napi. kriterium podle obrazku

f(x)

0 4 10 15 T

Prvni usecka je na intervalu (0,4) a ma sklon 4, druha na (4, 10) se sklonem 1 a t¥eti na (10, 15)
se sklonem 3. Proménnou z vyjadiime jako soucet t¥i ¢lenu = = 61 + do + 03 tak, Ze plati

0 <4 délka 1. tseku
02 <6 délka 2. useku
0<d3<5 délka 3. useku
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w1:w2:0‘wlzlawgzo‘wlzwgzl

0<6; <4 01 =4 01 =4
do =0 0<62<6 dy =6
03 =0 03 =0 0<d3<5h

Tabulka 1.1: Po ¢astech linearni funkce

Funkei f (x) vyjadiime jako souin smérnic p¥imek na jednotlivych intervalech a definovanych
funkei 6;
f (33) =441 + 99 + 303.

Musime ale zajistit, aby se d; “zapinaly postupné” a aby nizsi §; drZely svou kone¢nou hodnotu
i za svym defini¢nim intervalem. Tedy, aby pii prichodu hodnot z od 0 do 15 bylo

| & 92 d3

r <4 z—0 0 0
x € (4,10) 4 x—4 0
x> 10 4 6 xz— 10

To zaruéi nasledujici podminky s dvéma novymi bindrnimi proménnymi w; a ws

dwy < 601 <4

6’(1)2 S (52 S 6’11)1 (1.3.1)
0< d3 <bBuwy
wi, Wy € {0, 1}

Dukaz, ze predpis plati je ukdzan v tabulce 1.1.

Posledni varianta w; = 0 a wy = 1 je nepfipustnd a podminka 6w, < § < 6w; — 6 < 0 ji
vylucuje.

Postup konstrukce:
Kriterium je tvofeno tfemi pfimkami danymi intervalem I; a smérnici s; (viz zadani), i = 1,2, 3.
Pro dané x chceme uréit hodnotu kriteria J = f(z).

Zavedeme stavové proménné:

e binarni w; € {0,1}, i=1,2a

e redlnou d; >0, i =1,2,3.
Ty budeme optimalizovat. (Proménna d oznacuje 4.)
Pomoci w (1.3.1) sestavime meze pro d a zaddme podminky:

dolni mez < d < horni mez
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w je binarni
xr = Z dl

Potom f (z) = >_ s;0; (x), kde s; jsou smérnice piimek z kriteria (viz zadani).
Poznamka

Stejnou konstrukci lze provést i pro vice intervali, pomoct podminek
ijj S (Sj S ijjfl,
kde L; je délka j-tého segmentu.

Excel: Pr12_lomCaral.xlsx (ru¢né zadané = a vypoctené J)

A B © D E F G H | 1

Po &astech linedrni funkce

Parametry Resitele

1
2
3 Nastavit cil:
4 def. lom. 4 6 5 délky Gsekd "
a:
5 &ry 4 1 3 smérnice na tsecich (Elkoy ®om
6 meze pro d Na zéklad& zmé&ny promé&nnych bunék:
7 w d levd prava $B38:$B$9;5ES8:5E510
8 wil 1 d1 4 4wl 4 4 4
9 w2 0 d2 2 w2 0 6| 6wl Un2 3 FZimnlyE

$C$19 = $C515

10 d3 0 0 0 of 5wz $B%8:$B49 = bindrni_islo

11 $ES8:$ES10 <= SI58:51510

12 Optimalizuje se "w" a "d". Pomoci "w" se vytvofi meze pro "d". Standardné& se "x" optimalizuje v programu SEROCHER10 >= SHEB:SHELD

13 Tady se zadava runé.

14 TADY SE ZADAVA X Podminky:

15 11l Podminka a) sumal(di) = x

16 Zada se x, pak se spusti Solver  x = suma(di) b) levd <=d <= pravé

17 a ono to spofte f(x) aby to poéitalo c) wje bindrni

18 to, co zaddme Mastavit promé&nné bez omezujicich ¢

19 co|sumaldi) I:l =X Vyberte metodu Fedenf: <

20 se

21 pi|4*d1 16 Metoda Fedeni

22 vypottu|1*d2 2 Madu[GRq N_an\inear vyberte pro hladk
El daje|3%d3 0 :I problémy Resitele a modul Evolutionary

24 1

25 J=suma ATADY JE VYSLEDNE J

26 Napovéda

27 T

Priklad

Navrhujeme vyrobu jednoho druhu vyrobku. Néaklady predpokladdme timérné poctu vyrobki
n = 0.8z, kde x je poCet vyrobenych vyrobku a zisk o¢ekiavame po ¢astech linearni funkci f (z)
x pro z € (0,10)
fx)=4¢2z-2 prox e (10,50) (1.3.2)
12 +35 proz € (50,100)

Kolik mame vyrabét, abychom doséhli maximalniho zisku?
Reseni
Jako stavové proménné zavedeme

w = [wi,wy] € {0,1} a § = [d1,02,d3] > 0.



KAPITOLA 1. CELOCISELNE PROGRAMOVANT 20

| a dseky u = [10, 40, 50] .

N|—

Pro lomenou ¢aru oznac¢ime smérnice s = [1, %,

Dale sestavime dolni a horni meze pro 0

U Wy 10w, Uuq 10
UWo = 40102 S 1) S UgW1 = 40101
0 0 U3Wsy 50ws

Kriterium bude déno rozdilem ,yynos“ - ,néklady*

J = 8151 + 5252 + 5353 —0.8d5+ 52 + 53 — max
—_—

vynos = lomen4 Céra z

naklady

Excel: Pr12_lomCara2.xlsx

A B C D E F G H Parametry Regitele

1 |Po éastech linearni kriterium - pfiklad

: 2 Navrhujeme vyrobu jednoho druhu vyrobku. Néklady budou umérné po&tu vyrobkd, T
3 |zisk bude po &astech lineérni funkci na intervalech

| 4 x(0,10) f=x; x (10, 50) f=(5/4)x-(5/2); x(50,100) f=(1/2)x+35 Na: ® Max O Min

| 5 Kolik mame vyrabé&t, abychom dosahli maximalniho zisku?

| 6 Na zékladé zmény proménnych bunék:

: 7 w d dL du smérnice s $B58:$B59;$CH8:5C510

| 8 1 10 10 10 [ 1 1.25 0.5] R

] 0 40 0 40 dseky u $B$8:$B$0 = binarni_islo

l10 bin 0 0 0 [ 10 40 50] $C$6:5C510 <= SESB:$ES10

| $C$8:5C$10 >= $D$8:3D$10
11 >=0

[12 |x= 50 di+d2+d3

|13 |f= 60 s1*d1+s2*d2+s3*d3

|14
15 k. nakd. koeficient

(a6

; 17 |krit. ) = L______zﬂi f=0.8" e Nastavit proménné bez omezujicich podm
i: Vyberte metodu fedeni: Simp
20 Metoda Fedeni
21 Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké ne
22 T problémy Resitele a modul Evolutionary pro

1.3.3 Aproximace nelinearnich funkci
Nelinearni funkci muzeme vhodné rozdélit na intervaly a na nich pouzit linedrni aproximace.
Pocet takovych intervalt je zavisly na nelinearni funkci a musi byt zvolen vhodné tak, aby platilo,

ze v intervalu je funkce linearni. Pokud plati toto pravidlo, lze pouzit techniku z pfedchoziho
odstavce.

Priklad
Budeme Fesit predchozi piiklad s tim, Ze vynos (1.3.2) bude déan spojitou kiivkou

f(x) = —0.008 (z — 100)* + 80
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Tuto kiivku budeme realizovat na intervalech délky 10 po ¢astech linedrné. Naklady budou opét
lezet na p¥imce 0.8x.

Reseni
Ptesné teSeni dostaneme, kdyz zisk zderivujeme a polozime rovny nule

d 2
- [—0.008 (z — 100)% + 80| — 0.8z = 0

—0.16 (x — 100) = 0.8
z — 100 = =50
xz =50

Regeni s aproximovanym ziskem je v Excelu Pr12 lomCara3.xlsx. Vysledek je stejny.

A B C D E F G LI Parametry Resitele

1 |Po éastech linearni kriterium - pfiklad (spojita ¢ara)
: 2 Navrhujeme vyrobu jednoho druhu vyrobku. Néklady budou umérné po&tu vyrobkd, A
3 |zisk bude dén funkci y = -0.008*(x-100)*2+80 a bude realizovén po &astech )
4 | linedrni funkci na intervalech délky 10. Na: @ Max O min
| 5 |Kolik méme vyrabét, abychom dosahli maximalniho zisku?
6 Na zéklad& zmé&ny promé&nnych bunék:
: 7 w d dL du smérnice s $B$8:$8516;5C58:$C517
| 8 1 10 10 10 1.52 - "
Omezujici podminky:
| g 1 10 10 10 1.36 $B$8:5B$16 = binarni_¢islo
10 1 10 10 10 1.2 $C$8:5C517 <= SES8:$E$17
11 1 10 10 10 1.04 $C$8:3C517 >= $D$8:5D$17
|12 0 10 0 10 0.88
[13 0 0 0 0 0.72
14 0 o] 0 o] 0.56
15 0 o] 0 o] 0.4]
16 0 o] 0 o] 0.24]
17 bin 0 0 0 0.08
| 18 =0 spoiteno mimo Nastavit proménné bez omezujicich po
19 Vyberte metodu Feeni: Sit
20 |x= 50 sum(di)
21 = 50 sum(di*si) Metoda resent
2 RPN ]
23 k. nakl. koeficient
24
25 |kiti= | 201 f-0.8x o
26
27 |Budeme vyrabé&t x = 50 vyrobkd s Eistym ziskem 20.
28

1.3.4 Soudin v kritériu

Binarni velié¢iny

Uvazujeme kriterium, ve kterém se vyskytuje vyraz x;xs - - - xx jako soucin k binarnich velicin.
Linearizaci provedeme takto: Zavedeme bindrni veli¢inu w € {0,1}, kterd se rovna soucinu
w =[], z;, a omezeni

kw

IN

>
w > Y xi—(k—1)
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A skutecné. Je-li > x; rovno 0,1,--- k — 1 (tedy kdy je alespon jeden ¢len x; = 0) je w =
[I;zi = 0. Pro }_x; = k (kdy v8echny z; jsou rovny jedné) je w =[], z; = 1. To je pfesné to,
co mé délat soudin x1zs - - - xk.

Priiklad
a) Proz =[0,0,1,0] je k =4, a)_ x; = 1. Podminky jsou
qw <1
w>1—(4-1)=-2
Tedy, w > —2 a w < 1/4. Z mo’nych hodnot {0, 1} vyhovuje pouze w = 0.
b) Pro (tfeba) z = [1,0,1,1] je k =4 a >_ x; = 3. Podminky
4w < 3
w>3—(4-1)=0
Tedy, w > 0 a w < 1/4. Z moznych hodnot {0, 1} vyhovuje opé&t pouze w = 0.
c)Prox=11,1,1,1] je k=4 a > x; = 4. Podminky
qw < 4

w>4-(4-1)=1

Tedy, w > 1 a w < 1. Z moznych hodnot {0,1} vyhovuje pouze w = 1.

Excel: Pr13_soucin1Bin.xlsx

A B C D E F G H J K L

1 Souéin binarnich veliéin

2

3 x [ 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1]

.
Parametry Resitele

5 w I:l = soutin(x)

6

7 Podm. -9| <= 0 kw <= sumal(x) Nastavit cl: s

8 0| »= 0 w >= suma(x)-(k-1) Na: ® Max O Min

9

10 |1 = 1- )))))) 6 ! tady je jedno, co se da Na zékladé zmény proménnych bunék:

11 $B$3

L2 Omezujici podminky:

15 $B$5 = bindrni_tislo

14 $BS7 <= $D$7

15 $B%8 >= $D%$8

1A

Binarni veli¢iny a jedna spojita
Tento piipad ukazeme na piikladé tii binarnich a jedné spojité nebo diskrétni veliciny.

Méame x4, x3, 3 - binarni veli¢iny, y € (0, u) spojitou (diskrétni) veli¢inu s maximalni hodnotou
u).
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Zavedeme w = x1 - T3 - x3 - Y, kde w je nyni spojita veli¢ina a dale podminky

w<ur;, j=1,2,3
w >0

w <y

wZu(infi%)er

Poznamka

1. Obecné miZe byt v soucinu k bindrnich proménnich. Potom posledni podminka bude

wzu(infk)er

2. Pokud by nékterd bindrni proménnd byla umocnénd, lze mocninu vynechat, protoZe plati
* =2 pro x € {0,1}.
Analyza tlohy

Déle budeme uvazovat soucin binarni veli¢iny z€ {0,1} a realné veli¢iny y € (0,u) . Kriterium
bude J = zy. Opét zavedeme w = zy a podminky

Pro z = 0 bude
w<0, w>0, wy, w>—-u+y

kde prvni dvé podminky definuji w = 0 a druhé dvé jsou automatiky splnény.

Pro x =1 bude
w<u, w>0, wly, w>y

kde tfeti a ¢tvrta podminka ddva w = 1 a prvni dvé jsou splnény.
NEBO

Pro y binarni bude
w20, w<z, w<y, w>zr+ty-—1

po prozkoumani zjistime, Ze skutecné je w = xy.

Priklad programu je v Excelu



KAPITOLA 1. CELOCISELNE PROGRAMOVANT 24

A | B | ¢ D E £ & Parametry Resitele

1 Souéin tfi bindrnich a jedné spojité veliginy
2
3 Ix 1 1 1 Nastavit cil:
gy <=u 10 Na: (@ Max ) min
5
6 w = x1*x2*x3*y Na zakladé zmény proménnych bungk:
7 4856
8 |Podminky . Omezujici podminky:
9 5| <= 0 w-u'xl $849:5B%11 <= $D30:4D511
10 -5| <= 0 w-u*x2 $B$13 <= $D$13
11 5| <= 0 w-u*x3 48§15 >= $0415
12
14
5 [ o= [ wuemay
16
|,
17 1= | 5
%‘ ! Nastavit promé&nné bez omezujicich p:
19 Vyberte metodu Feeni: s

1.3.5 Modelovani minimaxu v kriteriu

Mame k pracovnich tymu pracujicich na riznych tkolech. Chceme navrhnout podminky prace
tak, aby prace v8ech tymu byla skoncena co nejdiive, pficemz kazdy tym musi ukonc¢it vSechny
své tkoly. Hleddme tedy minimum pro nejdelsi dobu plnéni tikoli - coz je tiloha minimaxu.

Modelujeme takto:

p1(x), p2(x), -+, pk (z) jsou doby trvani prace jednotlivych tymu (v zavislosti na optimalizo-
vané veli¢ing x).

Definujeme novou proménnou ¢ (trvani nejdelsi prace) a zavedeme podminky

<
p2 <
P < q

a jako kriterium vezmeme
J = q — min
Proménnou ¢ zadame jako proménnou modelu (tj. jako hledané fegeni).

Excel: Pr14 _minimax1.xlsx (ru¢ni nastaveni hodnot a vypocet soucinu)

A B C D E F G H I} Parametry Resitele

1 Minimax
| 2 dje nejdelii doba potiebna k vykonani prace pro jednotlivé tymy. Chceme najit T
I3 nejkrarlg_' dobu, za kterou budou viechny tymy hotové. i
| 4 Na: ) Max @ Min
| 5 d | 5 8 3 6 4| doba trvani prace
I . ., . 2 Na zakladé zmény proménnych bunék:
| 6 jednotlivych tymd UL B

$C$10

| 7
| 8 o>d | 3 0 ] 2 4| >= | Ol Omezujici podminky:
19 $C$8:5G$8 >= 0

10 =g 8
|12 to je ménénd burika
: 12 a zarovefi kriterium

13
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Pyiklad

Méme t¥i prcovni tymy po péti lidech. 1 = [z1, 22 - - @5], , @2 [T1, 22 - @5]y, 3 [T1, 22 - T5]5,
ze kterych vybirdme max 3-¢lenné tymy na tklid t¥i objektu. Kazdy c¢lovék ma svij vykon
v (prace/hod), hodinovy plat p (plat/hod) a Casové omezeni o (omezeni na z). Tymy pracuji
paralelné. Jak mame tymy sestavit, aby celkova prace byla ukoncena co nejdiive?

Reseni

Zavedeme stavové vektory:
o 7; = [v1,72,73,24,75]; € Ry, i =1,2,3 - poet odpracovanych hodin osobou j z tymu i a
® ¥ = [Y1,Y2,¥3,Y4,Y5); € {0,1}, i =1,2,3 - indikator ucasti osoby j z tymu 7 na praci.

Zavedeme je jako matice s prvky z;; a y;;.

Pokud ¢lovék j z tymu ¢ nebude vybréan na préaci, bude jeho x;; = 0 a to bude indikovano pomoci
yi; = 0. Jinak bude jeho x;; > 0 a y;; = 1. Tato vazba se zajisti podminkou

i < My,
kde tfeba M = 1000.
Omezeni jednotlivych lidi na ¢as bude dano
Tij < 045
kde o je matice omezeni ze zadani.

Vybér lidi do tymi ¢ = 1,2, 3 se provede podminkou

>y <3,i=1,23
J

Vykonana prace v tymech bude
Z TijPrij = POZ;
J
kde pr; prace ¢lovéka ij a poz; je prace pozadovana od tymu ¢. Vykonand prace musi byt alespon
rovna pozadované.

Cas, ktery tym 7 potfebuje na splnéni tkolu je d;

di =Y wy, i=1,23.
J

Celkova doba J se bude rovnat minimalni hodnoté ¢ pro kterou plati
q=> d’ia 1= 172a3

a tedy kriterium bude
J = ¢ — min

Excel: Pr14 _minimax2.xlsx.
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A
Minimax

C G K M

o]
Méme tfi pétice lidi x1,x2,x3, ze kterych vybirdme max 3-&lenné tymy na (klid tfi objektd.

KaZdy €lovék mé svij wykon (prace/hod), hodinovy plat (plat/hod) a &asové omezeni (omezeni na x).
Tymy pracuji paralelné. Jak mame tymy sestavit, aby celkovd prace byla ukonéena co nejdfive?

N Parametry Regitele
Nastavit cil: JsCs28)
Na: ) Max @ Min

hodin omezenina x Na zékladé zmény proménnych bunék:
x1 0 1.625 0 2 3l P1 3 2 5 2 3[o1 $C§7:6GH9;5C428;$CH12:6GH14
x2 0 1 1.8 4 ol <= 2 1 3 4 3|o2 O iy
x3 0 1 0 2 2 d 2 L 2 EIES $1512:51514 == $L512:5L514
$G$28:5K$30 <=0
y indikator lidi v tymech vykonand prace poZadoyand prace :f:g&g?;?g;gﬁﬁs
0 1 0 1 1 prl 52 P2 52 $C$7:5G$9 <= $IS7:5M$9
0 1 1 1 0 pri 40| »= 49 $E$23:$E$25 <= $G$23:$G525
0 1 0 1 1 prl 38 38
plat/hod prace/hod
pl 12 18 8 20 15 vl 5 8 3 9 7
p2 10 22 18 16 10 vi 4 12 5 7 2 Nastavit proménné bez omezujicich pc
p3 12 13 22 16 19 vl 5 5 9 6 7 Vyberte metodu feSeni: Sit
Metoda Fedeni
P P L ar e Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladke
trvani prace tymu a<d suma(y) <=3 kolik lidi v tymu problémy Reitele a modul Evolutionary |
d 6.625 -0.175| PS5 0 3 P3 3
6.8 0] <= 0 3| == 8
6 -0.8 0 3f <= 3 Népovéda
d = suma(xi)
indikator nenuly x x <= 1000*y Eel2.7PG FITSP ¢
=q [ 68 0 -998.4 0 -998 -997| P4 5 ETSP_g
to je ménéné buitka 0 999 9982 996 ol <= [ £ Tspf
. L vysl.
a zaroven kriterium 0 999 0 998 997 )7 small2.jpe o UvPrei
Y Ang &l P ri



Kapitola 2

Modely celociselného programovani

2.1 Problém batohu

(Knapsack problem)

Jedna se o tlohu z t¥idy investi¢niho rozhodovéani.

Priklad

Jedeme na vylet stopem a balime si s sebou véci do batohu. Objem (nosnost) batohu je omezeny
hodnotou M. Jednotlivé véci maji sviij objem (vahu) m; a dileZitost d; a celkem jich je n, tedy
i = 1,2,---,n. Chceme s sebou vzit co nejvice dulezitych véci tak, aby nebyla piekrocena
kapacita batohu.

Reseni
Jako stavovy vektor zvolime x = [x1, 22, -+ ,x,]€ {0, 1}, jehoZ prvky budou indikovat vybrané
véci.
Kritérium
J = Z d;xr; = max
i=1

Omezeni .

Z m;x; < M

i=1

x; € {0, 1}, Vi
LIPS: Podminky zadame do programu LIPS ( ) nebo pro vice véci najednou (
Excel:

27
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1

Uloh ) 0 batohu
2 Nastavit cil:
3 Jedeme na vylet a chystame si s sebou véci do batohu. Jednotlivé véci maji urity objem a také
4 svoji uZitetnost. Batoh ma omezeny obsah. Které véci mame vzit, abychom maximalizovali celkovy Na: (@ Max ) min
5 uiitek? . o ;
6 Varianty: a) kazda véc jen jednou, b) kazdou véc dvakrét, c) kazda véc ma své opakovani. Tl = S e A (=
- $B$11:$I511
8 véc 1 2 3 4 5 6 7 8 akt. objem  max. objem Omezujic podminky:
9 objem| 3 5 2 8 6 7 3 4 [ 26l «= [ 29 SES1L$I511 <= 881361513
10 uiitek 5 8 5 10 8§ 12 7 6 $B511:51511 = celé islo

. $K$9 <= $M$9

11 x 1 0 1 0 0 2 1 1| int J= 47,
12 kriterium
Bopak| 3 2 1 4 2 2 1 3
14
15 a), b), c) se da nastavit pomoci proménné "opak"
16

2.2 Vybér projektu

(Project Selection)

Zakladni ulohou celociselného programovani je vybér projekti z nékolika nabizenych tak, aby
byly splnény dodate¢né podminky. Vybér se provadi celo¢iselnou proménnou, kde 1 znamena
vybrat a 0 odmitnout.

Formulace tlohy:
Mame moznost investic do nékolika projektu. Z kazdé investice mame ocekavany zisk a kazda
vyZzaduje urcité zdroje (pracovni sily, suroviny atd.), které jsou omezené. Investici bud reali-

zujeme nebo ne. Jak vybrat investice aby pfinesly maximalni zisk a nebyl pfekroc¢en omezeny
zdroj financi?

Zapis ulohy je nasledujici:
c'r — max
ar <b
xz € {0,1}
kde: ¢ = [c1, €2, + - - ¢ jsou oCekavané vynosy projektd, a = [a1,as, - - - a,] jsou naklady spojené s

realizaci projekti, b je omezeni na finance, které jsou k dispozici a x = [z1, 22, - - - ] je binarni
proménna, jejiz slozky indikuji vybrany projekt.

Piiklad
K dispozici jsou 4 akce 1, 2, 3, 4. Z kazdé plyne o¢ekévany vynos

c=[8,11,6,4]
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a pozaduje uréitou investici

Reseni

a=1[5,7,4,3]

K dispozici je b = 14tis. korun. Akci bud vybereme nebo odmitneme. Jak akce vybrat, abychom
doséhli maximalni (i) vynos, (ii) zisk?

29

Zavedeme bindrni proménnou z;. Déle ozna¢ime c; - vynosy investice j, b; - omezeni na zdroje,
a; - jsou pozadavky investice j na zdroj financi.

Excel: Ulla_vyberAkce.xlsx

A B C D E F

G H | J K L

Parametry Resitele

1 Vybér investi¢nich akci

2 Kdispozici jsou 4 akce 1, 2, 3, 4. Z kazdé plyne oekavany vynos "c Nastavit ci:

3 | a pozaduje urCitou investici "a". K dispozici je "b" korun. Akci bud’

4 vybereme nebo odmitneme. Jak akce vybrat, abychom dosahli maximalni Ma: @ Max ) Min

5 (i) vynos, (ii)zisk?

5 Na zakladé zmény proménnych bungk:

7 x Regeni $A$8:4D58

& 1 1 0 0] bindrni Omezyjici podminky:

s krit. 1 krit. 2 $A88:$D$8 = binarni_dislo

10 c J1 = sum(cx) J2=sum((c-a)x) $HS14 <= §1514

11 8 11 6 4] wnosy 19 .

12

13 a Ax b

14 5 7 4 3| investice 12] <=

15 omezeni na investice

16 Vysledky

L kr!t L 0 L ! L max!malnl V.ynos Nastavit proménné bez omezujicich pod
18  krit 2: 1 1 0 0 maximalni zisk

19 Vyberte metodu Feseni: Sim

Dalsi rozsiteni piikladu jsou:
Ul1lb vyberAkce.xlsx - pfidani podminky ,nejvyse 2 akce”,
Ullc vyberAkce.xlsx - pfidani podminky ,.jestlize akce jedna pak i akce 4”

Ul1ld vyberAkce.xlsx - pfidani podminky ,bud 1 a 2 nebo 3 a 4”

2.3 Vybér projektu s nékolika zdroji.

Cilem je rozhodnout o ur¢itém mnozstvi investi¢nich akci. Akce se bud podpofi cela, nebo se
nepodpoii viibec. Akcim piifadime stavovy vektor

=[x, T2, , Tp|, z; €{0,1} Vj=1,2,---,n

tak, Ze x; = 1 znamend podporu akce i, ; = 0 znamen4, Ze akce j nebude podpofena.

Zisk plynouci z jednotlivych akei oznacime ¢;, j =1,2,--- ,n. Akce vyzaduji m raznych zdroju
(finance, lidské sily, suroviny atd.). Naklady na i-ty zdroj pro akci j oznalime a; ; a mnozstvi
jednotlivych zdrojua, které jsou k dispozici b; (omezeni jsou psany pro jednotlivé zdroje).

Zapis standardni dlohy je nasledujici:

n

E CjT; — Max
Jj=1
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Zam‘xj <b;, zj€{0,1},i=1,2,---,m

Jj=1

Excel: Ul3a_investice.xIsx

1

A B C D E F
Investicni rozhodovani

G

5 zdrojt a 8 akei

H

2

T‘a - pozadavky na i-ty zdroj pro akci j
4 5 9 7 6 4 8 4 8
5 6 4 3 8 4 5 4 2
6 8 7 9 5 7 5 7 5
7 5 6 4 9 8 5 6 4
8 6 4 8 7 3 4 5 6
9
10 |c - vynos akce j
11 16 14 11 17 16 12 14 14|
12
13 |x - rozhodnuti: 1 podporit, 2 nepodpofit
14 o 1o 1 1 o o 0
15
16

Modifikace zékladni tlohy:

2.4 Ulohy o mnoZinach

K I_LI M N Parametry Resitele

Wlnce k dispozici tastaut ¢l
19 31 Na: @ Max O Min
16 26
19 <= 22 Na zéklad& zmé&ny promé&nnych bunék:
23 34 $A$14:5H514
14 14 Omezujici podminky:

$A%14:5H%14 = binarni_gislo
$154:5158 <= $L54:5158

Kritérium

e Modelovani zavislosti projekti - realizace projektu 7 je zavisla na realizaci projektu j. Lze

modelovat jako

e Vybér nejvyse jednoho ze skupiny

Tj = X

1 +ro+ax3+14 <1

Existuje m pozadavki R; a n aktivit A; takovych, Ze v celkovém sjednoceni pokryvaji viechny
pozadavky, nikoliv ale jednotlivé. Cilem je najit takovou podmnozinu aktivit, kterd ve sjednoceni
pokryje vSechny pozadavky a minimalizuje urcité kriterium (nap¥. naklady na vyuZité aktivity).

Existuji 3 varianty tohoto problému: (1) Set covering, (2) Set partitioning a (3) Set packing.
Jejich formulace jsou nasledujici (lisi se v nerovnitku podminek):

1. Covering

2. Partitioning

'z — min

Az >1
xz e (0,1)

¢z — min

Az =1
xz € (0,1)
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3. Packing
cr — max

Ax <1
xz € (0,1)

2.4.1 Pozarni stanice (set covering)
Formulace tilohy

Uvazujme mésto, které se sklada z nékolika oblasti. Napf. podle obrazku

Kazdé oblasti je pfifazeno ¢islo. Ve mésté chceme vybudovat pozarni stanice. Jedna stanice je
schopna pokryt oblast, ve které je postavena a vSechny sousedni oblasti (tj. takové, co sousedi
hranou). Jak postavit stanice, aby jich bylo co nejménég?

Reseni
Oblastem pfifadime binarni proménné i, za, ---, 7. Tyto proménné budou mit hodnotu 1,
kdyz stanice bude, jinak 0.
Kriterium

J = Z T; — min

i

— minimalni pocet postavenych stanic.
Omezeni

Nejdiive si ke kazdé oblasti vypiseme jeji sousedy (véetné ji samé). V prvém sloupci uvedeme
oblast a vpravo jeji sousedy. Tedy k oblasti 1 patfi sama oblast 1 a jeji sousedi pfes hranu, tj.
oblasti 2 a 3.
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12,3
2.1,3,4,6,7

1] |
[2] |
13 ] |
(4] 4235 |
15 ] |
6] |
7] |

Formulace tlohy bude:
Stav bude vektor z € {0,1} jehoz slozky budou indikovat ¢isla oblasti, kde postavime stanice.

Kriterium

J:in—nnin
i

Omezeni (aby byla pokryta oblast 1, musi byt v ni nebo v nékterém sousedovi alespon jedna
stanice; a stejné i u dalgich)

T1+x2+w3 21
1 t+ro+x3+T4+a6+ 727 >1
Ty + T2 t+x3+T4 21
To+ T3+ T4+ 25 >1
Tyt o5+ we 21
ra+ x5+ a6+ a7 2> 1

To+x6+2x7>1

x1---x7 € {0,1}

Realizace tlohy je néasledujici:

Zavedeme matici A tak, ze fadky budou reprezentovat oblasti a v kazdém fadku budou jednic-
kami vyznaceny sousedi; zbytek budou nuly. Pro n&s priklad tedy bude

b

I
OO OO ===
== O R ==
[ i i SR W Y
O =~ OOO
== =0 OO
= =0 oo ~=O

O OO ==

Matice A je
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pokryté oblasti
oblasti

Pak uloha bude mit tvar, zminény na zacatku
J = Z T; — min
Az >1
x € {0,1}

Excel: Ul5a_pozStanice.xlsx

A B C D E F G H Parametry Resitele

1 |Pokryti oblasti poZarnimi stanicemi
2 Nastavit cil:
3 x Kriterium
q 0 1 0 1 0 0 0 L 2! Na: O max @ Min
5 1 2 3 4 5 6 7
Na zéklad& zmé&ny promé&nnych bunék:
6 | Omezeni
= $A$4:5G54
8 1 1 1 0 0 0 0 1 Omezyjici podminky:
9 1 1 1 1 0 1 1 2 $A$4:5G$4 = binarni_&islo
10 1 1 1 1 0 0 0 2 $I5:51614 >=1
11 0 1 1 1 1 0 0 2
12 0 0 0 1 1 1 0 1
13 0 1 0 0 1 1 1 1
14 0 1 0 0 0 1 1 1
15
16 |Celkem 7 oblasti. Radek odpovida oblasti, jednitky v fadku jsou oblasti pokryté stanici v této oblasti.
17 |Pravy sloupec je sou€et souéinll Ax, tj. pro danou konfiguraci x kolikrat je kterd oblast pokryta. T R LR
18 Tady se vybraly 2 stanice: v oblasti 2 a 1. Pokryty jsou viechny oblasti, 2-4 dokonce dvakrét.
19 Vyberte metodu FeSeni: Simpl
20 Matnda Fadani

2.4.2 Kucharka a recepty (set packing)
Formulace tilohy

Cekéme narychlo ohlasenou navstévu a cheeme ji pohostit. Ve spizi mame 7 ingredienci do jidla
a dal8i uz nestac¢ime poridit. Nevime ale, jaké chuté navstéva ma, a proto chceme pfipravit co
nejvétsi pocet jidel. Mame kuchaiku a z ni jsme vybrali jidla, kterd obsahuji ty ingredience,
které mame k dispozici. Ingredience ale nelze délit; kazdou lze pouzit jen jednou. Ktera jidla
pripravime?

Reseni
Ingredience ocislujeme 1,2,--- |7 a vybrana jidla oznac¢ime pismeny. V tabulce sefadime jidla a
vedle piSeme ingredience které potiebuji

jidlo ingredience

A 1,2
B 1

C 2,5,6
D 3,7
E 2,7
F 3,5
G 4,5,6
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Podobné jako u pozéarnich stanic zavedeme matici A. Kazdému jidlu bude odpovidat jeden

sloupec a v ném budou jednic¢kou oznaceny potiebné ingredience.

jidla
ingredience
1 1.0 0 0 0 O
1 01 01 00
0 001 0 10
A=]10 0 0 0 0 0 1
0 1 1.0 0 11
0 01 0 0 01
0 001 1 0O
Uloha potom bude
J = E T; — max
Az <1
xz €{0,1}
Program: U15b  recepty.xlsx
Reseni: A, C, D.
1 Recepty s ingrediencemi tiida: set packing
2
3 x Kriterium NEIETIEL
4 1 0 0 1 0 0 1 31
5 A B c D e F s T e Oz © v
6 Omezeni Na zakladé zmény proménnych bunék:
7 A $AS4:5G54
8 1 1 0 0 0 0 o 1 1
9 1 o] 1 0 1 0 0 2 1 Omezujici podminky:
10 0 0 0 1 0 1 0 3 1 $A$4:5G$4 = binarni_gislo
11 0 0 0 0 0 0 1| a 1 $Is8:$1514 <= 1
12 0 0 1 0 0 1 1| s 1
13 0 0 1 0 0 0 1| s 1
14 0 0 0 1 1 0 o] 7 1
15 A B C D E F
16

17 Ve sloupcich jsou jednotliva jidla vybrana z kucharky.

18 |V nich 1 oznatuji ingredience (co fadek, to jedna ingredience).

19 Musi platit, Ze jedna ingredience neni pouZita dvakrat,
20 tedz éro i!_aid\," wybér jidel musi byt souéty v fadcich <= 1.

21
22 lidla A,B,C, ...

23 Ingredience 1,2,3, ...

24

2.4.3 Vybér leteckych tras (set partitioning)

Formulace tilohy

Nastavit proménné bez omezujicich p
Vyberte metodu feseni: g

Metoda Feseni

Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladke
nrohlémy Reditele a madul Fuolutionary

Letecka doprava zajistuje spojeni mezi vybranymi mésty. Tyto spoje nazveme etapy letu. Jeden
let (s jednou posadkou letadla) leti po ur¢ité trase sestavené z jedné nebo nékolika etap (pokud
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se mezi né vejde povinny odpocinek posadky a tudrzba letadla). Tak napiiklad let 10.00 z New
Yorku do Chicaga a let 18.00 z Chicaga do Los Angeles je pfikladem takovych etap, které mohou
tvofit jednu trasu, kterou absolvuje jedno letadlo s jednou posddkou. Kazda trasa ma urcitou
cenu (podle délky, obtiZznosti, pfipadné prostoji).

Cilem je ze v8ech moZnych (pfedem sestavenych) tras vybrat ty, které budeme realizovat tak,
aby

1. zadn4 etapa neztstala neobsazena,
2. néaklady na realizaci vybranych tras byly minimalni.
Nejdrive sestavime matici a, kterd bude svymi sloupci odpovidat jednotlivym trasam. V fadcich

budou vSechny etapy. Sloupce matice a budou mit jednicky v fadcich téch etap, které budou
trasou realizovany.

Oznacime

x; € {0,1} indikuje, zda trasa j bude realizovana (tj. obsazena posadkou),
¢; je cena za pronajati posadky na trase j (realizaci trasy j),

a; ; € {0,1} oznacuje (jednickou), ze etapa i je zafazena do trasy j

Uloha je formulovana takto

n
E Cix; — min
Jj=1

n

Zamx]’ :1, i=1,2,-~- ,m
7j=1

z; €{0,1}, j=1,2,--- ,n

kde kriterium vyjadiuje minimalizaci nakladi, a prvni podminka vyjadiuje skuteénost, ze kazda
etapa ma pravé jednu posadku.

Poznamka

Jestlize pripustime, Ze élenové nékteré posidky mohou urcitou trasu letét jako pasaZéii (prevdzi
se na misto svého letu na dalsi etapé), bude mit tato podminka tvar

n
Zamxj > 1, Vi
j=1

Priklad

Uvazujeme 4 mésta: A, B, C, D a lety mezi témito mésty podle nésledujiciho obrazku
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Jednotlivé sipky na obrazku znaci etapy. Jde o to, jak z nich sestavit trasy (obsazené posadkou)
tak, aby prondjem posadek by minimélni a vSechny etapy byly obslouzeny. Trasy jsou pifedem
definovany bud jako samostatné lety nebo jsou sestaveny z navazujicich etap. V nagem piikladé
jsou: T1: 1,6; T2: 1,4,7; T3:3,5,6; T4:3,7. Trasy zapiSeme je do sloupci matice A (nejdfive
samostatné etapy, potom navrzené trasy)

1.0 00000110 0]
01.000O0O0OO0OO0OOO@O
001 00 O0O0OO0OO0OT11
A=]10 0 0 1 0 0 0 0O 1 0 O
00001O0O0O0O0T1TO0
0 000O01O0T1O0T1OP0
0000001010 1]

Radky a sloupce matice A jsou sestaveny takto

trasy
etapy

Ceny posadek (tras) vezmeme piiblizné rovny poctu etap v piislusné trase a trochu pfihodime
na samostatné lety, protoze tam musi posidka dojet z domova. Ceny tedy budou

¢ =15, 12, 16, 14, 18, 12, 16, 22, 25, 27, 26]

Stavovy vektor bude mit 12 prvki (jako je tras), které budou bud 0 nebo 1 - trasu nerealizujeme
nebo ano.

Uloha mé tvar

n
J = chacj — min

j=1
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En: ijj =1
Jj=1

zj € {07 1}

Regenf nai dlohy je

z=1[0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,1, 0]

tedy budou realizovany lety (podle matice A)

trasa 1 | etapa 2
trasa 2 | etapa 1, etapa 4, etapa7
trasa 3 | etapa 3, etapa 5, etapa6

37

Tedy, vSechny etapy jsou obsazeny, poleti 3 posadky a doufejme, Ze cena za posiddky je minimélni.

Excel: Ul5c_ letadla.xlsx

A B C D E F G H 1
Sestavovani leteckych tras z etap

x

q

27

26]

A ir.1 ir. 2 ir.3 ir.4 ir.5 ir. 6 ir. 7 ir. 8 ir.9

tr. 10

tr. 11

10 |et. 1
11 |et.2
12 |et. 3
13 et.4
14 et.5
15 |et.6
16 et. 7

cocoocoow
cooooro
cococoroo
cocowrooo
crooocoo
moooooo
ocroooow

o oRraoR

O r P OROooo

Hooom oo

19 trasy jsou ve sloupcich, etapy v fédcich
20 jednitky ve sloupcich oznacuji etapy, které potenidlné mohou tvofit trasu
21 Cilem je najit trasy, které pokryji viechny etapy a vyjdou nejlevnéji.

22

23

24 kriterium suma(c.x) -> min
26

27

28

29

30

31

B e e e e

omezeni suma_j(A_ij*x_j)=1

Parametry Regitele

5525}
® Min

Nastavit cil:

Na: O Max

Na zékladé zmény proménnych bunék:

$B54:5L54

Omezujici podminky:

$H$25:6HS31 = 1
$B$4:5L%4 = bindrni_gislo

Nastavit proménné bez omezujicich poi
Vyberte metodu fedeni: Sin

Metoda Fedeni

Modul GRG Monlinear vyberte pro hladke |
problémy Resitele a modul Evolutionary p
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2.5 Problém rezani

(Cutting Stock)

2.5.1 Rezani ty¢i
Priklad

Mame tyce dlouhé 7.4 m a chceme z nich nafezat kusy dlouhé 150, 210 a 290 cm. Jednotlivé délky
potiebujeme v mnozstvi 1000 ks. Jak mame postupovat, kdyz chceme mit minimélni odpad?
Reseni

Nejprve stanovime tzv. fezné plany

Délka Plan fezani
1 2 3 4 5 6
290 1 2 - 1 - 1
210 - - 2 2 1 1
150 3 1 2 - 3 1
Odpad | 0O 10 20 30 80 90

Optimalizovany stav je © = [z - ~x6]' (int), kde z; jsou mnozstvi fezani podle jednotlivych
plana.

Kriterium
J = 10%2 + 20.%3 + 301’4 + 80%5 + 90%6 — min
Omezeni
xr1 + QCEQ + T4+ X6 = 1000

2x9 + 224 + x5 + x6 = 1000
3x1 + x9 + 223 + 325 + x5 = 1000.

Oznagime-li odpad jako
c =0, 10, 20, 30, 80, 90]'

a zavedeme matici A

1 2 01 01
A=(0 0 2 2 1 1
31 2 0 31

pak tloha mé tvar
J =z — min

Az = 1000

x > 0-int



KAPITOLA 2. MODELY CELOCISELNEHO PROGRAMOVANTI

Poznamka

Pokud zadame omezeni Ax > 1000, pak pfipustime Fezdni do zdsoby.

Excel: U17a_rezaniTyci.xlsx

A B C D E F G H 1 i) K L M N o
1 Optimalni Fezani tyci
2
3 x- pofet fezani podle jednotlivych Feznych pland
4 [ 200 100 0 500 0 0]

E

6 délky a-fezné plany ax b - poadovany potet

7 230 1 2 o 1 o 1| 1000 1000

8 210| 0 o 2 2 1 1| 1000 = 1000]

9 150| 3 1 2 0 3 1| 1000 1000

10

11 |odpad | 0 10 20 30 80 90| nebo >= ... fezani do zasoby

12

13 Kriterium

1 { 15000)

15

:
17

13

13 Nastavit cil: iz
20

= Na: () Max @ Min () Hodnota: o

Na zékladé zmény proménnych bunék:

25 $B$415G$4 Fra
26

27 Omezujici podminky:

28 $BS4:5G54 = celé_gislo Pidat

29 $H$7:5H$9 = $1$7:61$9 =

2.5.2 Rezani papiru

Priklad

39

Papir se pii vyrobé bali do roli o vysce W. Pro dalsi prodej se feze na pasy o stejné délce jako
mayji role o pfedepsanych sitkach wy,wo, - -+ , w,,. Jednotlivi odbératelé si predepisuji pocet roli

b; o 8ifce w;, i =1,2---m. Jak role fezat, aby byl co nejmensi odpad?

Reste pro W = 96, w = [24, 35] a b = [50, 65] .

Reseni

Poznamka: Uloha je stejnd jako pro tyce. Uiiznuty kus role dilky w; odpovidd uiiznutému kusu

tyce. Plocha to toho vlastné nevstupuge.

Nejprve zvolime fezné plany a zbytky po fezani Z;

PlanP |1 2 3
24cm |4 2 1
3%cm |0 1 2

Zbytek Z | 0 13 2

odkud
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Poznamka: Pliny musime vybrat sami. Zbytky po Tezdani podle planu j pak mohou byt pocitany
takto
Zj =W — Z A”wl

(2

Zavedeme stav x = [x1, ¥, x3] celoCiselné, kde x; je pocet fezani podle planu P;.

Kriterium je minimalni odpad
J = ijZj — min

j
Omezeni
ZAijil?j > b
J
x > 0-int.

Excel: U17b_rezaniPapirul.xlsx

A I%I cl D E F & H B ;2 metry Resitele
1 Optimalni Fezani papiru - role
2
3 - potet fezdni podle jednatlivjch feznych pland Nastavit cil:
4 5 0 33
5 Na: ) Max @ Min
6 délky a-feznéplany ax b - poiadovany pocet
7 290 4 2 1 33 Ma zakladé zmény proménnych bunék:
g 210 0 1 2] 66 = 65|
9 $B$4:5D$4

»= ... fezdni ]

i: odpad 0 13 2| nebo fezdni do zdsoby B el

S— $B%54:5D%4 = celé_dislo
i; Krlterlulpﬂ"’ga $ES7:SESE >= $G$7:5G38

:I haasaaad

14
15

2.5.3 Rezani v plose

Podobné lze Fesit i dvourozmérnou tlohu - vykrajovani obdélnika z ploch vyrobeného papiru.

Priklad

Vyrabéné papirové obdélniky maji rozmér 50x90 cm. Mame z nich vyfiznout b =50 obdélnika
o rozmérech 20x45 cm? a by =20 obdélnika 30x70 cm?.

Plany, které pfichazi v avahu jsou na obrazku

Plén 1 Plan 2 Plan 3
20 20 20 20 10 45 45 70 20
20
| 30
45 : 45
| 20
| 20!
5 ! 10! j | )

Déale miizeme uvazovat dva druhy kriteria. U prvniho budeme standardné pocitat odpad po
fezéani, u druhého celkovou délku Fezu (v pfipadé, kdy fezani je drahé). Dostavame tak tabulku
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Plén P 1 2 3
20x45 4 4 1
30x70 0 0 1
Zbytek Z 900 900 1500
Délka fezu D | 260 220 135

Kriterium 1 - zbytek

Protoze prvni a druhy pldn ma stejné vysledky, dostavame jen dva plany P, a Ps;. Tedy stav
bude
x = [x1, 22] - int.

a kriterium bude

2
J = ZZixi — min

i=1
Omezeni

4 1
kdeA:[O 1}

Kriterium 2 - Tezy

Tady se uplatni vSechny tii plany, a tedy

T = [zla $2,$C3]

kriterium 5
J = Z D;x; — min

i=1

Omezeni
Az >b
4 4 1

kde A = [ 00 1 }
Poznamka

Protoze pldn 1 a 2 maji stejny pocet vyslednijch obdélniki a plin 1 md delsi Tez, stacilo by
wvazovat jen plany 2 a 3.

Excel:

2.6 Problém obchodniho cestujiciho

(Travelling Salesman Problem — TSP)
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2.6.1 Asymetricky TSP

Obecna formulace dlohy

Uvazujeme n mést spojenych navzajem cestami. Kazdou cestu uvazujeme jako jednosmeérnou,
obousmérné jsou dvé jednosmérky tam a zpét. Kazda z jednosmérek ma svou délku (obecné se
délka cesty tam nerovna délce zpét). Cilem je najit cestu, kterou méa projit obchodni cestujici
tak, aby kazdé mésto navstivil pravé jednou a vratil se do stejného mésta, ze kterého vysel. Cela
cesta mé byt nejkratsi mozné.

Priiklad

Ulohu budeme demonstrovat pro 5 mést.

¢ij > 0 znaci délky cest (obecné ¢;; # cji),
zi; € {0,1} znamend x;; = 1 cestujici pujde z mésta ¢ do mésta j; x;; = 0 neptjde.
Stavova matice x bude

x = [x;;], ¢ z mésta, j do mésta

s matici vzdalenosti mezi mésty

M 5 1 8 4
2 M 9 1 1
e=|1 8 M 7 6 |,
4 9 6 M 1
3 1 6 5 M

kde M znamené, 7ze dana draha neexistuje a tedy ji nebudeme v matici = pocitat. Stejné dobfe,
ale s jednodussi realizaci muzeme danou vzdalenost zadat jako nekonefno (v praxi - velkeé ¢islo).
Potom z bude cel&d matice, v€etné diagondly, ta ale nikdy nebude vybrana, protoze cesta je tam
piilis dlouha (tzv. metoda s penalizaci).



KAPITOLA 2. MODELY CELOCISELNEHO PROGRAMOVANTI 43

Reseni
Pro nejkratsi cestu musi platit:

Kriterium
J = Zcijxij — min
i
Omezeni 1: ,mésta se nesmi opakovat® — kazdé mésto ma jen jednu vstupni cestu a jednu
vystupni, tj.
inj =1, Vj vystupni

K3

inj =1, Vi vstupni
J

Vstupy a vystupy pro uzel 2 jsou znazornény na nasledujicim obrazku. Zde je vidét, ze skutecné
soucet ve sloupci je to, co prislusny uzel obdrzel od ostatnich a soucet v fadku je to, co piislusny
uzel rozdal mezi ostatni uzly.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
T12
T22
Z32
T42
T52

Z21 T2z  T23 X224 T25

T W N =
TR W N =

Vstup do uzlu 2 Vystup z uzlu 2

Omezeni 2: ,cesta se nesmi skladat z oddélenych cykli“. To by, i pii zachovani pfedchozi pod-
minky, mohlo nastat napiiklad tak, jak je uvedeno na nésledujicim obrazku

<] ¢

Zajisténi této podminky je problematické a fesi se rizné. My budeme postupovat nasledovné:
e Kombinace

Sestavime vSechny k-krokové neorientované cykly pro k =2,3,--- , [%] , kde [-] zna¢i celou ¢ast
¢isla. Tedy napf. pro 5 uzli kontrolujeme jen pro k = 2.! Soufet x;; v téchto cyklech musi byt
<k — 1. Tyto cykly jsou urceny k-prvkovymi podmnozinami uzla, které odpovidaji vybéru k

!Obecné bychom méli kontrolovat do n — 1. Kdyby se v grafu vytvofil sub-cyklus délky v&tsi nebo rovno [%],

musely by byt zbylé uzly také v cyklu nebo nékolika cyklech - pro kazdy uzel pozadujeme jednu vstupni a jednu
vystupni hranu. Tyto cykly jsme jiz ale diive kontrolovali. Podrobné&ji viz Dodatky 2.12.1
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prvki z n-prvkové mnoziny, bez opakovani, pficemz nezalezi na poradi vybranych prvki - jejich

pocet tedy bude
n\ n! ~n-(n—=1)---(n—k+1)
k) (n—kW%  k-(k—1)---2-1

pro kazdé k.
Pron=>5bude k=2,---[3] =2, a tedy staci kontrolovat pouze 2-krokové cykly.

2-krokové: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 (a vzdy néavrat do prvniho, tedy 121, 131, ---
pro celé cykly). Je jich (g) = 10.

Névod na generovani kombinaci

e Zatiname od 1 a postupné zvysujeme 12

e Pak zvétSujeme posledni az do n 13, 14, 15

e Pak zvysime piedposledni, nasleduje o jedna vétsi 23
e A zase zvySujeme posledni.

o A tak dal

Sestaveni vSech kombinaci je ale jen pomocnou ulohou. Ty cykly, které je tfeba blokovat jsou
dény pomoci permutaci v nasledujicim bodé.

e Permutace

V orientovaném grafu musime vzit jesté v tvahu pofadi vybiranych uzli - tedy vzit vSechny
drdhy mezi vybranou k-tici uzla. P¥itom ale musime vynechat vSechny drahy, které jsou po
stejnych hranéch, jen jejich zacatek je posunut. Tedy 123, 231,312 - ty tvoii jediny cyklus.

Postupujeme takto:

e v kazdé k-tici zafixujeme jeden uzel - tfeba ten prvni,

e 7 ostatnich vytvafime permutace.

Tak naptiklad pro trojici 123 fixujeme 1 a permutace 23 jsou 23, 32. Dostaneme tedy cykly 1231
a 1321.

Poznamka
Vsimnéme si, Ze pro tri-krokové cykly tento postup znamend, Ze vezmeme cyklus tam a jesté
zpét: 1231, 1821. Pro vice-krokové cykly je uZ situace sloZitéjsi.

V generovanych permutacich jsou jiz puvodni kombinace obsazeny. Vysledné cykly, které je
tfeba kontrolovat, jsou tedy dany pravé témi cykly, které dostaneme pii generovani permutaci.
Celkovy pocet cykli délky k (v n-uzlovém grafu) je dan po¢tem kombinaci ndsobeném poc¢tem
(k — 1)permutaci

n _ n! Kol 1 Vi(n)
(k> (k=1)t= n—k)k'k (n—k'k kk

kde Vi (n) = (n%'k), jsou variace k-té t¥idy z n prvki.
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Pro na$ pi¥iklad grafu s péti uzly tedy vysledné cykly, které je tieba blokovat jsou:

2-krokové: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45, potet: 2% = 54 — 10; (tady permutace
odpadnou)

Na konci bude vzdy jesté pocateéni uzel, abychom cyklus uzavieli.
Podrobny névod, jak obecné generovat cykly je uveden v Dodatcich 2.12.2 a 2.12.3

Excel: U19a_ tspAsym.xlsx

A B C D E F G H | J K L M N (9] P C
1  Obchodni cestujici - 5 mést
2
‘31 :ndmmka nz-lx kazd: mest: |ednc:: _ Jkl:terl\;11/1//1/{i Nastavit cl:

S
5 1] 0 0 1 0 0 1 Na: () Max @ Min
3 2| 1 0 0 0 0 1
= i 0 0 T 1 o 1 podminka na cykly Na zéklad& zm&ny proménnjch bunk:
3 4 o o o 0o 1 1 o 1 $84515759
9 E 0 1 0 0 0 1 13] 1 Omezyjici podminky:
10 1 1 1 1 1 =1 14] 0 $BS10:5F$10 = 1
1 15 0 $8$5:$F40 = bindrni_gislo
$655:5689 =1

12 |c 1 2 3 a 5 23 of <=1 £168:81817 <= 1
13 1 1000 5 1 8 41 24 0
14 2| 2 1000 9 1 1 25] 1
15 3| 1 8 1000 7 6 24 1
16 4 4 9 6 1000 1 25] 0
17 E 3 1 6 5 1000 45| 1
= Nastavit proménné bez omezuicich po
19 cesta: 1-3-4-5-2-1
20 Vyberte metodu Fedenf: sir

Poznamka

V podminkdch na cykly musime hlidat, aby nenastala situace, Ze se v grafu utvori dva oddélené
cykly. 1-krokové cykly nemohou nastat nikdy, protoze smycky v grafu jsou vyloucéeny (prvky na
diagondle incidencni matice se newvazugji). 2-krokové cykly tam a zpét jsou stejné - jen posunuté.
3-krokové cykly bychom museli hlidat v obou smérech - tedy ,po sméru” i ,proti sméru“ - napf.
1231 a jesté zpét 1321.

Protoze ale 3-krokovy cyklus muZe byt v kombinaci jediné s 2-krokovgm (a ty jsou i hlidiny)
nemusime je jiZ v nasem piipadé (5 mést) vibec hlidat!

2.6.2 Symetricky TSP

V prvé fadé si musime upfesnit, co znamend inciden¢ni matice v neorientovaném grafu. Po
kazdé hrané tohoto grafu muZzeme jit ve sméru ij (od uzlu ¢ k uzlu j) a stejné tak i ve sméru
ji. Prvky ij a ji jsou transponované. Nad diagonédlou (bé&Zné orientované inciden¢ni matice)
jsou indikovany jednickou hrany ,tam” a transponované pod diagonalou hrany ,zpét”. Kdyz
tuto matici preklopime podél hlavni diagonély, obdrzime horni trojuhelnikovou matici, kde nuly
oznacuji neexistujici hrany, jednic¢ky oznac¢uji hrany, po kterych se pteslo (nebo smi piejit) jen
v jednom sméru a dvojky hrany, po kterych se pfeslo (nebo smi piejit) tam i zp&t. Tuto matici
muzeme nazvat inciden¢ni matici neorientovaného grafu a budeme s ni déle pracovat.

Plati

e Pro kazdy prvek inciden¢ni matice na diagonale (to je to mésto) se se¢tou prvky nad nim
a vpravo od ného.
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e Tento soucet (poCet cest ve trase, kterd jim prochézi) musi byt < 2.

Sé¢itané prvky jsou na piikladé grafu s péti uzly pro uzly 1 a 2 na nésledujicim obrazku

1 — — — _ e
. 2 _ _ _

Budeme pozadovat, aby jeji prvky byly binérni - tj. ihned zakdZeme cesty tam a zpét po jedné
hrané.

Kontrola cykli:

e 2-krokové cykly se nemusi kontrolovat, protoze jsme vyloucili cestu tam a zpét po jedné
hrané.

e k-krokové cykly, pro k > 2, stadi generovat jen jako kombinace (neni pot¥eba pokracovat
s permutacemi jako v orientovaném grafu).

Priiklad

Reste tlohu TSP pro nésledujici graf
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Matice vzdalenosti bude horni trojihelnik

0 5 6 8 3
-0 9 8 5
c=| - - 0 37
- - 0 6
- - - -0

Stavovou matici zavedeme jako bindrni matici « rozméru 5 x 5 (5 uzli) kde jeji prvek z;; = 1
fika, Ze cesta povede po hrané ij (nebo ji, coz je totéz) ale jen jednou. Tam a zp&t by to bylo
2. z;; = 0 znamen4, Ze tudy cesta nevede. Tedy bude

Ti2 T13 Ti4 T15

- : T23 T24 T25

T = - - : T34 T35
e 1

kde z;; jsou pocitané veliCiny, — a - jsou neexistujici hrany, pfi¢emz - oznacuji uzly 1, 2, 3, 4, 5.
Nejprve definujeme podminky pro maximéalné 2 hrany v uzlu.

pro uzel 1: x15 + 13 + T14 + 215 < 2
pro uzel 2: z19 + T3 + Tag + To5 < 2
pro uzel 3: z13 + T2z + T34 + T35 < 2
pro uzel 4: x14 + Tog + T34 + 45 < 2
pro uzel 5: z15 + Za5 + 235 + Ta5 < 2

Dalsi podminky by se tykaly vylouceni sub-cykli. Protoze ale nas graf je neorientovany, jsou
2-krokové cykly automaticky vylouCeny. Takovy cyklus by v matici x pfedstavoval dvojku a
matice xje binarni.

Vysledek je dole na obrazku v matici . VypiSeme si hrany podle jednicek. Je to 1-3, 1-5, 2-4,
2-5, 3-4. Nakreslime si 5 uzld a do nich vlozime nalezené hrany. To, co dostaneme je hledana
nejkratsi cesta.

Program:



KAPITOLA 2. MODELY CELOCISELNEHO PROGRAMOVANTI 48

A=

NiININNNERRR B RRB R R
LW M=o Wbt~ oS w |k

A

G

H

Nejkra(:5i cesta viemi uzly s ogatkem v uzlu 1 - pomoci tsp

o O O O O

N O N

-~ W ok D|w

N o w o u|e

O O N~ WD

Sx

[ e e

PRI O P O Q|

[l L= =R ==y o N

=IO = O O O|w

=l oo o ole

P1Io O O = Olwm

d
1
2
3
A
5
X
1]
2
3
4
5
Sx
Cykly 1
Cykly 2

12

15

K Parametry Resitele

Nastavit cil:

MNa: () Max (@ Min

Na zdkladé zmény proménnych bunék:

$B$11:5F515

Omezujici podminky:
$B%11:$F%15 = bindrni_gislo
$B$16:5F$16 = 1
$B$20:$F$20 <=0
$B$23:6K$23 <=1
$G$11:8G$15 = 1

Nastavit proménné bez omezujicich pod
Vyberte metodu feseni: Sim

Metoda reseni

Modul GRG Nenlinear vyberte pro hladké n
45 problémy Resitele a modul Evolutionary pr
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ULOHA OBCHODNTHO CESTUJICfHO MA RADU MODIFIKACH.

2.6.3 Vibec nejkratsi cesta grafem
Zadani alohy :

Vibec nejkratsi cesta v8emi uzly bez ohledu na to, kde za¢ind a kde konéi.
Reseni

Vezmeme graf a pfidame jeden uzel. Z néj vedeme cesty tam a zpét do v8ech uzli grafu s nulovou
délkou. Na tento rozsifeny graf aplikujeme TSP a to, co vznikne v piuvodnim grafu je nejkratsi
cesta.

novy uzel

Excel:
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Als|c|ole|lrle|lulr|s]|k|r|m[nN]o|pr|alRr]s
1 |Hamiltonova cesta - viilbec nejkratsi (nauréujeme poéateéni mésto)
2
3 |x_view Krit.
4 Podm. vst. =1
5 o o o o 1 0]
6 o o o 1 o 0] 1
7 o o o o o 1 1
8 o o 1 o o 0] 1
9 o 1 o o o 0] 1
10 1 0 0 0 0 0] 1
11
%l [ 1 1 1 1 1]rodm.vjst.=1 E!
13
14
15 x o o o 1 o o o 1 o o o o o o 1 o o 1
16 |d_vie 5 6 g 3 o 7 g 3 4 o 6 5 9 g o 3 g 2
17
18
19 d_set El 3 Elzl
20 7 o 3 o
21 8 4 2 4
22 5 8 o o
23 o o E
24 6 3 o o
25 pridany uzel
26 5 9 3 4
27 6 o 9 o
s 3 s N
29
30 Orientovany graf
31 |Celkem 6 uzll
32 -» kontrola cyld 2 (bez permutaci) a cykld 3 (s permutacemi - tj. tam a zp&t)
33
34 Vysledek: 1-5-2-4-3
35 zaéneme u pfidaného uzlu a tam skonéime, ale ten pfidany tam neuvedeme
36
37
38
39
40
Parametry X
Nastavit cil: 5.7
Na: () Max @ Min () Hodnota: 0
Na zékladé zmény promé&nnych bunék:
$B$15:5AE$15 5.7
Omezujici podminky:
$AAS20:5AA$39 <=2 Pridat
$B$12:5G6512 = 1 -
$B$15:$AE415 = binarni_cislo
$155:41510 = 1 Zménit
$V520:8VE34 <=1
$Y$20:$Y$39 <=2 Odstranit
Vynulovat vie

2.6.4 Nejkratsi cesta grafem z daného uzlu

Nastavit promé&nné bez omezujicich podminek jako nezéporné

Vyberte metodu fedeni: Simplex LP b

Zadani alohy

Pocatecéni uzel cesty je dan. Hledame nejkratsi cestu z tohoto uzlu vSemi ostatnimi uzly.

Reseni

Naéist nebo uloZit

MozZnogti

o 1

9 3
Podm. cykly.
cz_

0f

0f

0

1

1]

0f

1]

1]

0]

1]

0f

1]

0f

0f

0
<=1

C3

ccccc»—-m»—-»—-om»—nomoouowo|

<=2

AA

Sahat se smi jen na to, co ma modry podklad - zadéni vzdélenosti, pfipadné pot. x

C3

cumuuoooomocoo»—-»—-cmoo|

<=2

50
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Vezmeme pocateéni uzel, a hrandm, které do néj vedou ddme nulovd ohodnoceni. Na tento
upraveny graf aplikujeme TSP.

ézirkované@y jsou pridany
Excel: U20b_ tspAplik2.xlsx

A B C D E F G H ‘ ] LS Parametry Retitele

1 [Nejkra3i cesta viemi uzly s oZdtkem v uzlu 1 - pomoci tsp
2
Nastavit cil:
3 d 1 2 3 4 5
4 1 0 2 6 5 9 )= Na: O Max @ Min
5 2 0 0 4 8 7
6 3 0 2 0 3 7 Na zdkladé zmény proménnych bunék:
7 4 0 5 3 0 6 $B511:5F515
8 s 0 > / 2 0 Omezujicl podminky:
2 $B$11:$F$15 = bindrni_gislo
10 |x 1 2 3 4 5 5x $BS16:6F$16 = 1
. $B$20:5F520 <=0

11 1 0 1 0 0 0 1 $B$23:6K823 <= 1
12 2 0 0 0 0 1 1 $G511:4G515 =1
13 3 1 0 0 0 0 1
14 4 0 0 1 0 0 1
15 5 0 0 0 1 0 1
16 Sx 1 1 1 1 1] =1
17
18 | Cykly 1 Nastavit proménné bez omezujicich pod
19 2 3 5 Vyberte metodu fedeni: Sim
20 | 0 0 0 0 0] <=0

Metoda Fedeni
21 |Cykly 2 i

Maodul GRG Nonlinear vyberte pro hladké n
22 12 13 4 15 23 24 2 34 35 45 problémy Resitele a modul Evolutionary pr
23 [ 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
24 <=1

2.7 Propuknuti infekéniho onemocnéni

Obecna formulace tlohy

V n mistech se vyskytlo infekéni onemocnéni. K dispozici je m lékaiskych tymi, které mohou
onemocnéni prosetiit. Tym i€ {1,2,---,m} bude misto j € {1,2,--- ,n} vySetfovat ¢;; hodin.
Kazdy tym muZe obslouzit 0, 1 nebo 2 mista. Jestlize ma tym obslouZit jesté druhé misto (z
mista k do mista [), musi se pocitat s dobou piejezdu di;. Jakmile jsou vSechna mista proSetiena,
miuZe se s infekci zacit bojovat. Cilem je navrhnout plan vySetfovani tak, aby cela akce byla co
nejkratsi.
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Reseni
Definujeme veli¢inu z;; € {0,1} s hodnotou 1 jestlize tym ¢ bude vySetfovat misto j a 0, kdyz
nebude.

Kriterium J
Pi = Zj tijxij, Vi
— doba na vySetfovani

Qi = Zk,l;k#l dpiTikTit, Vi

— doba na piejezdy (jestlize bude tym 7 vySetfovat ob& mista k i I, bude x;pz; = 1, jinak je to
nula)

J = min max; {P; + Q;}

— hledame, ktery tym 4 bude nejdelsi (ostatni uz budou hotovy) a tuto dobu chceme minimali-
zovat.

Omezeni

Yo =1, Vj
— kazdé misto bude navstiveno prévé jednou
> jTij < 2, Vi
— zadny tym nenavstivi vice nez dvé mista
x;; € {0,1}, Vi, j

Tahle dloha ale nejde piimo realizovat (i) nelinearita v sou€inu, (#¢) minimax. Musime pouzit
triky, zavedené v odstavcich 1.3.4 a 1.3.5.

Nelinearitu vyreSime tak, Ze zavedeme novou proménnou
Wikl = TikTil

kde i je tym a kl piejezd z mista k do mista [. Index kl kédujeme takto kl = 12 — 1, kl = 13 — 2,
kl = 23 — 3 (je to podobné, jako pii hledani cykla v grafu viz 2.12.2 nebo pro jednosmérky
2.12.3)

Podminky pro souéin jsou (viz 1.3.4)

Wikl < Tiky Wiskl = 0, Wikt < Tit, Wikt = Tk + i — L.

Minimazx vyzaduje definovat novou proménnou ¢, ktera bude zaroven minimalizovanym krite-
riem, a zavést podminky
p1 S(L D2 §q> yPn S%

kde p1,p2, -+, pn jsou doby trvani prace jednotlivych tymii.

Realizace minimaxu je takova trochu tajemnaé:
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Zvolime buniku pro kriterium J, nic tam nevkladdme a zadédme ji jako optimalizovanou.

V listé Excelu vyjadiime doby trvani viech tymii: J; = P; + Q1,Jo = Pa + Qs a piipadné
dalsi.

Zadadme podminky J; < J, Jo < J atd. nejlépe ve tvaru J; — J <0, Jo — J <0 atd.

Kritérium J budeme minimalizovat.

Priklad

2 tymy (i=1,2), 3 mista (j=1,2,3)

— stav (x;; tym ¢ vySetfuje misto j)

T T T
T = |: 11 12 13

binarni
To1 X222 T23

— doby potfebné k vySet¥eni (tym i, misto j)
,_[5 34
4 2 5
— velifina w (cesta tam a zpét je stejné dlouhd - kl = 12 je totéz jako kil = 21)

w— W12 Wi;13 W23
W12 W2;13 W2;23

— délky prejezdu
d=[8,4,5]

Omezeni (1., 2., 3. - soufin; 4. minimax)

—

- Wik > 0, Vi, kL
2. Wik — Tik <0, Wi —xg <0, Vi, k1
3. Wikt — Tik — Ty +12>0

- Zj t”l‘” + Zkl;k;él dk:lwi;k:l —q < 07 Vi

N

kde ¢ je nové veli¢ina s vyznamem ,doba trvani nejdelsi akce”.
Kriterium

J =q — min
Nastavované veli¢iny jsou: « € {0,1}, w € {0,1}, J=¢ <0

Excel:
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A B 5 o E F G H

1
Parametry Resditele

Mastavit cil:

Na: ) Max @ Min

Na zakladé zmény proménnych bunék:

$B$4:5D$5;$B514:$D$15;5F54

Omezujici podminky:

$B$4:35D%5 = binarni_g&islo
$B$34:$D%$35 >= 0
$E$38:$E539 <=0
$B$30:$D%$31 <=0
$B$14:504$15 = bindrni_Cislo
$B$26:$0527 <=0
$B$19:5D0$19 = 1

Nastavit proménné bez omezujicich pc
Vyberte metodu feseni: Sil
Metoda FeSeni

Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladké
problémy Resitele a modul Evelutionary |

Napovéda

1 Infekéni omemocnéni 3 mista
2
3 |x_ij 2 tymy, 3 mista
1 0 0
Q 1 1 pomocna proménna
Fedici minimax
1je >=nei maximalni doba ohsluhy
4 2 5 @ hleda se minimum
0 0 0 pomocna proménna Fesici nelinearitu
0 0 1
12 13 23 pfejezdy | doba k.l je stejnd jako Lk )
18 Podm.0 sumix(;i}) =1 soutet v fadcich
19 1 1 1 =1 kaZdé misto musi byt
20 wyietieno
21 i) e= soutet ve sloupcich
22 <=2 jeden tym obslousi
23 maximalné
2 mista
1 w_ikl-a_ik<=0
-1 -1 0 <=0
=2 o o 0f
podminky
28 Podm.2 w ikl-a_il <=0
30 |i=1 o o o <=0 na
31 |i=2 -1 -1 O
32 nelinearitu
33 |Podm.3 w_ikl-a_ik-a_il+1>=0
34 |i-1 o o 1 >=0
35 |i=2 o o 0f
36
37 Podm.3 sumitx)+sum(dw)
5 o s <=0 doby obsluhy
7 5 12 jednotlivich tymd

lcast 2.cast
obsluha pfejezd soucet J-doba

A piiklad vétsich rozméra je v U16b infectionBig.xlsx)

54
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A B C D E F G | H | 1 | K L M N 0
1 | Infekéni omemocnéni 5 mist =
2 Parametry Reditele
3 ij 3 tymy, 5 mist 1 kriterium
l o [ 1 T T [0 L3
z - - - 1 Nastavit cil:
3 1 ] ] ]
7
8 |t Na: () Max @ Min
] 5 3 4 3
10 g 5 4 5 e aE —_— .
o P 2 ; 5 Na zdklad& zmé&ny proménnych bunék:
12 $B54:5E56,5B517:5G519;5H54
13 |d_kl
14 12 18 3 3 17 14
15 I I Omezyjici podminky:
16 |‘w $B%$17:$G%19 = bindrni_{&islo
17 i=1 0 0 0 1 0 0 $HE23:6HE25 <=2
el i-2 0 0 0 0 o o $B%4:$E$6 = bindrni_islo
15 |i=3 0 0 0 0 0 0 $D$43:4D$45 <=0
20 12 13 14 23 24 3a $B$38:$G$40 >=0
i; bodminka 0 | $B$28:5G$30 <=0
= cdminka 1 sum co 1 1 1 sum I'D\: $B$23$E$23 =1
o 1 $B$33:$G%35 <=0
25 1
26
27 |Podminka 1
28 0 0 0 0 1 1 <=0
29 ] ] ] ] ] 0| ; Srnd -
| Nastavit proménné bez omezujicich pot
30 1 1 -1 0 0 0| p d >
31 e
berte metodu feseni: i
32 Podminka 2 vy - sin
33 1 1 0 0 0 0| <=0
34 ] ] -1 ] -1 -1 Metoda FeSeni
35 0 0 0 0 0 0| .
o Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké 1
27 |Podminka 3 problémy Resitele a modul Evolutionary p
38 0 0 1 0 0 0| =0
39 1 1 ] 1 ] 0|
40 0 0 0 1 1 1
4 ..
42 |Obsluhy Napovéda
43 7 6| -1.8€-14] <=0
a4 5 0| -g|
45 4 0| -9
46

2.8 Dynamické planovani

(Production Planning)
Obecny navod

Zadano: Pozadavky P, ceny ¢, omezeni L.

Optimalizuje se: x vyroba (ndkup), y indikator pro = > 0, pfipadné co zbude (g odpad).

Pocité se: z zasoba a musi se zadat z > 0.

Vypocet zasob: zpopé = Zstaré + Vyroba — pozadavek (— odpad)

Podminky:

(i) x>0—y=1,tj. xM*y<=0 indikitor vyroby

(#4) minimalni odbér x-L*y>=0 (pro léky - L jsou min. odbéry)

(#i7) dalsi omezeni: maximalni zésoby, na zacatku a konci nulové zasoby atd.

Poznamka

95
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Zasoby na konci roku urcugi platbu pro pristi rok. Jsou-li roky oznaceny 1, 2, -- -, pak zacneme
se zg, tj. zasobami na konci nultého roku a natvrdo poloZime nulové. Pro 3 roky tedy bude

rok 0 1 2 3
zdsoba 2o | 21 29 23 \
hodnota z. 0 z1=z9+x1— P z2=z1+x0—PFP 2z3=204+1x3—P;

kde z jsou zdsoby, x je vyroba a P jsou pozZadavky. Sloupec pro rok 0 je pomocny a umozni
jednotnyj zdpis pro zdsoby (moznost kopirovat).

Abychom dosdhli nulové zdvéreéné zdsoby, dime podminku z3 = 0.

2.8.1 Planovani produkce

Pro budouci ¢asova obdobi mame navrhnout objem produkce tak, aby celkové néklady a pro-
dukci a skladovéni byly minimalni a aby pozadavky na produkci v jednotlivych etapach byly
splnény. Predpokladame neomezenou kapacitu produkce v kazdém obdobi. Pfedpokladame dale,
ze

e néklady na produkci jsou imérné jeji velikosti,

e néklady na skladovani v kazdém obdobi jsou imérné tdrovni zésob z konce predeslého
obdobi.

Rozhodujeme, zda vyrabét y; a pokud ano, kolik vyrabét x,, kde ¢ je indikator periody.
Zavedeme proménné

¢t je jednotka nakladi na produkci, f; je poCatecni néklad v periodé ¢; h; je jednotka naklada
na prechovani uskladnénych vyrobki, z; je velikost zasoby na konci periody ¢; d; je pozadavek
na odbér zbozi v periodé ¢, t = 1,2,--- ,n, (n je pocet period).

Zépis standardni dlohy je nésledujici:
Kriterium
—1 .
J= Z:Lzl (crxe + frye) + Z:;l hizi—1 — min

minimalizace néklada na produkci a skladovéni.
Poznamka: na zacdtku jsou zdsoby 0 a na tuplném konci se predpoklddaji také 0: z9 = z, = 0.
zo se jen zadd nulové; z, se pocita a musi se dat podminka z, = 0.

Vypocet

2t =241+ x¢ —dy, t=1,2,--- ,pocet period

— kde zasoby na zac¢atku prvni periody jsou zy = 0.

Omezeni

zy < My,
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— vy je indikator nenulovosti x;: vy = 1 kdyz = > 0, tj. kdyz se vyrabi.

z>20az,=0

— zasoby jsou nezaporné a na konci jsou nula.

Optimalizované veli¢iny jsou

Excel: U18a _dynProd.xlsx

A B C D E F G
1 Optimalni déavky produkce - Iépe
-- optimalizuje se
y - jestli vyrdbét

ﬂftZO, y6{071}

H [} i) K L M N (o] ] Q R
Parametry Resitele

2

3

4 1 1 1 0 00 o 0 0 o] Nastavit cil:

5 x - kolik vyrabét

6 50 30 498 0 0 0 0 0 0 o] Na: ) Max @ mir
7 | --zaddno

8 d - pofadavky na zbodi Na zékladé zmé&ny proménnych bunét
9 [ so 30 87 29 8 45 sa 76 33 9| SBS4:5KE4;SRS6:5KEG

10 ¢ - naklady na vyrobu

1 [ 6 15 21 s2 ss s8 75 99 11 22 Omezyjici podminky:

12 f- pevné niklady spojené s vyrobou $B$10:81520 >= 0

13 [ 68 36 98 99 123 135 155 247 256 300 $B531:6K531 <= 0

14 h - naklady na skladovani $B54:$K$4 = bindrni_gislo

15 [[12 14 15 14 1112 13 15 12 14 $K$19 =0

16
17 -- potitd se
18 s - uroveri zésob

38 Tady se zasoby poéitaji z vyroby.

Poznamka

1. Pri objedndvkdch je

190 o [ 0 o a1 382 299 254 3200 124 9] o
20 staré zd 0 0 0 0 0 0 0 0 0 nakonec nula
21 (zadano) (podminka)
22 -- kriterium o N
2 P e sklad KoK+ | Nastavit proménné bez omezujici
24 Kc Kf Kh Kriterium Fageni:
< Vyberte metodu FeZeni:
s [ [543 > min
43 Metoda FeZeni
27 - podminl
28 B o I;y ink ladni z4s0b Modul GRG Monlinear vyberte pro hi
odminka na posiedni zasoou problémy Regitele a modul Evolutior
29 s{(10)=0 => K10=0 (nahofe)
30 podminka x>0 ==>y=1, 1j.x-My
31 | -950 -970  -502 0 0 0 0 0 0 0 <=0
52 Napovéda
33
34 Kc {=SUMA(B17:K17*B7:K7)} "s" je posunuto
35 Kf {=SUMA(B20:K20*B4:K4)}
36 Kh {=SUMA(A10:J10*B23:K23)}
37

2 =21+ Xy —dy + by — b1

57

kde (asi) b jsou objedndvky, které musime splnit. Ty jdou mimo normdlni prodej a musi

byt pripraveny v zdsobdch. Stard objedndvka je doddna a proto se ze zdsob odecte.

2. Ulohu Ize velice snadno rozsirit na piipad, kdy viroba je v jednotlivijch etapdch omezena.
Zavedeme velicinu u; - omezeni viyroby v obdobi t. Uloha je pak stejnd, jem podminku
x; < My nahradime podminkou x; < ury; s omezenimi.

3. Stejné jednoduse mizZeme respektovat omezené sklady. Pro omezeni U zaddme z < U.
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Jiné moZné FeSeni

1 Optimalni davky produkce e [

2 | -- optimalizuje se

3 y - jestli vyrdbét Nastavit cil:

4 1 1 1 0o o o o o o 0

5 x - kolik vyrabét .

6 [ 50 30 2 o o0 o o 0o 0o o0 e Ll Qo

U 5~ uroved zasob Na zaékladé zm&ny promé&nnych bun&k:

8 0 [ o o 411 382 299 254 200 124 s o

9 |staré zasoby nakonec nula $B54:§K54;$B56: $K§6,5858: 5158

10 | -- zaddno

11 d - poZadavky na zboii Omezyjict podminky:

12 [ so 20 8 29 8 45 354 76 33 9 $:$§;$ﬁ$g: 0 .

= inakladyinavyoku :E;:{;}tﬁ;ﬁ: bindrni_&islo

14 [ 6 15 21 52 55 s8 75 99 121 229

15 f - pevné naklady spojené s vjrobou

16 | 68 36 98 99 123 135 155 247 256 300'

17 h - ndklady na skladovani

18 [ 12 14 15 14 1 12 13 15 12 14

19

20 | -- kriterium

21 vyroba pevné sklad Ke+Kf+Kh

22 Kc Kf Kh Kriterium Nastavit proménné bez omezujicich po
23 {34018 --> min o

24 s Vyberte metodu FeSeni: Sit
25 -- podminky

26 Podminka pro vyvoj zésob Metoda Feseni

27 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Dl =0 Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladké
El Podminka x>0 ==>y=1, tj. x- My problémy Resitele a modul Evolutionary [
29 [[9s0 970 502 o 000 o o q <=0

30

31

32| Kc  {=SUMA(B17:K17*B7:K7)} "s" je posunuto Napovéda

33 |Kf {=SUMA(B20:K20%B4:K4)}

34 |Kh {=SUMA(A10:J10*B23:K23)}
35
36 Tady je nelogické, ie se optimalizuji zdsoby, kdy? ty vyjdou z vyroby.

Tady se optimalizuji také zasoby a jejich vyvoj se uvazuje jen jako podminka.

2.8.2 Objednavka léku

Obecné zadani dlohy

Lékaiské stredisko ma rozhodnout o tom, jak objednat urcity lék od m potencidlnich dodavatel.
Stiedisko méa pro jednotlivé mésice pozadavky d;, t = 1,2,--- ;T a cena léku od dodavatele i v
mésici t je ¢;;. Kazdy dodavatel ¢ méa urc¢itou minimalni davku odbéru /;. Nespotiebované baleni
léku je mozno schovat do dalsiho obdobi jako zasobu z;, kterd je v8ak omezena velikosti Z. Zbyla
baleni lékiu (které nebyly spot¥ebovény a uZ se nevejdou do zasoby) se musi vyhodit. Cilem je
minimalizovat naklady na pofizeni léku v daném ¢asovém tiseku.

Reseni
Zavedeme proménné:
c;+ cena za jedno baleni 1éku od dodavatele ¢ v mésici ¢
dy pozadavek na mésic ¢
; minimalni odbér od dodavatele 4
;¢ kolik baleni 1éku bereme od dodavatele ¢ v mésic ¢

yie jestli viibec bereme (0 ne, 1 ano)
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2z zésoba v mésici ¢ (z minulého mésice)
g¢ kolik toho v mésici ¢ vyhodime
Prvni, co je tfeba udélat, je vypocitat zasoby z;.

Zy = Zp_1+ int —di — g, t=1,2,--- ,pocet period
i

To zadame do Excelu jako poc¢itané buinky.
Optimalizované veli¢iny jsou z > 0, int. y € {0,1} a g >0

Omezeni:
it > LY

-+ kdyz se nebere, tak se nebere; kdyz ano, tak minimum od dodavatele i je [;
T < 1000y;,

.-+ kdyZ se nebere, tak z;; musi byt nula, jinak libovolné (nebo naopak: kdyz se bere, tj. > 0,
pak bude indikator y = 1).

.TitE{O,].}, OSZtSZ, thO

- -+ dalsf podminky.

Kriterium:
E CitTi¢ — Min

Priklad

Uvazujeme m = 5, n = §,

5 6 5 6 4 5 4 5 20
4 3 4 4 4 3 4 4 40
c=|7 6 6 6 5 7 7 6|, =110
5 5 5 5 6 5 5 5 20
5 6 6 5 5 8 5 3 20

Excel:
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2.9

Razeni ukolu

(Scheduling)

2.9.1

Obecna formulace

A B C D E F G H J K

1 Nakup IélG od nékolika dodavateld

2 | —optimalizuje se

3 x - kolik od keho (-] a kdy (])

4 =1 =2 =3 =4 t=5 =6 =7 =8 =tas

5 |dodav.1 o o o 0 160 o 150 0

6 |dodav.2 200 270 200 200 O9E-14 220 3E-14 0l

7 |dodav.3 o o o 0 o o o 0f

8 |dodav.4 3E-14 o 0 314 0 3E14 0  3E14

9 dodav.5 [t} o 0 0 [t} o 0 210

10 |sum_i (x) 200 270 200 200 160 220 190 210

11 y - koupit nebo nekoupit

12 o o] 0 0 1 o] 1 0l

13 1 1 1 1 o 1 o 0f

14 o o o 0 o o o 0f

15 o o o 0 o o o 0

16 0 o 0 0 0 o 0 1

17 g - kolik se zahodi

18 0 o 0 0 0 o 0 0

19 | —zaddno

20 ¢ - cena léku od dodavatele pro dané obdobi min. odbér

21 5 6 5 6 4 5 4 5 30

22 4 3 4 4 3 4 4 40|

23 7 6 6 6 5 7 7 6 20|

24 5 5 5 5 [ 5 5 5 50|

25 E 2 6 5 E 8 E 3 30|
El d - pofadavek na lék pro dané obdobi

27 200 250 200 200 180 200 210 210' omez na

28 | — potitano zasoby

29 z - wyvoj zésob 20

30 o] 0 20 20 20 BE-14 20 9E-14  9E-14]

31 pot. zds.

32  — podminky — kriterium

33 x- 1%y =0 (minimalni odbér)

34 o o o o 130 o 160 0| 1=

35 160 230 160 160 9E-14 180 3E-14 0| __?g@q:

36 o o o o o o o 0|

37 3E-14 o 0 3E14 0 3E-14 0  3E-14

38 o o o 0 o o o 180

39 %-M*y <=0 (test na odbér x>0)

40 o o o o -840 o -810 0|

41 -800 -730 -800 -800 9E-14 -780 3E-14 0|

42 o o o o o o o 0|

43 3E-14 o 0 3E14 0 3E-14 0  3E-14

44 o o o 0 o o o -790

4 d b b Chaner AT

Parametry Regitele

Nastavit cil:

Wa: () max ® Min

Na zékladé zmény proménnych bunék:

$B55:4150;$B512: 61516, $B518:51518

Omezujici podminky:

$B$12:$1$16 = bindrni_Cislo
$B%40:$1%44 <=0
$B$30:$1530 >=10
$B$30:$1530 <= SK$29
$B$34:$1538 >=10

Nastavit proménné bez omezujicich po
Vyberte metodu Fedeni: Sir
Metoda FeSeni

Madul GRG Nonlinear vyberte pro hladké
problémy ReSitele a modul Evolutionary [

Napovéda

Mal

60

Zakladni pojmy jsou “ikol” a “pozice”. Tedy mame n tkoli, které 1ze zpracovat jen postupné
(nikoli paralelng). Zpracovani i-tého ukolu trva dobu p; a ma urceno, kdy ma byt tkol dokon¢en
d;. Jak mame zpracovani ukolu usporadat, aby soucet zpozdéni pii dokonceni jednotlivych tkola
(tardiness) ¢; byl miniméalni.

Uloha tedy zni

Zadano

minimalizujte celkové zpozdéni

p= [p17p27"’ ,pn]
d= [d17d2>"' adn]

n
J = Zti — min
i=1
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kde t; je definovana jako rozdil
t; = (skutefné dokonceni ukolu i) — (pozadované dokonéeni tkolui )
Poznamka

t; oznacuje pouze zpoZdéni (je to nezdpornd velidina). Pro predstih je nula.

2.9.2 Formulace s definici “predchazeni”

Definujeme binarni veli¢inu y, tak, Ze y;; = 1 znamend, Ze tkol ¢ pfedchézi kol j. Pfedchézi
znamena, 7e je je nékde pred - nemusi byt tésné pred.

Poznamka

Z matice y stac¢i brdt jen horni trojuhelnik (bez diagondly), tedy y;; pro i < j, protoZe plati
Yji = 1 — i

Zavedeme veli¢inu s; - zaCatek zpracovani tkolu i a dale e; = s; + p;, coZ je skuteCny cas
dokonéeni i-tého tkolu (p; je jeho trvani).

Formulace tlohy je nasledujici:

Kriterium

n
J = Zti — min
i=1

Omezeni 1
€; — dl < ti, Vi (ﬁkoly) (2.9.1)

nepiimo definuje zpozdéni ;.

Konec zpracovani tikolu 4, a tedy jeho odevzdani, je e;. Ten se predpokladé vétsi, nez pozadovana
doba odevzdani d;. Rozdil e; — d; je tedy kladny a pfedstavuje zpozdéni pii odevzdani tkolu <.
Ten je shora omezen veli¢inou zpozdéni t;. Protoze se ale soucet vSech ¢; minimalizuje, bude,
pro t; > 0, zifejmé e; = d; + t;. Dokonceni tkolu je tedy pozadované dokonceni + zpozdéni.

Navic podminka ¢; > 0 se nedostane do rozporu s definici (2.9.1) pro e; < d; (pfedasné splnéni)
jako by tomu bylo, kdybychom pifimo pozadovali rovnost ¢; = e; — d;. V tomto piipadé bude
t; = 0.

Omezeni 2,3
usporadavaji tkoly podle veliciny y;;. Podle jeji hodnoty plati pravé jedno z omezeni
Yji
/_/H ) .
e; §5j+M(1_yij>7 Vi < j
€j§5i+Myija V2<]

Prvni z omezeni je pro y;; = 1 aktivni, zatimco druhé bude vyfazeno (automaticky vzdy spl-
néno). Plati tedy

eiSSj
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coz znamena, ze konec i-tého tikolu e; bude pred zac¢atkem j-tého tikolu s;. Pro y;; = 0 to bude
naopak. Aktivni je druhé omezeni a to fika, Ze

€j<81‘

a tedy, konec tkolu j bude pied zacatkem tkolu 7.

Vysledek se asi nejlépe precte ze zacatku ukolu s;.

Poznamka

Je zajimavé, Ze casto nékteré ikoly zacinaji stejné. Je to OK nebo je tam chyba?

Program je U23a schedulingDJ xlsx

A B C D E F G H |
1 Scheduling - tardiness problem disjunctive constraints
2
3 pi - processing times
a s 8 3 7
5 |di - due times zaddni
6 18 20 15 12
7
8 yij -jobj follows jobi
9 1 1 0 si - starting time of i
10 0 0o 0 [ 7 15 12 o
11 0 1 0 ti - tardiness of i
12 1 11 [ 0o 3 o o
13 modré se optimalizuje ei - ending time of i
14| dol. troj. je yji = 1-yij [ 12 23 15 7|
15
16 Podminky Kriterium
7 - [
18 ei-di-ti
19 6 0 o0 5| <=0
20
21 | si+pi-sj-1000*(1-vyij) sj+pj-si-1000*yij
22 1 -3 0 -988 1 -984 -992 0
23 2 -989 -977 2 0 -8
24 3 -985 3 -5
25 | i/j 2 3 4 ilj 2 4
26 <=0 <=0
27

28 |Vysledek razeni:

29 1. radek y rika: 1. predchéazi 2. a 3.
30 2. fadek: 2. nepfedchazi nic

31 3. fadek: 3. predchazi 2

32 4. fadek: 4. predchazi 1., 2. a 3.

Takie fazeni je:
4,1.,3.,2.

Vysledek fazeni je zndzornén na nésledujicim obr

Parametry Regitele

Mastavit cil:

Na: ) Max

Omezujici podminky:

@® Min

Ma zakladé zmény promé&nnych bunék:

$B£9:5D$9;$C510:$D$10;3D$11;$F$10:4%

$A$19:5D$19 <=0
$B$9:5D%9 = bindrni_&islo
$B$22:5D0$22 <=0
$C$23:8D$23 <=0

$D3%11 = bindrni_gislo

$D$24 <=0

$G$22:51$22 <=0
$H$23:51$23 <=0
$C$10:3D%10 = bindrni_¢&islo
$1324 <=0

Vyberte metodu Feseni:

Metoda Fedeni

Napovéda

Nastavit proménné bez omezujicich p

S

Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké
problémy Regitele a modul Evolutionary

azku
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pozadované konce projektu

4 3 1 2
| | | | | |
\ \ \ \ \ \
0 4 8 12 16 20
4 1 3 2

zacatky projekti

projekt 4 zpozdén{ v 2 (jinak je nula)
-+

projekt 1 proj. 3

projekt 2

Uloha s osmi tkoly je fesena v

2.10 Heuristiky

Celociselné programovani méa jako zdkladni metodu feSeni metodu vétvi a mezi. Ta je zalo-
zena na hledani LP FeSeni a postupném piidavani podminek celo¢iselnosti ve formé pridanych
omezeni. Jedna se o uplny prizkum kde se vyznacuji piipustné feSeni a nakonec se vybere to
nejlepsi. To je ale dlouhé, proto se hledaji rychlejsi feSeni, tzv. heuristiky.

Tady hraje vyznamnou roli tzv. LP relaxation.

LP relaxation

Je podpirna procedura pro fadu dalsich metod. Jeji podstatou je to, ze IP ulohu, kde = € {0,1},
nahradime LP tlohou, kde z € (0,1).

Poznamka: Asi to jde pouZit i obecné pro IP s x € N tak, Ze se uwvazuje jen LP iloha s x > 0.

2.10.1 Heuristiky §ité na miru

Ukézeme na piikladé: TTi pracovnici maji byt umisténi na tfi pracovisté. Na kazdé misto mé
prijit jeden pracovnik a v8echna mista musi byt obsazena. Ndklady na jednotlivd umisténi jsou
v tabulce

Prac.\Misto | 1
A 1
B 3
C 3

s s W



KAPITOLA 2. MODELY CELOCISELNEHO PROGRAMOVANI 64
1) Heuristicky postup spociva v tom, Ze ndhodné vybereme pracovnika a pfifadime ho na na-
hodné vybrané misto. To opakujeme, pfi¢emz respektujeme jiz provedend piirazeni.

2) Lepsi postup je, kdyZz vybereme nejnizsi cenu a provedeme odpovidajici pfifazeni. Pak vez-

B — 2 (7). Celkem 10. Tim, Ze jsme na zacatku vybirali co nejnizsi, zbylo nam nakonec velké.

Nékdy byva zvykem s feSenim trochu zatfepat (juggle). To znamena néktera feSeni zaménit a
sledovat, co to déla s kriteriem.

Napf'.
A-CC—1(3),A—3(4),B—2(7). Celkem 14 - horsi
A+ B:B—1(3),C—3(2),A— 2(3). Celkem 8 - lepsi.

2.10.2 Heuristiky obecné
Greedy heuristics

Jedn4 se o postup teSeni, ktery funguje podle lokalniho kriteria, které bere v iivahu jen pohled
dopiedu a provedené kroky jiz dale neanalyzuje.

Napiiklad: Ulohu o obchodnim cestujicim fedi tak, Zze zaéne v libovolném mésté a postupné
pridava dalsi nejblizs§i mésta, pokud jsou volnd pro pfidani.

Greedy algoritmy maji nasledujici ¢asti (ilustrujeme na obchodnim cestugjicim)
e mnozinu, ze které se vybiraji kandidati, které maji byt pfidani k souc¢asnému FeSeni (mno-
Zina meést),
e vybérovou funkei podle které se v kazdém kroku vybira kandidat (nejblizsi mésto),

e pravidlo, které kontroluje, zda je zvoleny kandidat volny pro pfidani (mésto neni dosud
napojeno),

e kriteridlni funkci, ktera pfifazuje “cenu” ¢astetnému nebo kone¢nému feSeni (délka cesty),
e zastavovaci pravidlo, které indikuje konec feSeni tlohy (vSechna mésta jsou napojena).
Poznamky

Algoritmus déla jeden greedy krok za druhym a nikdy se nesnaZzi ménit to, co jiz udélal.

Nebezpedi pfi lokalnim rozhodovani je ilustrovino na néasledujicim obrazku. Zde hledame cestu
s nejvétsim souc¢tem ohodnoceni.

g

®
©
@
@
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Nejdiive se rozhodneme pro dvanactku a tim se mineme s 99.

Priklady

1. Kruskalav algoritmus (minimélni kostra)
Opakuj nésledujici kroky, dokud je to mozné:
- Z hran grafu G, které dosud nebyly vybrany, vyber nejkrat$i hranu, kterd nevytvaii
zadnou kruznici s hranami jiz vybranymi.
Mnozina vybranych hran je kostrou grafu G, ktera je navic minimalni
nebo
Opakuj nésledujici kroky, dokud je to mozné:
- Z hran G, které dosud nebyly vybréany, vyber nejdelsi, ktera je nerozpoji.

Mnozina nevybranych hran je minimélni kostrou grafu G.

2. Huffmanav kod
Mame pismenka a ty chceme zakoédovat tak, aby kod byl co mozna nejkratsi. Postupujeme
takto
Pismenktum p¥ifadime vahy (pravdépodobnosti) a sefadime je do fronty od nejmensi vahy.
Vezmeme dvé pismenka ze za¢atku fronty (od nejmensi vahy) a spojime je v jeden prvek
s védhou, ktera je souCtem vah téch prvki. Spojeny prvek néjak pojmenujeme a zafadime
do fronty podle jeho vahy. Puvodni dva prvky z fronty odstranime.
Tak se vytvori graf jehoz listy konéi pismenky. Kazdému pismenku se pfifadi kéd z nul a
jednicek ktery dostaneme tak, ze za¢neme nahoie v kofeni stromu a postupujeme smérem
k pismenku. Pfi tom jdeme-li doleva zapiSeme O a doprava 1.

Priklad

pismeno a b ¢ d
vahax100 | 35 10 21 34

Sefazeno

pismeno b ¢ d a
vahax100 | 10 21 34 35

krok 1: z1 = (b,c), vaha 31,

pismeno |21 d a
vahax 100 ‘ 31 34 35

krok 2: 22 = (x1,d), véha 65,

pismeno | a a2
vahax100 | 35 65

krok 3: 23 = (a,22), vaha 100
Graf
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=

O, 2]

0 1

o<l

110 111

Tteba slovo “daca” bude 1001110. Ptitom neni tifeba vyznacovat konce pismen, protoze pii de-
kodovani se nemtizeme splést: 1 neexistuje, 10 je d, O je a, 1 - nic, 11 - nic, 111 je c, 0 je a.

Lagrangean relazation

Mize se stat, ze fesime LP problém, pii kterém je nékolik omezeni jednoduchych, a nékolik,
které ulohu vypocetné komplikuji. Potom muZzeme pouzit metodu Lagrangean relaxation ktera
hleda piiblizné feSeni pticemz aplikuje jen jednoduchéd omezeni. Druh4 ¢ast omezeni se pfesouva
do kriteria podobné jako u metody lagrangeovych multiplikatoru.

Tedy, feSime problém
cr — max

Az <b
kde A je matice m x n.
Jestlize matici A rozdélime na A; (m3 xn) a Ay (m2 xn), m = my + mg a podobné i b,

dostaneme

CTI — max

A1£L' S b1

Asx < by.
Problém je pak aproximativné zapsat takto
'z + AT (by — Agx) — max
Ajx < b

kde se pozaduje A > 0.

Pripousti se, ze podminka Asx < by neni zcela splnéna, ale jeji nesplnéni se penalizuje. Naopak,
¢im “vice” je splnéna, tim dostaneme vétsi odménu.

Pro optimalni feSeni £ a feSeni aproximované T plati
Ta < Ta4+ AT (by — Asz) < Tz + \T (by — Ay)
protoze

1. ¢T3 < ¢T3+ AT (by — AZ) - X je nezaporné a pro optimélni feSeni & plati by — AZ > 0
(druhé podminka),
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2. AT (by — A2) < T2+ AT (by — AoZ) aproximované feeni 7 je optimalni pro toto kriterium
a prvni omezeni je spoleéné a optiméalni feSeni je navic jesté vazédno druhou soustavou
omezeni.

Z této nerovnosti plyne, ze optimalni feSeni je nejbliZe nejmensimu feSeni 7z aproximovanych.
Pfi feSeni postupujeme takto:

e Najdeme vSechny pfipustné hodnoty A a k nim aproximovana feSeni .

e Jako optimdlni vezmeme nejmensi z nalezenych aproximovanych feseni.

Zaokrouhlovaci heuristiky

Uvazujeme omezeni a;171 + -+ - +a; ;T; + - - ajn®y < bj, kde a; ; > 0. Potom zaokrouhlenim z;
nahoru muzeme porusit omezeni. Zaokrouhleni doli nevadi. Obdobné je to i pro a; ; < 0. Toho
miizeme vyuzit v zaokrouhlovacich technikach.

Zavedeme znaceni

“horni zamek” je kladny koeficient v daném radku matice A.
“dolni zamek” je zaporny koeficient v daném fadku matice A.
AY je pocet hornich zamki v j-tém sloupci matice A.

A% je pocet dolnich zamku v j-tém sloupci matice A.

Vyznam: Jestlize je Ag-] = 0, pak j-ty sloupec matice A neobsahuje kladné prvky. Pro proménnou
T; je moZno psat

ai,j b1

as. b
2,7 z; S 2

[ bn

Protoze jsou ale vSechny koeficienty a zdporné, mizeme proménnou z; zaokrouhlit nahoru, aniz
bychom porusili omezeni (proménnd x; neni zhora zamcend). Podobné je to pro A]L.

Jednoduché zaokrouhlent

Viechny proménné s AY = 0 zaokrouhlime nahoru a ty s A = 0 zaokrouhlime dolii.

Zaokrouhleni
Startuje z LP relaxation a bere v uvahu AV a AL,

Aplikujeme zaokrouhleni
. _ ) floor (xz;)  pro AJL < A;J
T ceil (25) jinak

Jestlize aktudlni feSeni neporusuje omezeni, pokracujeme stejné i dale.

Jestlize jsou omezeni porusena, vybereme jedno, které je poruSeno a snazime se toto poruseni
zmen§it tim, ze vezmeme jednu celo¢iselnou proménnou se zlomkovou hodnotou a snazime se ji
zaokrouhlit ve prospéch poruseného omezeni. Vybirdme proménnou s nejmensim poctem zamku
(zjevné, abychom toho co nejméné pokazili kolem).
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Priklad

Regfme IP program pro

1 2 3 8
A= 2 =5 4 |,b=]|15], c=]2, -1, 3
-2 4 1 12
x celé, nezaporné.
LP feSeni je
T = 0l 0
197y

Uvahy o zaokrouhlovani nas vedou k feseni x = [7, 0, 0] coz takeé je celo¢iselné Feseni.

2.11 Metaheuristiky

Heuristiky hledaji lokalni extrém. Nas ale vétSinou zajimaji globalni extrémy. Najit globalni
extrém znamend opustit nalezeny extrém a hledat dale - kazdy dale nalezeny “lepsi extrém” je
potom kandidatem na extrém globalni. Metodami, jak opustit lokalni extrém a hledat “globalng”
se zabyvaji metaheuristiky.

Poznamka

Predpona “meta” znamend néco “za” - napt. metafyzika je néco, co je jesté za realitou, kterou
popisuje fyzika. Podobné metaheuristika je néco, co je jesté za heuristickym hleddnim extrémii.
Je to hledani globdlniho extrému.

2.11.1 Iterativni lokalni hledani
Pfi této metodé postupujeme nasledujicim zpisobem:

1. Generujeme ndhodné feSeni.
2. Ur¢ime okoli feSeni.

3. Nahodné bereme feseni z okoli a bud ihned ebo po nékolika krocich hledame, zda existuje
lepsi feSeni, nez je naSe soucasné.

4. Pokud jsme nalezli nové lepsi feSeni, nahradime jim existujici a jdeme na bod 2., pokud
ne, pokracujeme déle:

5. Zapamatujeme existujici nejlepsi feSeni a jeho polohu a pokud neni vycerpan piedepsany
pocet iteraci, jdeme na bod 1., pokud je vyCerpan, pokracujeme.

6. Jako globalni extrém vezmeme aktudlni nejlepsi feSeni.
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Algoritmus 1ze stru¢né shrnout takto: Opakované hledame lokalni extrém a doufime, Ze mezi
nalezenymi bude i extrém globalni.

PozZNAMKA

Samozrejmeé velmi zdlezi na velikosti skoki nahodného hleddni, a to jak pii lokdlnim prohleddvdnt,
tak i pri novych iteracich algoritmu. Problém ale nent tak neprihledny, jak by se mohlo zddt.
Mdme k dispozici data, v nichZ extrém hledame. Z nich miZeme urcit hranic datové oblasti a
hledat v rdmci této hranice.

Metodu demonstruje program

a program

2.11.2 Prohledavani s tabu seznamem

Pokud se naSe hledani optima odehréva v diskrétnim prostoru feSeni, miizeme pouzit techniku
prohledavani s tabu seznamem. Hledani probiha v sériich (ur¢ity pocet kroki), které se opakuji,
dokud neni konec. V kazdé sérii se ndhodné vybere nové feSeni v okoli starého. V tabu seznamu
se nalezen feSeni uchovéivaji a algoritmus se jim v této sérii vyhyba. Po ukonceni kazdé série se
vybere nejlepsi dosazené feSeni a z ného startuje dalsi série. Startuje se z ndhodné vybraného
FeSeni.

Poznamka

Pamatovat si, kterd FeSeni jsme jiZ prozkoumali a v dalsim hleddni se jim vyhnout, je jisté dobrd
myslenka. Je ale tieba zajistit, aby kontrola tabu seznamu nebyla mnohem delsi, neZ opakované
ovérend jiz ovéreného TeSeni. Pokud je napiiklad kontrola tabu seznamu 5 krdt delsi, nez ovéient
jednoho TeSent, pak by asi bylo lépe prozkoumat 5 krdt vice reseni v daném okoli, neZ pouZivat
tabu seznam.

Metodu budeme ilustrovat na prikladé:

Resfme tlohu obchodniho cestujiciho, ktery mé projit vSemi uzly hranové ohodnoceného grafu,
vratit se do stejného uzlu a ujit pii tom co nejmensi vzdalenost (soucet ohodnoceni hran na
ceste).

Postupujeme takto:

1. Generujeme nahodné prvni feseni

2. 7 tohoto feSeni odvodime k sousedii tak, ze mezi sebou vyménime dva uzly. Toto generovani
je s tabu-listem. To znamend, ze vzdy jeden ze dvou generovanych uzli vynechame ze
zékladni mnoZziny uzli, ze které se vybira.

3. Pro generovana feSeni spo¢teme hodnoty kriteria a vybereme feSeni s minimélni hodnotou.
4. Dale pokracujeme v iteracich

5. Jako vychozi feSeni vezmeme vysledné z minulého kroku a zaroveii ho dame do seznamu
feSeni v této fazi.

6. Pokracujeme body 2., 3. a 5., a to bud’ po uréity pocet krokii nebo podle n&jakého zasta-
vovaciho pravidla (napf., Ze po urcity pocet kroku je vysledné FeSeni stejné).

Program
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2.11.3 Simulated annealing

Jedné se o metodu hledani globalniho extrému u funkce s vice lokalnimi extrémy. Metoda vyuziva
metodu Monte Carlo a prohledava prostor feSeni s postupné se zmeng§ujicimi ndhodnymi odskoky
od soucasného feseni.

Algoritmus metody je nésledujici

Zvolte:

To pocatetni feSeni

T = Ty pocatecni teplota (velikost ndhodnych skokii)
k=0

prok=1,2--- | K

1. generuj xy, z okoli xj_1
2. urdirozdil Ay = f (xg—1) — f (zx)
3. vypocti pravdépodobnost pfijeti nového zy
1 pro A <0
- {exp{—Ak/T} pro Ax <0
4. s pravdépodobnosti p pFijmi nové FeSeni (jinak z; = xp_1)

5. prepocti teplotu T = h (T, k) (tak, aby T — 0 pro k — o)

Hodnoty xj by mély konvergovat ke globalnimu extrému.

PozNAMKY
1. Funkci h (-) mazeme volit napt. jako “zapominani”: T' = Ty¢*, kde ¢ < 1 je blizko k jedné
- napt. ¢ = 0.9.
2. Body 1. az 4. se mohou nékolikrat opakovat se stejnou teplotou 7.

3. Parametr T je nazyvan teplota. To souvisi s pocatecni motivaci k metodé, kterd byla
inspirovana zihanim kovi. Cim vetsi je T, tim vétsi odskoky od soucasného feSeni se
piipousti (tim vétsi je okoli, ze kterého se generuji nové hodnoty feSeni). Hodnota T se
bé&hem feSeni zmensuje, ¢imz se feSeni stabilizuje.

Ukéazkovy program je nésledujici:

Vysledek je
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kde vlevo je vidét postupné hledani globalniho maxima a vpravo je funkce, jejiz globalni maxi-
mum hledame.

2.11.4 Ant colony optimization

Mravenci optimalizace je metaheuristika inspirovana chovanim mravendcich kolonii. M4 také
blizko ke genetickym algoritmum. Je zaloZena na heuristickém pohledavani a vyznacovani uspés-
nych strategii. Nejdfive popiSeme princip mravenciho hledani, potom sestavime algoritmus pro
tlohu obchodniho cestujictho.

Mravenci maji své hnizdo a odtud se vydavaji hledat potravu. Jednotlivi mravenci se ndhodné
potuluji pobliz hnizda a pokud najdou potravu, vraci se stejnou cestou zpét k hnizdu a ces-
tou vylucuji feromon. Ostatni mravenci p¥i svém putovani dévaji prednost cesté s feromonem.
Tim jesté feromonové znaceni zesiluji. Tak opoustéji prazdné cesty bez potravy a tvori kolonie,
putujici pro potravu.

Vidime zde dva zékladni prvky:

1. preference oznacené cesty,

2. znaceni zavislé na tspéchu cesty.

Feromonovéa stopa postupné vyprchava a tim se udrzuje aktuédlnost znaceni. Oznacené zustavaji
jen ty cesty, na které je feromon stale uklddan.

Abychom mohli byt konkrétni, budeme uvazovat tlohu obchodniho cestujictho: Mame n mést
navzajem propojenych razné dlouhymi obousmérnymi cestami s délkami d;, i = 1,2,--- ,n.
Obchodni cestujici mé projit v8emi mésty, kazdym pravé jednou, a vratit se do mésta ze kterého
vySel. Chce najit takovou cestu, ktera bude nejkratsi. (Lze Fesit pomoci IP, ale zadani ulohy je
nepifjemné - musi se vyloucit viechny pod-cesty s délkami mengimi nez je n.)

Heuristické feSeni je nasledujici.

Ulohu fesime v itera¢nich krocich 1, 2, ---. V kazdém kroku vypustime m mravencii z ndhodné
vybranych mést. Tito mravenci postupuji mezi mésty tak, aby se nikdy nevrétili do mést, ktera
uz navstivili (udrzuji si tabu list, kde maji zaznamenény uz navstivend mésta a jako dalsi
mésto vybiraji jen to, co neni na tabu listu). P¥i vybéru dalstho mésta se ¥idi podle matice
pravdépodobnosti P = [p; ], ,j = 1,2,--- ,n, kde p; ; je pravdépodobnost piechodu z mésta
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i do mésta j.2 Kdyz projdou n mésty (tj. vytvori né&jakou cestu pro obchodniho cestujiciho)
spoCtou délku této cesty a podle ni vytvoii feromonovou stopu (ktera se prida na jejich cesté k
jiz existujici stopé). Feromon F; ; podle cesty k-tého mravence se pfepocte podle vzorce

Q
Fij=Fij+ In
pro v8echny i, k, které lezi na této cesté; Ly je délka cesty, @ je konstanta. A to se provede pro

kazdého mravence k =1,2,--- ,m.

Po dokonceni kazdého kroku iterace se znovu konstruuje matice pravdépodobnosti P podle
aktualniho feromonu - v nejjednodussi formé

P o< Fy
nebo
P, x F;;/d; ;
tedy bud je pfimo Gmé&rna feromonu, nebo se vezme v tvahu jesté délka d, ; cesty 4, j (preferuji
se kratsi useky cesty).

Z matice P se generuji pravdépodobnosti pfechodu mravence z aktualniho mésta i do dalstho
mésta j tak, ze se z matice P vyberou prvky {P;,;} kde j € J a J oznafuje mnozinu v3ech
piipustnych mést, tj. mést, do kterych mravenec smi pokracovat (co nejsou na tabu listu). Tyto
prvky se pak normuji tak, aby jejich soucet byl roven jedné: p;, = {%} pro i pevné a
jed.

Tyto itera¢ni kroky se opakuji - bud urcity pocet nebo dokud nedojde k ustaleni sméru pohybu
mravencti. Kazdopadné, v kazdém kroku se uréi nejkratsi nalezené cesta a pokud je mensi nez
aktudlni minimum, tak se zapamatuje. Vysledkem pak neni nejkratsi cesta z posledniho kroku,
ale nejkratsi cesta dosazena béhem iteraci (mravenci ¢asto zamrznou na neoptimalni cesté i kdyz
na optimélni jiz byly - pozn. piekladatele).

Start algoritmu je nasledujici:

F je matice malych kladnych nahodnych ¢isel (tak, aby je ovlivnil feromonovy pfepocet, ale ne
moc, aby se mravenci stacili rozbéhnout kolem mravenis§té a nebyli p#ili§ rychle vazani na novy
feromon.

N&hodné se generuje m mist. Kazdému mistu k se prifadi tabu list ve kterém je jako prvni
vyznateno misto k. Nasledujici misto se vybere podle pravdépodobnosti p;, a to bud misto s
maximélni pravdépodobnosti (greedy heuristika) nebo se generuje z rozdéleni s pravdépodob-
nostni funkci p (pravdépodobnostni heuristika).

Dale algoritmus bézi v iterac¢nich krocich. Vysledkem je nejkratsi dosaZend cesta v prubéhu
celého béhu algoritmu.

Dale uvadime program ve Scilabu

2.12 Dodatky

2.12.1 Kontrolované cykly v tloze TSP

V tdloze TSP hledame nejkrat§i cestu n mésty. Zakladni podminka je, ze kazdy uzel grafu,
popisujici mésta a cesty mezi nimi, ma jen jednu vstupni a jednu vystupni hranu (nebo 2

20 tvorbé této matice bude zminka dale.
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hrany v neorientovaném grafu). Tato podminka ale nezaruéi, Ze budou vSechny mésta navzijem
propojena. Této podmince totiz vyhovuji dva nebo vice oddélenych sub-cykli. Tyto sub-cykly
musime eliminovat. Pro k-krokovy sub-cyklus to provedeme podminkou, Ze nesmi mit vice nez
k — 1 hran.

Které cykly je tieba hlidat?

1-krokové cykly jsou vylouceny piimo zadanim stavové matice z jejiz prvky indikuji pouzité
hrany. Ta méa vzdy diagonélu rovnu 0.

2-krokové cykly u symetrické tlohy (neorientovany graf) také neni t¥eba hlidat. PouZzité prvky
matice x jsou definovany jak bindrni veli¢iny. V pfipadé 2-krokového cyklu by tato matice méla
nékteré prvky rovny dvéma

U asymetrické ulohy tyto cykly kontrolovat musime.

Dale pak staci cykly kontrolovat do stupné [2] kde [-] znaéi celou ¢ast &isla. Lze totiz dokazat,
ze pokud se v grafu utvoii sub-cyklus, pak také ostatni uzly lezi v cyklu nebo nékolika cyklech.
Tedy pokud jsme jiz zkontrolovali cykly az do Fadu [%], vyssi fady uz jsou vyloucené, protoze

by byly doplnény niz§imi, které jsme ale vyloudili. Nejlépe je to vidét na piikladu grafu s péti a

@
@
g /

graf s Sesti uzly

graf s péti uzly

Pro pét uzla je [%] = [g] = 2. A skute¢né, sub-cyklus délky 3 uz nemusime kontrolovat, protoze

je doplnén sub-cyklem délky 2, ktery uz byl kontrolovan.

Pro 6 uzli je [2] = [$] = 3 a vidime, Ze tento cyklus je posledni, ktery je tieba kontrolovat.

To, jak cykly vyhledat, ukdZzeme v néasledujicich odstavcich.

2.12.2 k-krokové cykly v neorientovaném grafu

Ukolem je vyjmenovat viechny k-krokové cykly v neorientovaném n-grafu. Tato tloha odpovida
vybéru v8ech k-prvkovych podmnozin uzli z grafu o n uzlech, a tedy v urceni vSech kombinaci
k prvki z mnoziny o n prvcich.

JAK SE DELAJI KOMBINACE k Z n?
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Ukazeme pro 4 krokové cykly v péti uzlech?.

Zatneme 1 2 3 4 a odzadu pfic¢itame jedna. Kdyz to pieleze, udélame pienos.

1234
1235
udélame prenos pies 5
1245
po pienosu pokracujeme ne od zacatku, ale dalsi vyssi ¢islici
dale bude zase prenos, ale pies celé 4 5
1345
a pokracujeme zase dalsi vySssi ¢islici (5)
a zase prenos pres 3 4 5
2345
a hotovo

Dostali jsme 5 kombinaci - Cy (5) = 2332 = 5.

1
Poznamka: Cely cyklus bude koncit vZdy stejnym wzlem, jakym zacinal. Proto napt. 1 2 38 4
vlastné znamend 1 2 8 4 1. A stejné i pro ostatni.

2.12.3 k-krokové cykly v orientovaném grafu

Uloha detekce cykli v orientovaném grafu navazuje na piedchozi ilohu o grafu neorientovaném.
Zakladem jsou opét kombinace uzla, ale tentokrat se cykly v jedné kombinaci mohou ligit ve
sméru hran. Napf. kombinace 123 obsahuje 2 rizné cykly: 1231 a 1321. Naopak, drdhy 1231,
2312 a 3123 tvoii jeden a tentyZ cyklus, jen pocatek se posouvi. Abychom uréili vSechny riizné
cykly a vyhnuli se tém, které jsou jen posunuté, budeme postupovat takto:

V kazdé kombinaci fixujeme jeden uzel a vypiSeme v8echny permutace ostatnich. Tyhle permu-
tace by mély znacit pravé ty cykly, které v tomto piipadé hledame.

Poznamka

Pocet vsech cykli v k-grafu je ddn poctem vsech kombinaci krdt pocet variaci, déleny poctem
posunuti

(n)k!_ n! k! (,%‘k);vk(n)
k) k  (n—k)kk k k

JAK SE DELAJI PERMUTACE k7

Ukazeme pro graf se 4 uzly.

Permutace 1ze generovat rekurzivng. Oznac¢ime P (a, b, ¢) jako permutace z a, b, c. Potom
P(1,2,3,4)=[{1,P(2,3,4)}, {2,P(1,3,4)}, {3,P(1,2,4)}, {4,P(2,3,4)}] kde
P(2,3,4)=[{2,P(3,4)}, {3,P(2,4)}, {4, P (2,3)}] atd. pro P (1,3,4), P(1,2,4) a P (1,2,3).
P (3,4) = [{3,4},{4, 3}] a stejné pro ostatni.

Konstrukce je tady

3Jak jsme pravé ukdzali, tento cyklus bychom v tiloze TSP nefesili. Postup generovanf kombinaci na ném ale
ukazat lze, a bude docela kratky (coZ se nam hodi).
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12P(34) 1234 1243
1P(234) |13P(24) 1324 1342
14P(23) 1423 1432
21P(34) 2134 2143
2P(134) |23P(14) 2314 2341
24p(13) 2413 1431
P(1234)
31P(24) 3124 3142
3P(124) |32P(14) 3214 3241
34p(12) 3412 3421
41P(23) 4123 4132
4p(123) |42pP(13) 4213 4231
43P(12) 4312 4321

P(1234)=41=24

Priiklad

Vyjmenujte v8echny sub-cykly orientovaného grafu se 7 uzly.
Budeme kontrolovat cykly pro k =2,--- [Z] = 2,3.
2-krokové cykly:

Kombinace - 12, 13, 14, 15, 16, 17, 23, 24, 25, 26, 27, 34, 35, 36, 37, 45, 46, 47, 56, 57, 67. Je
jich (;) = 21. Pozn. na konci bude vzdy je§té pocatecni uzel. Tedy 12 znamena 121. Atd.

Permutace - nic
3-krokové cykly:

Kombinace - 123, 124, 125, 126, 127, 134, 135, 136, 137, 145, 146, 147, 156, 157, 167, 234, 235,

236, 237, 245, 246, 247, 256, 257, 267, 345, 346, 347, 356, 357, 367, 456, 457, 467, 567. Je jich
7

(3) = 35.

Permutace

— pro prvni kombinaci 123. Fixujeme uzel 1 a permutace zbylych je 23 a 32. Tedy dostaneme
dva 3-krokové cykly 123 a 132.

— pro dalsi kombinaci 124. Fixujeme 1 a dostaneme 124 a 142 atd.

V Excelu jsou dva programy pro graf s Sesti uzly. Prvni je a v ném se
ukazuje, Ze kdyz se nehlidaji permutace (tady 3-krokové cykly tam i zpét), tak se skutecné v
mohou objevit 2 t¥i-krokové cykly. To je Spatné.

Stejny program, ale spravné (i s permutacemi) je v programu



KAPITOLA 2. MODELY CELOCISELNEHO PROGRAMOVANTI 76

2.12.4 TSP jako nelinearni problém
Zadani alohy :
Obchodni cestujici méa navstivit n mést, kazdé z nich pravé jednou a vratit se do stejného mésta,

ze kterého vySel. Cena ca cestovani ma byt co nejmensi. Ceny tras z mésta ¢ do mésta j jsou
dany jako prvky ¢; ; matice c.

Reseni

Zavedeme stavovou matici s prvky z; ; € {0,1} (nepujde, pujde z i do j) a uloha je zadana
nasledovné

n n
E E Ci i T 5 — min

i=1 j=1

Zwi,j =1, Vj (tj. sloupce)

=1

> wig =1, Vi, (tj. fadky)

Jj=1

Podminky na sub-cykly fesime nésledujicim zptisobem

) diag (X) =0
> diag (X?) =0

Zdiag (x* ) =0

kde n je pocet mést (uzli) a X je ¢tvercova matice stavovych proménnych x; ;.

Poznamka

Misto podminky > diag(X) = 0 by také méla jit velikd penalizace na diagondle matice c. S
hodnotou 1000 to ale numericky selhdvalo.

Excel:
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2.12.5 Nejkratsi cesty mezi viemi uzly (nelinearni)

Velice elegantni algoritmus, podobny algoritmu pro vyhledévani cykla grafu, ktery ale podobné
neni linearni.

Mame ¢tvercové matice A a B s nezapornymi prvky. Zavedeme operaci minimélni s¢itani
minS(A4,B) pomoci formule

minS(A, B)i’j = mkin (A, + Buj), Vi, j

Pro matici vzdalenosti d orientovaného n-grafu zavedeme
d® = min$ (d, d)

je matice nejkratgich drah tvorenych dvéma hranami.

Podobné déle
d® = minS (d, d<2>) , d® = min$ (d, d<3>) .

jsou matice nejkratsich drah tvotfenych tfemi, ¢tyfmi atd. hranami.

Nés bude zajimat matice vSech nejkratSich drah v grafu, tvofenych danym poctem hran, z
libovolného uzlu do jiného libovolného, tj. matice

d® = minS (d, d(k‘l))
kde k=1,2,---n — 1 je pocet uzla v grafu.
Priiklad

Uvedeny algoritmus budeme demonstrovat na piikladé grafu se ¢tyfmi uzly

daa
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Matice délek hran bude
din diz diz dia

doy dop daz  dos
d3y d3z dzz das
dyy  daz daz dag

Prvky této matice ukazuji délky jedno-krokovych drah mezi uzly. Tak napft. di2 je délku cesty z
uzlu 1 do uzlu 2 v jednom kroku.

Oznacime d® = min$ {d, d}. Napf jeho prvek d'2 bude
d$y) = min{ [di1, di2, i3, dra] © =

= min {dy1 + di2,d12 + daz, d13 + d32,d14 + daa}
kde operace @ znamend s¢itani odpovidajicich prvka vektort.

Cleny souctu v minimu posledniho vyrazu predstavuji délky vSech dvou-krokovych cest z uzlu
1 do uzlu 2:

— prvni: smyc¢ka v 1 a prechod z 1 do 2,

— druhy: pfechod z 1 do 2 a smycka v 2,

— tfeti: pfechod 1 do 3 a z 3 do 2,

— ¢tvrty: pfechod z 1 do 4 a ze 4 do 2. A z nich se vezme minimalni.

Prvky celé matice d® pak piedstavuji minimalni dvou-krokové drahy mezi p¥islusnymi uzly.

Matice d® = minS (d,d®?) je pak tvofena viemi nejkratiimi tfi-krokovymi drahami mezi pfi-
slusnymi uzly.

Delsi drahy uz v grafu neexistuji.

Vezmeme-li nyni matici D, jejiz libovolny prvek D;; je

Dij = min {di;, dY, )’}

ij > Qij
kde nuly jsme zameénili na velké ¢islo, pak tato matice obsahuje délky minimélnich drah z z uzlu
idouzluj,i,j=12---,n—1 (tady 4,5 = 1,2,3) a to bez ohledu na pocet hran, které ji
tvori.

Program ve Scilabu

2.12.6 TSP s opakovanymi navstévami mést

Zadani alohy :

Uloha je dana jako asymetricky TSP, ale pfipoustime vice navitév jednotlivych mést. Typicka
aplikac¢ni tdloha je rozvoz zbozi.

Reseni

Misto matice vzdalenosti jednotlivych dvojic uzli (ohodnoceni hran grafu) zaddme matici nej-
krat$ich vzdalenosti mezi jednotlivymi dvojicemi uzla. MuZe byt: bud je vzdélenost spojovaci

hrany nejmensi, pak ji nechame. Nebo existuje kratsi cesta, pak ji prepiSeme. Nebo hrana nee-
xistuje, pak ji pfiddme s ohodnocenim nejkratsi vzdalenosti mezi témito uzly.
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Poznamka

Matice nejkratsich vzddlenosti se velice jednoduse spocte pomoci operace ,minimalni sé&itani
matic, uvedené v predchozim odstavci.

Na upravenou matici (nyni minimalnich vzdalenosti mezi uzly grafu) aplikujeme TSP. Dosta-
neme navazujici dvojice uzli, které v pivodnim grafu vyznacime. Kazdou hranu ale musime
prozkoumat. Pokud je délka hrany minim&lni délkou, pak ji na cesté ponechdme. Pokud neni
minim&lni, musime hledat, po kterych hranach minimalni cesta mezi aktuédlni dvojici bodu vede
a misto aktuédlni hrany vyznac¢ime tuto minimdlni cestu. Tim se muze stat, ze nékterym uz-
lem projdeme vicekrat, ale miizeme dostat kratsi cestu nez kdyz trvame na podmince jediného
prichodu kazdym méstem.

Excel: U21c_ tspOpak.xlsx

1 Nejkratsi cesta s opakovanim mést

2 ze Scilabu

3 d o 5 1 9 8] d_min 0 3 1 2 4 Nastavit cil:

4 8 o 8 6 6| 8 o 7 6 6|

5 1 2 0 1 7] 1 2 0 1 3 Na: O max @® Min
6 6 2 1 o 2| 2 2 1 o 2|

7 2 7 9 1 0] 2 7 9 1 0] Na zakladé zm&ny proménnych bun&k:
2 $BS10:5F514

9 1 2 3 4 5 5x

10 ! 0 0 1 0 9 1 I= R Omezyjici podminky:

11 2 0 0 0 0 1] 1 . T

E B o 1 o 0 o H :I_ :::ig:i:ig ; kimarm?msln

ey “ 1 o 0 o ol 1 $C$17:5C526 <=1

14 5| 0 0 0 1 0] 1] $E$17:5E521 =0

15 Sx 1 1 1 1 i =1 $G510:5G514 = 1

16

17 |Cykly 12| 0] 1 0] uzly  1-3 1

13 13| 1 2| 0f 3-2 2

19 14] 1] 3 0] 2-5 6

20 15 0f 4 0f 5-4 1

21 23 1] E 0| 4-1 jdepo 4-3 1

22 24 of =0 3.1 1 Nastavit proménné bez omezujicich
23 25 1] o

24 34 0| celkem: 1+2+6+1+2 = 12 (viz kriterium) Ritelislneloculi=ett

25 35| 0| 1-3-2-5-4-1-3-1 takiedola sevleze 2x

26 5 1] Metoda FeZeni

27 <=1 Modul GRq Nonlinear vyberte pro hladl
23 problémy ReSitele a modul Evolutionar




Kapitola 3

Programové vybaveni

3.1 Excel

3.1.1 Regitel

Pro feSeni tloh linedrniho programovani je mozné pouzit aplikaci f{eéitel, tedy aplikaci, ktera
slouzi k vyhledavani extrému funkce. Regitel je soucasti MS Excel. Vyhoda této aplikace je v

tom, ze je pfehledna a Excel je bézné vyuzivany a rozsifeny tabulkovy procesor. Nevyhoda je,
7e je omezeny prostorem a pro slozité ilohy se musi pouZit jiny program.

Vgechny tdlohy byly naprogramovany ve verzi MS Excel 2013 a i na tuto verzi optimalizovany.
Z toho davodu nerucime za nefunk¢énost ve starSich verzich. Tato verze je zdarma ke staZeni na
http://download.cvut.cz/. Resitele naleznete po spusténi v zélozce DATA, viz obréazek 3.1.1.

= = Sesit] - Bxcel T @E -t

Bl DOMO  VLOZENI  ROZLOZEN[STRANKY ~ VZORCE  DATA  REVIZE  ZOBRAZEN( Pavla Pecherkova
[RZ Accessu Iy [ Piipojeni’ s TR D Solver
! I, 1
webu tnosti t

8 Zjinych  Existujici | Aktualizova 7| Sefadit  Filtr )
[bZtety i~ phipojent avit odkazy | A Y- Upfesnit

Nagist externi data Sefadit a filtrovat G Analjza
Al - fe

A B [ D E F G H J K E M N o P Q R S
i1

Obrazek 3.1.1: Excel - Data - Resitel (Solver)

Pokud tam neni, je nutné ho aktivovat. Lze aktivovat néasledujicim zptisobem:

1. oteviete “Soubor - Moznosti - Dopliiky” a otevie se vam nové okno, viz obrazek 3.1.2 (a),

2. v otevieném okné dole klikneme na “Spravovat: Dopliiky aplikace Ezcel” a otevie se dalsi
okno, viz obrazek 3.1.2 (b). Zaskrtneme “Regitel” a potvrdime pomoci tlaitka “OK”.

Pokud vie probéhlo v potadku, v zélozce DATA se objevi Regitel (v anglické verzi Solver).
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Popi Obsshuje nistoje pro anatyzu satstickjch s indenjrsic dat
Spravovat: [Doplky aplikace Excel v | | prgi.
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(a) (b)

Obrazek 3.1.2: Aktivace Regitele

3.1.2 Model v sesité Excel
1. Nejdfive vymezime blok bunék pro neznamé x (piipadné dalsi neznamé).

2. Dale zapiSseme vSechny zadané veli¢iny - vétSinou to jsou ceny c a koeficienty linearnich
omezeni A a pozadované pravé strany b.

3. Spocteme viechno, co je potieba spocitat (do Resitele se davaji jen odkazy na buiiky nebo
bloky bunék). Vétsinou to je:
(a) kritérium 'z = )", c;x;

(b) vypottené pravé strany omezeni Az = Zj a;jx; Vi
4. Zavolame Regitele a zadame vSechny odkazy

a) zvolime Min nebo Max pro kritérium,

(a)
(b)
(c)
(d) vétsinou nechame zatrZenou volbu “neomezené velic¢iny jsou nezaporné” (nemusi se to
jiz deklarovat v podminkach)

zadame blok nebo bloky pro neznamé (optimalizované) veliciny,

pfidame omezeni ve tvaru <, > nebo binarni (voli se na stejném misté)

(e) a v okénku dole vybereme volbu “Simplex LP” - linearni programovani.

3.1.3 Triky pfi praci v Excelu

Blok bunék - tazeni mysi nebo Shift+8ipka.
Pfremisténi bloku (s Ctrl kopie) - uchopeni za okraj (buiiky nebo bloku) a taZeni.

Vkopirovani hodnoty do celého bloku - vytvorime blok, zaddme hodnotu a Ctrl+Enter.
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Maticové vzorce - provad&ji operace (nejéastéji nasobeni) prvek po prvku. Zadéavaji se pomoci
Ctrl+Shift+Enter. Vysledek mize byt v jedné buiice, nebo v bloku bunék. Blok je mozno zadat
piedem (pak se objevi vysledky v celém bloku). Vzorec je moZno kopirovat se viemi pravidly o
posunu adres.

Fixace adres (absolutni adresy) - zafixované adresy se pii kopirovani neposouvaji. Adresu fixuje
dolar pied pismenem, ¢islem nebo obojim. Dolar pred pismenem fixuje adresu pii vodorovném
pohybu, pied ¢islem pfi svislém pohybu a pred obojim i ve vodorovném i svislém sméru.

Zadani dolard - automaticky zadame dolary klavesou F4 ihned po vloZeni adresy (jinak se
musi adresa dat do bloku). Opakované stisknuti F4 provede: oba dolary, jen pfed ¢islem, jen
pied pismenem, zadny dolar (atd.).

Skalarni soucin - pokud potiebujeme maticovy vypocet = 3 . a;b; lze ho jednoduse vytvofit
tak, ze vytvorime sumu soucinu dvou sloupci a poté zmackneme Ctrl+Shift+Enter. Napiiklad
=suma(A1:A10%B1:B10) + Ctrl+Shift+Enter.

Soucdin matice a vektoru - matice je B1:D10 a vektor A1:A10. Soucin je =suma (B1:D10*$A$1:$A$10)
+ Ctrl+Shift+Enter a rozkopirovat svisle. (Adresa s dolary je absolutni - viz fixace adres.)

3.1.4 Ptiklad v Excelu
Resime obecny piiklad linearntho programovani

5r1 + x9 — max

31’1 + 51’2 < 15
221 + 22 <
T2 <
T1,x2 Z 0

Pro piehlednost, je hned na zac¢atku uvedeno feeni, které je oznaceno modrym pozadim (obrazek
3.1.3). Dale jsou uvedeny vahy v kritériu (pro variantu (a) v obecném piikladu), tedy véahy
¢ =[5, 1]. Nasleduji podminky jako matice

A:

o oW
— = ot
S
Il
o

které jsou také ve ¢tverecku s zlutym pozadim, stejné jako vahy v kritériu. Kritérium, které
je oznaceno zelenym pozadim v rdmecku, je zdkladni parametr, kde se hledd maximum nebo
minimum. Ani tento parametr neménime. P¥i praci se obvykle méni pouze policka s Zlutym
pozadim, tedy zadani.
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A B € D E B G H I J K L M
1 Uvodni piklad
2
3 x-hledané hodnoty modre - fedeni
4 0 2 zluté - zadané hodnoty
i zelené - kritérium
6 c-ceny bez barvy - potitané buriky
7
8 a) p
9 |b) 1 1 daldi
10 |c) 1 3 varianty
11 |d) -1 1 ptikladu
12
13 |a - koeficienty omezeni ax b - pravé strany omezeni
14 o 5 10 15,
15 2 1 2 <= 8
16 0 1 2 2
17 A
18 {=SUM(B15:C15*5B54:5C54)}
19 Kritérium

20 <« [-SUM(BT:CT*B4:C4}}

24 Pozndmky
25 |cx : =SUM(B7:C7*B4:C4) + Ctrl Shift Enter,
26 kde adresy proménnych ¢ a x ziskdme mysi pfejetim po burikdch s promé&nnymi

28 ax:=SUM(B13:C13*$B$4:5C54) + Ctrl Shift Enter, a rozkopirujeme
29 kde "dolary" dostameme stisknutim F4 (absolutni adresa - neposouva se)

31 |V programu Reditel je mo#no zatrhnout volbu: Fedeni je >= 0 (neni tfeba extra zadavat)

Obrazek 3.1.3: Priklad v Excelu

V pripadé, Ze jiz mame nastavené zakladni hodnoty, prechazime k Resiteli (Solver). Spustime
DATA-Resitel (Solver) a objevi se nam tabulka znazornéna na obrazku 3.1.4 (a). Pro spravnou
funkci je potfeba nastavit nasledujici:

1. U&elova funkce - odkaz na buiiku s kritériem (zelené pozadi).

2. Hledat - hleda se minimum, maximum nebo uré¢itad hodnota. Pro zadavajiciho je dulezité
si uvédomit co hled4 (u zisku bude hledat maximum a u nakladi minimum).

3. Promeénné modelu - vysledek (modré pozadi). Zde bude optimalni hodnota pro zadané
veli¢iny (napiiklad kolik kust vyrobku A a B vyrobit).

4. Omezujici podminky - zde musi byt vSechny podminky, které je potieba splnit, tzn.
vytvoii se sloupcovy vektor, do kterého se vypocita soucin vysledku (napiiklad kolik kusii
vyrobit) s hodnotou fadku tak, aby se dal vysledek porovnat s omezenim. Tedy ,,a -z’
porovname s pravou strannou omezeni. Pokud bude jesté jiny pozadavek, napiiklad mini-
malni vyrobené mnozstvi, musi se zapsat také do Omezujicich podminek, kde se klikne na
ikonku Pfidat a nadefinuje se nova podminka.

5. Nastavit podminky nezapornosti - u vétsiny problému se ocekavi, ze vysledek nemuze
byt zaporny (nemuZeme vyrobit -5 vyrobki). Tato podminka se mize zadat pfimo do
omezujicich podminek nebo se zagkrtne policko s podminkou nezapornosti.

6. Vyberte metou feeni - na vybér je Gradientni metoda, Simplexova metoda a Evolu¢ni
algoritmus. Zvoleni vhodné metody je na zadavateli a ur¢i se podle typu tlohy.
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(a) Simplexova metoda - linearni optimaliza¢ni ulohy,
(b) Gradientni metoda - hladké nelinearni optimaliza¢ni tlohy,

(c) Evoluéni algoritmus - nehladké nelinearni optimalizaéni tlohy.

Parametry Resitele
Uéelova funkce: $B514) B
Hiedat () pax ® Min O Hodnots:
Proménné modelu:
$B54:5C54 £
Omezujici podminky:
SDST:SDSE > = SF7:5FS8 . > i i
i Vysledky Resitele
Zménit =
Resitel nalezl optimalni fe3eni.
Qdstranit Sesmwil
Vysledkova
y Citlivostni
Vynulovat vie Limitni
(O Obnovit pivodni hodnaty
Nagist nebo ulozit
Nastavit padminky nezipornosti Clviardo dinlosasdo g Parsmetbemiels: [ Sviacie ok
Vyberte metodu feseni: Simplexavé metada ¥ Moznosti
e
Metoda feieni
Simplexovau metadu zvolte pro linearni optimalizaéni problémy, Gradientni metodu pro hiadke e ————
nelineami problémy a Evoluéni algoritmus pro nehladké nelineami prablémy. Reditel nalezl optimalni Feseni.
Pii poufiti Gradientni metody nalez! fesitel lokaini optimum, pii poutiti
Simplexové metady nalezl globalni optimum

(a) (b)

Obrazek 3.1.4: Regitel

Poté se jiz jen zada funkce FeSit a objevi se nasledujici tabulka 3.1.4 (b). Tam nechame zagkrt-
nutou moznost Uchovat feSeni ReSitele a potvrdit tlacitkem OK.

3.2 LiPS

LiPS - Linear Program Solver je free software, ktery provadi vypocet uloh linearniho (i celo¢i-
selného) programovani. Navic obsahuje také feSeni uloh citlivosti a stability. Program neni tfeba
instalovat, lze ho spustit pfimo z .exe souboru, stazeného na adrese

https://sourceforge.net/projects/lipside/

Tento software je doplitkovy a budeme jej pouZivat jednak jako ukdzku simplexové metody,
kterou ukazuje krok po kroku, jednak pro demonstraci citlivosti a stability uloh.

Poznamka

Podobnyj, ponékud silnéjsi ale také slozZitéjsi, je program LPSolve
https://sourceforge.net/projects/Ipsolve/files /Ipsolve/

Hodi se na rozmérné redlné ilohy.
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Po spusténi programu LiPS se objevi aplikace s pracovni plochou. V ni je mozno oteviit nové
nebo jiz diive ulozené okno ,model”. To muze mit dvoji podobu: text nebo tabulka, a to jak
u nového, tak i u oteviraného okna (u oteviraného je typ okna mozno vybrat v poli dole pod
okénkem Néazev souboru).

Model se nejlépe zada ve formé tabulky. Potom je mozno model ulozit a oteviit v textové podobé.
Tim se zjisti, jakd jsou pravidla pro textové zadavéni.

Regeni modelu se spusti ikonkou s bilym trojihelnikem na zeleném poli. Po spusténi se objevi
vysledkové okno ,report”, ve kterém je ulozen cely postup feSeni v simplexové tabulce. Vysledky
jsou v poslednich dvou tabulkich nadepsanych jako RESULTS.

Prvni tabulka ukazuje feSeni (Value), zadané ceny (Objective cost) a koeficienty stability (Re-
duced cost).

Druhé tabulka uvadi pravé strany omezeni (RHS), rozdily mezi levou a pravou stranou omezeni
(Slack) a koeficienty citlivosti (Dual price).

Po spusténi modelu a s kurzorem v okné modelu 1ze spustit dalsi ikony vpravo od ikony Solve.
Jsou to Sensitivity analysis, Matrix map a Solving history.

Po spusténi Sensitivity analysis (modré S) se objevi tabulka, kde vybereme RHS Range (All) a
COST Range (All) a pFesuneme je Sipkou do pravého pole. Po OK se objevi citlivostni analyza.

Zbylé volby v predchoziho menu provadi analyzu v situaci, kdy zvolime jiné pravé strany nebo
jiné koeficienty matice omezeni A. Ty je tieba zadat tak, Ze se kurzorem postavime na piislusny
fadek v pravém okné a zvolime dole Settings...

Zadany model, stejné jako FeSeni nebo citlivost je mozno uloZit na disk.

Zakladni pohled na LiPS je v nasledujicim obrazku
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[® LiPS - LiPS Report2

: File Edit View Solution Window Help
4-@d LB ®0.:0S M,

@)=
X1 X2
Objective 2 Y
Constraint1 1
Constraint2 3
Constraint3 1

Integer NO

| LiPS Report2

>> optimal solution FOUND
>> Maximum = 5.5

wa® RESULTS **»

variable value obj. cost| Reduce
X1 2.5 2
X2 0.5 s
constraint RHS slack pual
constraintl 3 0
Constraint2 8 0
constraint3 12

>> Timing information
Phase I: 0 iters in 0.000 secs
Phase II: 2 iters in 0.002 secs

Linear Program Solver v1.9.4 Ready

3.3 Linear programming grapher

Jedna se o webovou aplikaci na adrese
https://www.zweigmedia.com /utilities/Ipg/index.html?lang=en

do které lze zadat model dvourozmérné tlohy linedrniho programovani a tlohu spustit tlac¢itkem
Solve. Ukaze se piipustny simplex feSeni s popisem jednotlivych hranic omezeni a samoziejmé
optimalni feSeni. Model se zada nejlépe tak, Ze spustite LP Examples a vysledek upravite podle
svého.

Vlevo nahote, pod Zlutou zilozkou Main Page, je tlacitko Simplex method utility. Ta umoziiuje
fesit obecnou ulohu LP. Doporucuje se pracovat v nové verzi (Cerveny text).

Pohled na Grapher je na nasledujicim obrazku
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Lines through vertex

87

Vertex ‘Value of objective
(2505 J;;f ;238 5.5 Maximum
®(0.75,2.25) ﬂz;ju 3.75
® (26667, 0) ;x:;y = 53333
®024) i: gy =2 24
® (0,0) S 0
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Kapitola 4

Sbirka prikladu

(Bude se postupné rozsifovat. Kazdy novy piispévek je vitan.)

4.1 Set covering

4.1.1 Planovani smén - zaméstnanci

Zadani alohy

Planujeme obsazeni 4 smén obsluhy v restauraci s rychlym obderstvenim. Aby jednotlivé smény
na sebe dobfe navazaly, musi se na zacatku a na konci piekryvat. Proto cely den (24 hodin)
rozdélime na okna po 3 hodindch a smény sestavujeme podle nasledujici tabulky (X oznacuje

piitomnost piislusné smény v prislusném okneé)

Okno 6-9 9-12 12-15 15-18 1821 21-24 0-3 3-6 | Plat
Sména 1 X X X 135
Sména, 2 X X X 140
Sména 3 X X X 190
Sména 4 X X X 188

Pozadavek | 55 46 59 23 60 38 20 30

Cilem je sestavit smény tak, aby celkova vyplacend odména byla co nejmensi

Poznamka

Sména bude mit urcity pocet lidi tak, aby se v kazdém okné vyhovélo poZadavku.

je pro vSechny stejny a je dam dobou, kdy sména pracuje.

ResSeni

Zavedeme: d; - potiebni pracovnici pro okno ¢ =1,2,--- 8

d = [55,46,59,23, 60, 38, 20, 30|’

88

Plat ve smeéné
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¢; - plat pro sménu j = 1,2, 3,4 (v ramci jedné smény je stejny plat),
¢ = [135,140, 190, 188]
y;j - pocet pracovnikl ve sméné j = 1,2, 3,4, (optimalizovany stav)
li

Y= [y1,y2,93, Y4
a matici a, transponovanou k uvedené tabulce s jednickami na pozicich X a jinde nulami
0
Ai j =

)

—_ o O =
oo O
O O = =
o= = o
o= OO
_ -0 o
_ oo O O

1
0
0

tedy fadky i odpovidaji sménam, sloupce j oknim.

Zépis standardni dlohy je nasledujici:

— kriterium (minimalni celkové odmény)

J = Z CiYi — min
i
— podminka (splnéni pozadavki na obsazeni v oknech)
Z yidi; > d;
i

Yi > 07 int

Excel:

89
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A B C D E F G H J K L M
1 Scheduling pro lidi na plny tvazek
2
3 a matici pifeme transponované, aby se dobfe nasobilo ay y stav w plat pro smény
4 1 1 1 0 0 0 0 0 46 135
5 0 0 1 1 1 0 0 0 23 140
6 0 0 0 0 1 1 1 0 38 190
7 1 0 0 0 0 0 1 1 30 188
8
9 ay pocet lidi v oknech kriterium
10 76 46 69 23 6138 68 30| ) 122290
11
12 |d pozadavek v oknech
13 55 46 59 23 60 38 20 3D|
14 -
x
16
17 Nastavit cil: 5
18
19 Wa: () mMax ® Min () Hodnota: 0
20 Na zékladé zmény proménnych bunék:
5; $154:5157 2.5
23 Omezujici podminky:
24 SASI0ISHEL0 >= $A513:$HE13 Pridat
25 $1$4:$1$7 = celé_gislo .

4.1.2 Planovani smén - zaméstnanci + brigadnici
Zadani alohy
Zase jako pied tim, ale najimame i brigaddniky. Ty p¥ijimame na divoko (do jednotlivych ¢asovych

oken), platime mzdou m; a jejich poCet oznacime z; pro kazdé okno j. Navic musi platit, ze
brigaddnici nesmi byt ve sméné sami. Vzdy s mini musi byt alesponi jeden zaméstnanec.

Reseni

Kriterium

J = Zciyi + ijl‘j — min
i J

kde >, c;y; je to, zaplatime zaméstnancim a Zj m;x; je plat brigadnikim.
Dale je vhodné vyjadiit pocet zaméstnancti v oknech z

% =Y yidi;
i

Podminky

— uspokojeni po¢tu pracovnikii v okné j (zaméstnanci + brigadnici)

Zj+$j2dj
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— brigadnici nesmi byt sami'

Excel: U22b_ partSchedul .xIsx
A B c D E F G H I 1 K L M N a

1 |Scheduling pro zaméstnance a brigadniky

2

3 a rozvrienismén 51-54 v oknech 01-08 ¥ W

4 1 1 1 0 o o ) 0 36 135 stali

3 o o 1 1 1 o 0 0l 23 140 zaméstnaci
6 o 1] ) 0 1 1 1 0 1 1390

7 1 0 a 0 0 0 1 1 19 188

8 potty platy

9 lay potty zaméstnancd v oknech zaméstnancd  ve sméndch

10 55 36 59 23 24 1 20 1‘3| ve sméné

11

12 x potty brigddnikd v oknech kriterium

13 0 10 0 0 36 37 0 11| J E _1_ brigadnici
14

15 ¢ platy brigadnikd v oknech

16 60 55 58 51 56 63 78 82'

1] LI

18 \a.y +x poity viech pracovniki v oknech

19 55 46 59 23 60 38 20 30|

20 podminky
21 d pofadavky na poéet pracovnikil v oknech podminkal a.y+x>=d

22 55 46 59 23 60 38 20 30| (splné&ny poZadavky)

23

24 podminka na zaméstnance kdyZ jsou brigadnici

25| 5500 3590 5900 2300 2364 63 2000 18389 podminka2  M*sum(ay-x)>=0

26 {nesmi byt sami brigadnici}

=

31 Nastavit cil: Rz
32

33 Na: () Max @) Min () Hodnota: 0

34

35 Na zéklads zm&ny proménnych bunék:

2? $154:$)67;5A513:5H$13 £
38

Omezujici podminky:

20 $A4%$13:$H513 = celé_gislo Fiidat
$A$19:6H519 == $A$22:5H$22

$1$4:4$1%7 = celé_gislo
42 Zménit

4.2 Razeni tkolt

4.2.1 Formulace s definici “pozice”

Definujeme binédrni veli¢inu x tak, Ze x;; = 1 jestlize tikol i je na pozici j. Veli¢ina zpozdéni
t; je definovana stejné - zpozdéni pii odevzdéani ukolu ¢, tedy doba od pozadovaného terminu
odevzdani do skutecného odevzdani nebo nula, je-li tkol splnén vcas (nebo s predstihem).

ITohle je zajimavé. Je to jako indikator nenuly, ale z mtZe byt, a bude, i v&t5i neZ jedna. Neni to tedy jen
indikdtor. Podminka jen vylucuje, aby nastalo z > 0 a z = 0.
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Kriterium

n
J = Zti — max
i=1

Omezeni 1 a 2

inj =1, Vpozice j (4.2.1)
=1
> ay=1, Vikoly i (4.2.2)
j=1

tj. na kazdé pozici musi byt pravé jeden tkol.

Priklad matice x pro konkrétni sefazeni ikoli 1, 3, 2 bude

Tij 1 2 3
1 110]0
2 10|01
3 101110

Omezeni 3 . .

sz (J’Jﬂ —+ Ti2 —+ 4 IIIij) — Z dlilfl] S tj, VpOZiCQ ] (423)
= i=1
! =omnebo 1

Tento vyraz je pondkud nepiehledny, proto jej rozepiseme podrobné (pro t¥i tkoly, tj. n = 3).
Jedn4 se o n podminek pro pozice j = 1,2, -+ ,n pro ukoly ¢

pozice j =1
D111 + Pa¥21 + P3w31 — dix11 — dower — dzwsy <ty

Poznamky

1. Cely tento vyraz se tyka prvni pozice.

2. Vechny ;1 jsou z prvniho sloupce matice z. Vzhledem k podmince (4.2.1) bude nenulové
pravé jedno z nich.

3. Nenulové x;; bude oznacovat tkol na prvni pozici. Tedy doba jeho trvani bude znamenat
také termin jeho ukonCeni (zacinal v 0).

4.V druhé sumé nenulové x;; vybere pfislusny pozadovany konec tkolu.

5. Tim je dano zpozdéni na prvni pozici ¢y

pozice j =2
p1 (z11 + 212) + P2 (21 + T22) + p3 (231 + T32) —
—d1x12 — doTag — d3x3e <t

Poznamky

1. Pojednéavé se zde vyhradné o druhé pozici.

2. Soucty x;; v kulatych zavorkich se tykaji postupné 1., 2., a 3. Gkolu a prohledavaji
pozice pfed druhou pozici (véetng).

3. Kazda ze zavorek muZe byt bud nula (kdyZ pFislusny tkol pfed pozici 2 nelezi) nebo
jedna (kdyz lezi). Pfed pozici 2 (véetné) budou lezet pravé dva tkoly. Ty budou oznaceny
jednickami v x a jimi budou vybrany jejich délky. Jejich soucet urci, kdy bude tkol na
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pozici j = 2 skutec¢né ukoncen.
4. Druha suma opét vybere pozadovany konec tikolu na druhé pozici.
5. Tim je dano zpozdéni na druhé pozici ¢,.

pozice j =3
p1 (11 + 12 + x13) + P2 (T21 + Tag + Ta3) + p3 (T31 + X32 + T33) —

—di1713 — dax23 — d3wzz < t3

Poznamka
Pokracujeme stejné s tieti (posledni) pozici. Prvni suma detekuje konec tukolu na t¥eti
pozici a druhd pozadovany konec tohoto tkolu. Tim je dano zpozdéni na tfeti pozici 3.

V Excelu tlohu realizujeme podle vzorce (4.2.3) ve tvaru

n J
Z Di ink —dxy; | <tj, Vpozice j
i=1 k=1

tak, ze vytvoriime matici ¢ x j ve které realizujeme vnitiek kulaté zavorky. Ta ma indexy ¢ a
J, k je jen scitaci index. Tuto matici pak seCteme ve sloupcich. Soucty budou mit indexy j.
Souéty pak porovname s ¢;. Pozor! Index j je horni mez s¢itani ) 7 _,, takZe soudty se postupné
prodluzuji. Zminénou matici lze vytvaret kopirovanim. Zkonstruujeme prvni fadek a ve sloupcich
kopirujeme. Ve vzorcich je tieba adresu pro t fixovat pomoci F4.

Excel: U23b_schedulingSP.xIsx

A B C D E F G H I J K L

1 |Scheduling using positions
2
3 t J p-proc. d-due
4 | | 0 0.16667 0.33333 0.5 3.83333 1.16667 e 8 7
5 5 19
6 X 2 3 4 5 6 Podm1 7 10
7 1 0 0 0 0 1 0 1 4 15
8 2 0 0 0 1 0 0 1 9 32
9 3 1 0 0 0 0 0 1l =1 6 12
10 4 0 0 1 0 0 0 1
11 5 0 0 0 0 0 1 1
12 6 0 1 0 0 0 0 1
13 .
= porim2
15 1 1 1 1 1 1l =1
16 MNastavit cil:
17 Podm3 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
18| =1 0 -0.1667 -0.3333 -0.5 -2.8333 6.83333 a: O max @ win
19 | =2 0 -0.1667 -0.3333  -14.5 1.16667 3.83333 Na zakiads zmény proménnych bunak:
20 -3 6.83333 6.66667 6.5 3.16667 5.83333 $B94-5G54, $857-$C512
21 0 -0.1667 -11.333 3.5 0.16667 2.83333
22 0 -0.1667 -0.3333 -0.5 -3.8333 -24.167 Omezujici podminky:
23 =6 0 -6.1667 5.66667 5.5 2.16667 4.83333 SI57:51512 = 1

$B524:5G%524 <=0
24 sum -3 0 0 0 0 -7E-14] <=0 $B$15:$G515 =1
25 $B%$7:$G%$12 = bindrni_gislo
e I
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Poznamka

Uvedené omezeni (4.2.3) lze upravit takto

n

J n
SO piwi— Y diwi; < tj, Y pozice j,

k=11i=1 i=1

kde Z?=1 PiTik G Z?zl dixi; jsou souciny vektoru p a matice x. Ten lze realizovat maticove.
Tento tvar je tedy vhodny pro jednodussi implementaci ilohy v Excelu.

4.2.2 Formulace jako “linearni t¥idéni”’

Definujeme binédrni z tak, Ze x;; = 1 znamena, Ze tikol ¢ lezi nékde pied tkolem j. Dale zavedeme
zpozdéni t; jako kladnou dobu od pozadovaného do skutecného odevzdani tkolu. Pfedstih je
nula.

Optimalizované veli¢iny jsou z a t.
Kriterium

J = Z t; — min
Podminka 0

Misto toho, abychom v Resiteli vynechévali diagondlu x, ponechdme z celé a na diagondle
vynutime nuly

Podminka 1
Tij+wy =1, V(i,5), i>]

coz znamend, ze tkol ¢ je bud pfed tkolem j nebo za nim (pravé jedno z z;; nebo z;; musi byt
nula).

Podminka 2
Tik + T + x5 <2, V(i k,j) razné

Tato podminka fika, ze kdyz je ukol ¢ pred tkolem k a tkol j pfed dkolem k pak musi byt
také tkol ¢ pied tkolem j (je to jakasi analogie uspofadani: je-li a < b a b < ¢, pak je a < ¢).
Podminka musi platit pro v8echny trojice i, k, j v€etné permutaci.

Poznamka
V' Priloze na strané 74 je popsdano jak trojice i,k,j generovat.

Podminka 3 (definice zpozdéni)

n
pi+ Y piwij—d; <t V¥ loly j
=1

kde p; + > | piz;j je okamzik dokonceni j-tého ukolu a d; je pozadovana doba. Rozdil je tedy
zpozdéni v j-tém ukolu.
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Vysvétleni: Sloupec matice x v sumé obsahuje jednicky tam, kde jsou dkoly i (fadky z) pred
tikolem j - j-ty sloupec. Kazda z téchto jednic¢ek se nasobi prislusnou dobou trvani i-tého tkolu.
Suma tedy piedstavuje dobu, ve které muze j-ty tkol zagit. Po piicteni p; dostaneme dobu
ukonéeni j-tého ukolu.

V programu Excel dlohu realizujeme takto:

Podminky 0, 1 a 2 se musi vypsat prvek po prvku. Doporucuje se, pfedepsat si kombinace indext
i,k,j. V podmince 2 je tfeba realizovat v8echny trojice indexi, a to vtetné poradi :-(. Nastésti
se ale jedna o trojice, takZe sta¢i vyjmenovat vSechny kombinace a vzit je tam a zpét. Tedy
napf. tam 123, zpét 132, tam 124, zpét 142 atd.

Podminku 3 lze kopirovat podle vzoru

pj+soucin.matic($pj;x(:,1))-dj a kopie

Funkce soucin.matic() je anglicky mmult().
Program je U23c schedulinglLO .xlsx
Fl e | n ! )

linear ordering

A B C D E
1 Scheduling - tardiness problem

Parametry Regitele

2
3 pj - processing times criterio Nastavit cil:
4/ 5 8 a4 7 = { 17{ >min )

@ i
5 dj - due times O max @ Min
6 10 8 15 12| Na zékladé zmény proménnych bunék:
7 $A%$0:$D$0;5A512:$D515
8 tj - tardiness
9 0 16 1 Ol Omezujici podminky:
10 $A%$12:$D515 = bindrni_¢fslo

$A%18:$D$18 =0
11 |xij - job iis somewhwere before job j Vysledky SA$21:5F$21 = 1
= $A%25:$D$25 <=2

12 Zatatky $A$29:$D$29 <= $A$9:5D59
13 0 0 16 12 $E$25:5H525 <=2
14 0 1 Razeni
115 0 1 1 2 1 3
16
17 |Constraint 0
18 0 0 0 Ol =0 forces zero on diagonal Nastavit proménné bez omezujicich po
19 Vyberte metodu feSenf: Sir
20 Constraint 1 (pairs)
21 1 1 1 1 1 1| -1 Metoda Fedeni
22 12 13 14 23 24 24 Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké

problémy Resitele a modul Evolutionary
23
24 | Constraint 2 (triplets) (triplets back)
25 1 1 1 1 2 2 2 2 <=2

Napovéda

26 123 124 134 234 132 142 143 243
27
28 |Constraint 3 (tardiness)
29 -5 16 1 o] <=t
30 |j=1 j=2 j=3 =4
31 =pj+soutin.matic(5pj;x(;,1))-d] and copy
32 nebo =pj+sumal(transpozice(5pj)*x(;,1)-d] and copy
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Postacitelnost podminek

V Podmince 2 kontrolujeme vzdy tfi tkoly. Musime vylouéit uspoifadani, kdy prvni je nasledovan
druhym, druhy tfetim a tfeti zase prvnim. V grafu se jedné o to, zda trojice uzla (tukold), a
hran (néaslednosti) netvoii cyklus. Tady vznikaji dvé otazky:

1. Zdlezi pri vijbéru uzlid na pofadi nebo ne?
Zkusime tii uzly 1, 2, 3 ( v tomto pofadi). Pro né podminka je

12 + Tog + 231 < 2

Jestlize z12 = 1 a xo3 = 1,pak musi byt 31 = 2 (podminka). Podobng, pii cyklické zaméné:
Jestlize 203 = 1 a x37 = 1, pak musi byt z15 = 0 - stejnd podminka. A stejné pro x31, 12
a I23.

Ale! KdyZz zaménime pofadi, napt. 1, 3, 2 (coz neni jen cyklickd zdména), dostaneme
x13 = 1, z32 = 1 a poZzadujeme, aby x2; = 0. To ale uvedenou podminkou pokryto neni a
musime formulovat podminku novou

13 + 32 + 121 < 2.

Taro podminka pak vyhovuje i pro cyklickou zadménu uzla. Vidime tedy, ze pro vybér plati
pravidla pro tii-krokové cykly v asymetrickém TSP.

2. Staci kontrolovat vidy jen tii ikoly nebo se musi brdt i vice?
Zkusime pro ¢tyii ukoly 1, 2, 3, 4. Tady by se pozadovalo: Jestlize 15 = 1, 293 = 1 a
x34 = 1, pak musi byt x4; = 0. Tato étvefice ale obsahuje ¢tyfi trojice, které musime
kontrolovat. Jsou to 1,2,3 a 1,2,4 a 1,34 a 2,3,4. Z tieti trojice dostaneme x15 = 1, x4 =1
— x41 = 0. Protoze ale z12 = 1 a w23 = 1 znamend, ze tkoly jdou v potadi 1, 2, 3, je
Tr13 = 1. A tedy

(3312 =lazes=1— 113 = 1) arsy =1— 241 =0.

Staci tedy kontrolovat vzdy jen tii tkoly.

4.2.3 Hybridni formulace

V této formulaci se vyuZivaji proménné obojiho typu: (¢) proménné = definujici pozici tkolu a
(#t) proménné y urcujici pofadi tkoli. Mame tedy

o 1, = 1 jestlize kol 7 je na pozici k,

e y;; = 1 jestlize tikol i je napldnovan nékdy ped tkolem j
Déle opét definujeme zpozdéni ¢; jako rozdil mezi dobou dokonceni tikolu 4 a jeho planovanym
dokoncenim.

Kriterium
J = Zti — min
Podminky 1 a 2
ink =1, Vpozice k

i=1
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ink =1, Vikoly i
k=1

tikaji, ze na kazdé pozici musi byt pravé jeden tkol a kazdy tikol musi mit pravé jednu pozici.

Podminka 3
k—1

T+ > wim < L4y, YR>1, i

m=1

Podminku vysvétlime na nésledujicim obrazku pro n = 4

pozice

1 2 k=3 4

U j=1? 1

k

o j=2 xjk=1

|
i=3? 1
i=4? | 1

Podminka Fika Ze, jestlize je x;, = 1 (tkol j je na pozici k) a existuje n&jaky ukol ¢ na pozici
mensi nez k (tedy je pFed nim), pak bude 2:1_11 Tim = 1. A tedy xjk—f—Z:;ll Tim = 2. Podminka

pak bude 2 < 1+ y;;,tedy y;; = 1, coZ znamend, Ze kol 7 bude leZet nékde pfed tkolem j.

Podminka bude na obrazku aktivni pro ¢ = 1 a urci, ze y;o = 1 a dale pro ¢ = 4 a ta urci, ze
yaz = 1.

Podminka 4

n
p;j + Zpiyij —d; <t
i=1

Tato podminka urcuje zpozdéni ¢; a je stejna jako ve formulaci s linedrnim tiidénim.

Realizace tlohy v programu Excel je dosti ndro¢na. Je to proto, ze podminku 3 nelze vytvorit
kopirovanim a téchto podminek je velmi mnoho.

Jinak, podobné jako v pfedchozi dloze, s matici = 1ze pracovat vcelku, kdyz zavedeme podminku
0: diagonala(z) = 0. Podminku 4 lze realizovat kopirovanim - viz pfedchozi tloha.

Nastavuji se veli¢iny « (binarni), y (binarni) a t.

Pro n = 4 je program néasledujici
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A B C D E F G H | 1 K

L M N [0} P

1 Scheduling - tardiness problem (hybrid)
2

Nastavit cil:

MNa: ) Max @ Min

Na zdkladé zmény proménnych bunék:

$A$21:6D521;$A59:$D512;5A515:$D518

Omezujici podminky:

$A$25:$D$25 >= $A$21:$D521
$A%$9:$D%12 = binarni_gislo
$F$0:5F512 = 1

$G$12:81512 = 1
$A%$15:5D%18 = bindrni_tislo
$G$6:51$6 =0

$G515:61$26 <=0

Nastavit proménné bez omezujicich podmi
Vyberte metodu Feseni: Simple
Metoda Feseni

Modul GRG Nonlinear vyberte pro hladké neli
problémy Resitele a modul Evolutionary pro 1

Napovéda

3 pj - processing times

a s 8 3 7

5 dj - due times Condition 0 (diag) =0

6 15 6 10 29 [ o 0o o

7

8 xik - positions Conditions 1, 2 Criterion
9] o o o 1 1 T

10 1 0 0 0 1

11 0 1 0 0 1| =1

12 0 0 1 o0 | 1 1 1 ]

13

14 yij - ordering Condition 3 (orderind)

15 0 0 0 0 x44 -1 -1 0

16 1 0 1 1 x34 0 -1 -1

17 1 0 0 0 x24 -1 0 0

18 1 0 0 1 x14 0 0 0

19 x43 0 0 -1

20 t - tardiness x33 -2 -1 -1f <=0

7 o o o x23 1 0

22 x13 -1 -1 -2

23 x42 -1 -1 -1

24 Condition 4 (tardiness) x32 0 0 0

25 s 2 1 0 x22 1 a

26 <=0 x12 -1 -2 -1

27

28 Vysledné pofadi (podle x): ‘ 2 3 4 1

29

30 nastavuje se: x (bin), y (bin)a t

4.2.4 Formulace jako “cesty grafem”

98

Pii této formulaci uvazujeme cesty grafem s inciden¢ni matici u;;. Hleddme cesty s minimalnim
zpozdénim ), t;. Protoze chceme testovat vechny cesty, uvazujeme virtualni pozici 0 (viz triky

v TSP). Uloha je postavena takto:

Definujeme
yij = 1, jestlize kol ije pred tkolem j (kdekoli)
u;; = 1, jestlize ia j jsou bezprostfedné ua sebou
t; je zpozdeéni pifi odevzdani ukolu i
Kriterium

Jzzti%min
i

Podminka 1 a 2

> wi; =1, Vikoly j >0
=1

tedy, kazdy ptredchozi ma jediného néslednika (prvni pozice je 0), a

n
Zuii =1, Vpozice i > 1
j=0
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tedy, kazdy naslednik mé jediného piedchoziho.
Podminka 3

n n
Zyij +Zyjk =n—1, Vikoly j >1
i=1 k=1

tedy, téch ukolu, co jsou pied j, a téch tkold, co jsou za j, je dohromady pravé n — 1.
Podminka 4
n
pi+ > piyiy —dj <tj, Vikoly j > 1
i=1

coZ je definice zpozdéni ¢;.
Podminka 5
n n
D v = vk + 4+ Vg <n, V(i k), §5>0,k>0,5#k
i=1 i=1

ktera ¥ika: Pokud hrana (i, j) lezi na cesté usporadani, pak tkol ¢ mé o jedna méné piedchudcu
nez kol j: ). yi;+1 = >, yir. Pokud nelezi, tak podminka je vzdy platna (a tedy se neuvazuje).

Poznamka

Trochu lepsi nez podminka 5 je tato

Dovii =Y v+ D+ (n—Dugy <n, V(G k), 5>0,k>0,#k
=1 =1

RESENT Vv PROGRAMU EXCEL

je pfimo umorné! Diagonaly matic u a y se musi zadat nulové, vyjmout z nastavovanych bunék
a také z podminky na binarni veli¢iny.

Podminka 5 se zadava do matice (n — 1) x n - pro v8echny hrany cest, jdoucich od vstupu do
vystupu (cesta o délce 4 m4 3 hrany).

Excel: je tady
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A B & D E F | G| H ) solver Parame
1 | Razeni (cesta grafem)
2 Set Objective: $G$4 59
3 |pi - processing times Criterion
4 5 8 3 7| i To: () Max ® Min O value of: 0
5 |di - duetimes
6 9 5 9 7| By Changing Variable Cells: _
7 $B$9:$D$9;5C$10:$D$10;$D$11,54510;$4511:$B511;5A512:5C$12:$8515:5D$15,$C$16:5D$16;$D$17:5A516:5 Eﬁ?
8 |u -incidence Conditions 1, 2 Subject to the Constraints:
9 0 1 0 0 1 SAS11:8B511 = b!nary ~ Add
10 0 0 0 1 T =1 $A$17:$85$17 = binary
$A318:5C318 = binary
1 B o Y i 1 $A$12:5C$12 = binary Change
12 0 0 1 0| 3k 1 1 1 $D511 = binary
13 $C$10:$0$10 = binary Delete
$F$18:31518 <=0

14 |y - ordering Condition 3 $C$16:50%16 = binary

Sy $B§15:8D815 = binary Reset All
15 4 L 0 L | 3 2 2 3| =nt $F$15:5/515 = 3
16 0 0 0 1 $D317 = binary R Load/Save
17 { 1 1 0 1 Condition 4 (rardlness] Make Unconstrained Variables Non-Negative
18 0 o o o [ 1 0o 6 o «o0
19 Select a Solving Method: Simplex LP ~ Options
20 |t - tardiness Condition 5 Solving Method
21 0 10 0 16' 0 4 i -2 Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP Simplex
22 4 0 2 4 engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are
23 4 2 0 ol =n non-smooth.

3 = =

24 pro viechny hrany cesty

25| §.1-2,2-3a3-4 Help e

2 |
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