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1 Uvod

1.1 Opakovani pravdépodobnosti

e Velidina je pojem pouzivany pro kvantitativni a kvalitativni popis reality. Veli¢ina mé svou
jednotku a ¢iselnou hodnotu. Urcovani hodnoty veli¢iny (tedy jeji velikosti ve zvolenych jednot-
kach) nazyvame mé&feni. Hodnoty veli¢in jsou bud usporadané nebo bez uspofadani. U veli¢in s
usporddanymi hodnotami lze hovofit o tom, Ze veli¢ina pfi sou¢asném meéfreni nabyla hodnoty
véts8i nebo mensi nez pii méfeni jiném.

e Nahodna veli¢ina je veli¢ina, jejiz hodnotu nezname a nemiZzeme ji zméfit, nebo jsme ji
dosud nezméfili, a pfi jejim opakovaném métreni dostavidme rizné hodnoty. Zméfend hodnota
této veliCiny je jeji realizace.

Nahodna veli¢ina je bud diskrétni (m4a konetny nebo spocetny pocet realizaci), nebo spojita
(jeji realizace mohou nabyvat jakékoli hodnoty z realné osy).

e Rozdéleni ndhodné veli€iny je funkce, ktera jednotlivym hodnotdm nebo intervalam hod-
not ndhodné veli¢iny pfifazuje pravdépodobnosti.

1.1.1 Ptiklad [ndhodné velicina]

Sledujeme projizdéjici automobily a kontrolujeme jejich rychlost. Potom “rychlost projizdéjiciho automobilu”
je nadhodna velicina. Pfi kazdém méfeni dostaneme totiz odlisnou hodnotu rychlosti. Konkrétni namérené
rychlosti vybranych automobilil jsou realizace.

1.1.2 Prtiklad [pravdépodobnostni funkce]

Rychlost projizdéjicich automobilé z minulého prikladu nemusi nutné pfedstavovat spojitou nahodnou veli-
Cinu, jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Rychlosti mazeme definovat napf.:

| Definovana hodnota rychlosti | Interval piislusnych rychlosti [km/h] |

1 (05 30)
2 (30; 60)
3 (60; 90)

Z dlouhodobého méfeni jsme pomoci statistické definice pravdépodobnosti zjistili, Ze pravdépodobnosti
vyskytu jednotlivych hodnot jsou P (1) = 0.23, P(2) = 0.69 a P (3) = 0.08. Jestlize je doba pozoro-
vani dostatecné dlouha, midzeme hodnoty pravdépodobnosti povaZovat za ustalené a rozdéleni nasi ndhodné
veliciny, kterou oznacime x, ve formé pravdépodobnostni funkce psat jako nasledujici tabulku:

z |1 2 3
f(z) | 023 069 0.08




1.1.3 Ptiklad [pravdépodobnost, Ze - - -]

V pripadé, Ze budeme brat rychlost automobilt jako libovolné nezaporné realné Cislo, dostavame spojitou
nahodnou veliinu = s hustotou pravdépodobnosti f (x). Pomoci této hustoty lze uréit pravdépodobnost
libovolného intervalu (a, b) C Ry takto

P(X € (a, b)):/ f(2)da

/

e Nahodny vektor je vektor ndhodnych veli¢in X = [X;, Xo, -+, X, .

1.1.4 Poznamka

Vektory bereme vzdy jako sloupcové vektory - apostrof oznacuje transpozici. Konvence o sloupcovych
vektorech je formalni a ma usnadnit orientaci v maticovych vzorcich.<

e SdruZené rozdéleni je rozdéleni ndhodného vektoru definované pomoci hustoty pravdépo-
dobnosti (zkracené hp). Pro dvouslozkovy vektor X = [X1, X,]" bude zépis spojité nahodné
veli¢iny vypadat nasledovné:

f(z1,20) = P(X; <oy A Xy < )
a diskrétni ndhodné veli¢iny:

f(l‘l,l‘g) :P(X1 =T /\X2 :.132).

Definice pro obecny ndhodny vektor je analogické.

1.1.5 Priklad [sdruzena pravdépodobnostni funkce]

Uvazujme pokus, pfi kterém méfime dopravni stupein X na sledované vozovce v jednom z1 i druhém z2
sméru. Pro jednoduchost uvazujme pouze 3 hodnoty dopravniho stupné (1 - volno, 2 - provoz, 3 - kongesce).
Nahodny vektor “dopravni stupen” je

X = [ml,xg]/

a jeho sdruzena pravdépodobnostni funkce (zkracené pf), f (x) = f (z1,z2) je podle definice tvofena prav-
dépodobnostmi viech moznych kombinaci hodnot uvazovanych dopravnich stavi 1 a 2. Funkci mtzeme
zapsat ve formé tabulky:

$1\$2‘ 1 2 3
1 P(X1:1/\X2:1) P(X1:1AX2:2) P(X1:1/\X2:3)
2 P(X1:2/\X2:1) P(X1=2ANX2=2) P(X1=2ANX2=3)
3 P(Xi1=3AX2=1) P(X1=2AX2=3) P(X1=3AX2=3)

Ze 100 000 méreni jsme sestavili nasledujici tabulku, kde je v kazdém okénku pocet pozorovani, pfi kterém
byla odpovidajici kombinace hodnot dopravniho stavu:



LB1\$2 ‘ 1 2 3

1 28329 10712 5323
2 11725 15349 6002
3 9233 3769 9558

Podle statistické definice pravdépodobnosti a za predpokladu, Ze pocet méFeni je dostateény pro ustaleni
hodnot pravdépodobnosti, ziskame tabulku pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru “dopravni stupen”
jednoduse vydélenim kazdého prvku tabulky celkovym poétem pozorovani, tedy Cislem 100 000. Dostaneme
tabulku

X1 \ X2 ‘ 1 2 3
1 0.28329  0.10712  0.05323
2 0.11725 0.15349  0.06002 ’
3 0.09233  0.03769  0.09558

ktera reprezentuje sdruzenou pravdépodobnostni funkci sledovaného stavu na vozovce.
Poznamky

1. Pro diskrétni nahodnou veli¢inu musi platit, Ze vS8echny prvky tabulky reprezentujici sdruZenou
pf jsou nezaporné a soucet hodnot v tabulce musi byt jedna.

2. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu musi platit, Ze v8echny jeji hodnoty jsou nezaporné a integral
pfes cely jeji defini¢ni obor musi byt jedna.

3. Vyznam (spojité) sdruZzené hp je néasledujici: pravdépodobnost, ze X je z intervalu (a, b) a zarovein
X5 z intervalu (c, d) je

b pd
P (X € (a,b) A (c,d)) :/ / f(z1,22) dzodz,.

V tomto smyslu lze hovofit o pravdépodobnosti v okoli daného bodu.

<
e Marginalni a podminéné rozdéleni

JestliZe se podafi sdruZené rozdéleni f (x1,x2) rozloZit na sou¢in dvou rozdéleni tak, Ze prvni z
nich nezélezi na x1, tedy

[ (@1,22) = fx, (2) fx,|x, (w1]72) ,

pak funkci fx, (72) nazveme margindlnim rozdélenim a funkci fx,|x, (z1|r2) nazveme podmi-
nénym rozdélenim.

e Marginalni rozdéleni vypovidd o nadhodné veli¢ing xo, kdyz o ndhodné veli¢iné z; nic
nevime. Musime tedy pocitat se vSemi moznymi hodnotami z;.

¢ Podminéné rozdéleni udava rozdéleni ndhodné veli¢iny x1, jestlize hodnota ndhodné veli¢iny
x9 je zndma (byla zméfena).

Poznamky

1. Casto se podminéné rozdéleni udava obecns jako funkce pro rtizné hodnoty nadhodné veli¢iny v
podmince. Je ale tfeba mit na paméti, Ze podminéné rozd€leni popisuje ndhodnou veli¢inu pied
podminkou (tedy veli¢inu, jejiz hodnotu dosud nezname) s tim, Ze ndhodné veli¢iny za podminkou
nabyly danych hodnot (realizaci). Tedy f (z2]|z1) je rozdéleni ndhodné veli¢iny X» pro X; = z1,
kde x1 je néjaka realizace ndhodné veliiny X;.



2. Marginalni rozdéleni dostaneme ze sdruzeného tak, Ze integrujeme pfes druhou ndhodnou veli¢inu

[y ze)dey = [ f(22) f(z1]we) daey = fx2) [ f(z1]z2) doy = f (22)

x{ X1 x{

Protoze (i) f (x2) je vzhledem k integraci pies z1 konstanta, miizeme ji vytknout pied integral,
(#t) funkce f (x1|z2) je hustota v promé&nné x; a integral pfes cely jeji defini¢ni obor musi dat

jednicku.
3. Podminéné rozdéleni dopocitame. ProtoZze f (x1,z2) = f (z1]|z2) f (x2) bude

f(z1,22)

[ (@1|z2) = F o)

Pro bézny vypocet marginalniho a podminéného rozdéleni se pouzivaji vzorce uvedené v pied-
chozi poznamce:
Marginalni rozdéleni:

fx, (z1) = f(z1,22) dao (1.1)

X3

Podminéné rozdéleni:

f (‘rlv x2)

7}0)(1 @) (1.2)

fxo1x, (@2|21) =

Vyjimku tvoii normélni rozdéleni, kde je mozno vyuzit metodu doplnéni na ¢tverec v exponentu
sdruzené hp. Tento postup je ukizan v nasledujicim piikladu.

1.1.6 Prtiklad [vypolet marginilni a podminéné hp]
Uvazujme dvourozmérnou hp

12
f(z1,22) = = (xf + @122), @1 € (0,1), @2 € (0,1).

Napiste marginalni a podminéné rozdéleni.
V tomto pripadé Ize vytknout z1 a zjednodu3ené psat

o} + 2172 = 11 (x1 + 22) .

Funkce z1 bude tedy tvofit zaklad marginalniho rozdéleni a 21 4+ z2 bude zakladem pro podminéné rozdéleni.
Obé ale musime normalizovat tak, aby mély jednotkovy integral. U podminéného rozdéleni, které popisuje
proménnou x2, je x1 v podmince a ma funkci konstanty. Proto se miize vyskytovat i v normalizagni konstanté
podminéného rozdéleni. Zacneme tedy s normalizaci podminéné hp. Protoze vysledek jednotkového integralu
je
1 1,1
/ (x1 + x2) dza = [:rlxz + 53@2} =z +
0 0

I

N | =

bude podminéna hp

1
[ (z2]21) = m (T2 + 1) .

10



Marginalni hp dopocitame ze sdruzené tak, aby platilo f (z1,22) = fx; (21) fx,x, (z2|z1), tedy

12 12
f (@1, @) = 2 ( ? +$1$2) = 7$€1 (z1 + x2)

Po vydéleni podminénou hp dostavame marginalni ve tvaru
12 1
fx, (z1) = 7«’101 (ﬂvl + 5) .

Jeji integral jiz bude jedna (ovérte).

1.1.7 Ptiklad [marginilni a podminéné rozdéleni pro normélni hp]

Ukolem je uréit marginalni a podminénou hp ze sdruzené hp normalniho rozdéleni. Tento postup je specificky
pro normalni rozdéleni, protoze to méa tvar exponencialy v jejimz exponentu je kvadraticka funkce. Rozdéleni
na soucin provedeme tak, Ze exponent rozdélime na dva kvadraty tak, aby jeden zavisel na vybrané proménné a
druhy ne. To je postup, kterému se fikd doplnéni na Ctverec. Vybrana veli¢ina pak bude popsana podminénou
hp, ta druhd marginalni.

Hp sdruzeného normalniho rozdéleni je

1 1
fz1,22) = Eexp{—g(f)m% + 23 —dxix0 — 221 + 1)} .

(1) Nejprve budeme rozkladat f (z1,x2) = fx, (z1) fx,|x, (x2]|z1). To znamena, Ze z kvadratické formy
chceme nejdFive “vytahnout” viechna 2 a zbytek nechat jiz jen jako funkci z1. Doplaujeme proto v proménné
To
2 2 2 2 2 2 2
527 + x5 —4drix2 — 221 + 1 =25 — 4doyxe + 4] —4a] + 5] — 221+ 1 =

= (z2 — 2x1)° + 27 — 221 + 1 = (z2 — 221)° + (z1 — 1)°.

Dosadime do sdruzené hp a dostaneme

f(z1,22) = %exp {*%[(172 —221)° + (21 — 1)2}} -

1

_ Eexp{fé(m _ lef} \/%exp {g(m _ 1)2} — o, (@2lon) fx, (1)

(2) Rozkladat miZeme ale také opacné f (z1,22) = fx, (22) fx,|x, (z1|z2) . Tentokrat budeme kvadratic-
kou formu z exponentu sdruzeného rozdéleni doplhovat v proménné z;.

Bﬁ —&—ac% — 4110 — 2201 +1 =

B ) 2 1 2 1\\? 4 0N’ .
_5<:cl 2x15<w2+2>+(5<x2+2))> 5(x2+2) +ax5+1=
=5 :c—g :r—i—1 2+1(:c —2)2
— 1 5 2 2 5 2 .

Prvni exponent bude patfit podminéné hp, druhy marginalni. Podle vzorce pro hp normalniho rozdéleni bude
rozptyl podminéné hp % a rozptyl marginalni bude 5. Dostavame tak

1 exp{ 15<x 2(36 +1>>2}
- A 1— = 2 _
271% 2 5 2

Ix11x, (w1|m2) =

Ixy (22) =




1.1.8 Prtiklad [podminéné a marginalni rozdéleni pro diskrétni pf]

UrCete marginalni a podminénou hustotu diskrétniho nadhodného vektoru se sdruzenou pf f (z1,z2) danou
nasledujici tabulkou

X, X, |1 2 3
1 0.1 03 02 .
02 01 0.1

Marginalni pravdépodobnosti spocteme jednoduse tak, ze prvky tabulky secteme (1) ve sloupcich pro mar-
ginalu v z2 a (2) v fadcich pro marginalu v z;

f(z1,22)

X1, Xo 1 2 3 f(ml)
1 0.1 0.3 0.2 0.6
2 0.2 0.1 0.1 0.4

fl@) J03 04 03 |

Podminéna pravdépodobnostni funkce je rozdélenim pro nahodnou veliCinu prfed znaménkem podminky
jestlize nahodna veli¢ina za znaménkem podminky nabyla urcité realizace, tj. napf. f (z1|z2 =5). Zapis
f (z1|x2) znamena pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny X a je funkci veli€iny z2, ktera reprezentuje
realizaci nahodné veliiny Xo.

Pro libovolnou hodnotu nahodné velicGiny v podmince plati, fx,|x, = f/fx,, tedy Ze podminéna pf je
podilem sdruzené a marginalni. Plati tedy:

£ (za]z2) f (z2]z1)
X1, X |1 2 3 X1, Xo |1 2 3
1 T 3 2 1 T 1 1
3 4 3 6 2 3 7
2 1 1 1 1 1
3 4 3 2 4 4

kde napf. pro prvni tabulku prvky v prvnim a druhém Fadku a prvnim sloupci predstavuji podminénou pf
nahodné veliCiny X1 za podminky, Ze nahodna veli¢Gina X» nabyla realizace 1. Tedy, jestlize X = 1, pak

P(Xlzl):%aP(X1:2):§,

Pro podminénd a margindlni rozdeéleni plati ndsledujici vztahy:
Retézové pravidlo (rozklad sdruzené hp)

[ ylz) = f (zly, 2) f (y]2) - (1.3)
Bayestuv vzorec (prohozeni ndhodné veli¢iny a podminky)
1
£ ey =) = 1 (ole.2) £ al2), (14)
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kde normalizatni konstanta k = f (y|z) = [y. f (y|z, 2) f (z]z) dz a z je realizace nahodné veli-
¢iny, ktera je spole¢né v podmince vSech rozdéleni.

e Charakteristiky nadhodné veli¢iny jsou nedplnym popisem ndhodné veli¢iny, ktery vy-
stihuje jeji urcité vlastnosti (aroven realizaci, velikost odchylek realizaci atd.). Pro nage ucely,
vzhledem k tomu, Ze nas bude zajimat pfedev§im normalni rozdéleni, jsou nejdilezitéjsi stifedni
hodnoty a rozptyl (kovarianéni matice).

- Stfedni hodnota

diskrétni Spojita
EX]=Y,ex-2f(x) E[X]= [y.af (2)dx

- Rozptyl

diskrétni Spojity
D[X]=Y,cx- (= E[X])?f(x) D[X]=[y.(x—E[X])f(2)do
Pro néhodny vektor X = [X;, X5]" plati (piSeme pro spojitou nahodnou veli¢inu - pro diskrétni
je analogicky):
- Stiedni hodnota

E[X]= /X;xx; Bj £ (21, 22) dayday = [g g;ﬂ ,

- Kovarian¢ni matice

ClX)= [ (X=X - BX])f (X)X -

B ]

kde cov [X7, X5] je kovariance X7 a X dané vzorcem

COov [Xl,XQ] = / i / i (1'1 — E[Xl]) (LEQ — E[XQDf(.’El,CL'Q)dZ'le'l.

- Podminén4 stfedni hodnota je ddna pro ndhodny vektor vzorcem

E[X1|X2]:/*I’lf($1|l‘2)dl‘1.

X

Vysledkem je funkce proménné zo tedy veli¢iny nachézejici se v podmince.
Poznamka

13



Vsimnéme si, Ze mezi stfedni hodnotou a podminénou stfedni hodnotou je dosti podstatny rozdil.
Rekneme-li ,stfedni hodnota intenzity v jednom rameni k¥izovatky“, nemame zadnou dalsi informaci
napf. o tom, v kterou denni nebo dokonce no¢ni hodinu se stfedni hodnota uvazuje. Stfedni hodnota
se potom bere pies viechny mozné hodnoty a konkrétnim hodnotam intenzity miiZe byt dosti vzdalena.
Naopak stfedni hodnota intenzity v daném rameni za podminky, 7e intenzita v druhém rameni je v&tsi
nez devadesat procent jejiho maxima, je uréena pomérné piesné. S velkou pravdépodobnosti budou totiz
intenzity rist a klesat v obou ramenech priblizné stejné. Vime tedy, Ze tato podminéna stfedni hodnota
bude pomérn& dobfe vypovidat o maximéalnich hodnotach intenzity ve sledovaném rameni a bude jim
tedy blizko.

Podminéné stifedni hodnota je modelem pro popis nahodné veli€iny v zavislosti na jinych ndhodnych
veli¢inach nachéazejicich se v podmince. Nepodminéné stiedni hodnota miZe slouZit jako podatecni
odhad pro model (viz dali kapitoly).

<

Nahodny proces je funkce ¢asu, jejiz hodnoty jsou nahodné veli¢iny. Jedna se prakticky o
jakoukoli veli¢inu vyvijejici se v ¢ase, ktera je pod vlivem neurcitosti.

Nahodna posloupnost je ndhodny proces, ktery méiime v diskrétnim case. Jedné se o posloup-
nost ndhodnych veli¢in, kde indexem posloupnosti je diskrétni ¢as. Kazd4a ndhodn4 veli¢ina m4
své charakteristiky, které se také vyvijeji v case. Dostavame tak posloupnost stfednich hodnot
nebo rozptyli. Nahodné posloupnosti budeme vyuzivat pro popis veli¢in méfenych v diskrétnim
Case.

Nahodna posloupnost se spojitymi hodnotami je ndhodné posloupnost spojitych nédhod-
nych veli¢in. Tj. v kazdém okamZziku méfeni ¢ dostaneme spojitou ndhodnou veli¢inu, kterd muze
nabyvat jakékoli hodnoty z realné osy.

Nahodna posloupnost s diskrétnimi hodnotami je posloupnost diskrétnich nahodnych ve-
li¢in, tj, takovych ndhodnych veli¢in, které mohou nabyvat kone¢ného nebo spocetného mnozstvi
hodnot.

1.1.9 Poznamka

Nahodné procesy se spojitym ¢asem také existuji a pouzivaji se. V naem vykladu se ale neobjevi a tak
se s nimi nebudeme zabyvat. <

1.2 Systém a veli¢iny s nim spojené

Pfedmétem naseho zajmu je vymezend Cast reality, na které méfime data a kterou chceme pozna-
vat, abychom jeji chovani mohli pfedpovidat, pfipadné ovliviiovat. Sledovanou realitu nazveme
proces. Soubor veli¢in spojenych s procesem a jejich vzajemné vztahy nazveme systém.

1.2.1 Prtiklad [proces a systém]|

KiiZzovatka je kfizeni dvou silnic. Silnice mohou byt asfaltové, dlazdéné nebo prasné. Mohou byt jed-
nosmérné nebo obousmérné, s jednim nebo vice pruhy. Krizovatka mize byt fizend, nebo nefizena, atd.
Tento Gsek reality dany konkrétnimi silnicemi (pfipadné chodniky) s pfislusnym vybavenim (semafory, de-
tektory, prechody pro chodce atd.) jsme nazvali procesem. Na tomto procesu méfime intenzitu provozu v
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obou smérech a na obou ramenech. Tyto Ctyfi mérené intenzity i1, i2, i3, 44 spolu s veli€inou t - denni Cas a
d - den a jejich vzajemnymi vztahy urCime jako systém, ktery budeme matematicky popisovat a dale zkoumat.

Automobil je zafizeni na prepravu osob a véci. Je vétSinou z plechu a spousty nejriiznéjSich soucasti, které
jsou i u vétsiny riznych typi aut dosti podobné. Tento souhrn plechu, soucastek, benzinu a dalSich prisad
nazyvame procesem. Pokud nas bude zajimat spotfeba automobilu, vezmeme do systému ty veliCiny, které se
spotfebou souvisi. Jsou to vlastni spotfeba, rychlost, moment motoru, otacky motoru, plyn, brzda, rychlostni
stupen a z okoli automobilu jesté Ghel stoupani (klesani). Tyto veliCiny a jejich vzajemné vztahy vyjadfuji
chovani automobilu (vzhledem k jeho spotfebé) a tvofi systém. Jeho popisem je model spotfeby automobilu.

Pro definici systému jsou dilezité veli¢iny. Protoze ve velké vétsiné jsou tyto veli¢iny pod vlivem
neurcitosti (poruchy v procesu samém nebo chyby méfeni), uvazujeme tyto veli¢iny jako ndhodné
a pro jejich popis vyuzivame pravdépodobnostni pojmy - rozdéleni, odhad apod.

Podle hodnot délime veli¢iny na diskrétni (mohou nabyt hodnoty z konetné nebo spocetné
mnoziny) a spojité (jejich hodnoty jsou z celé realné osy nebo néjaké jeji podmnoziny, napt. z
jeji nezaporné poloosy). Priklady diskrétnich veli¢in jsou napf¥. dopravni stupeil, barva na sema-
foru, typ nehody nebo rychlostni stupen. Spojité veli¢iny jsou ¢as, rychlost, intenzita dopravniho
proudu. Intenzita je sice definovana jako pocet automobila za hodinu, coz je vlastné konecna
mnozina, ale protoze je velika, je 1épe ji uvazovat jako veli¢inu spojitou.

1.2.2 Poznamka

Neékteré veli¢iny maji zvlastni postaveni, napf¥. rychlost automobilu. To je samoziejmé veli¢ina spojita.
Pocitame-li ale jeji priimérnou hodnotu v ur¢itém ¢asovém intervalu, bereme rychlosti v§ech automobili
a délime jejich poctem. Jestlize automobilt ubyvéa (napiiklad s postupem noci), primérné rychlost je
pribliZzné stejnd nebo spife trochu roste a najednou dokonce nejde spocitat, protoze zadny automobil
neprojel. Navic to, %e jedno auto projelo velmi rychle, viibec neznamend, 7e by auto jedouci za nim
mélo jet také rychle. Z hlediska vzajemné souvislosti méfenych hodnot je tedy tato veli¢ina velmi malo
Spojita.

<

Dalsi hledisko, podle kterého lze velic¢iny délit, je uspoifadanost ¢asového vyvoje jejich hod-
not. Zde jsou veliiny uspofddané (ordinélni), kde lze urcit, ktera hodnota velic¢iny je vétsi a
ktera mensi, a veli¢iny bez usporadani (nominalni), kde porovnani hodnot nema smysl. Pfikla-
dem ordinalni veli¢iny je hustota provozu, doba jizdy nebo spotieba automobilu. Nominalnimi
hodnotami jsou barvy na semaforu, denni doba (den, noc) nebo typ nehody (hmotna skoda,
zranéni, amrti).

1.2.3 Poznamka

Neékteré nominalni hodnoty lze srovnat vi¢i hodnotam jiné ordinalni veli¢iny. Tou jsou vétSinou penize
nebo jeji pozitivni ¢i negativni vliv na zdravi, Zivotni prostiedi apod. Jako piiklad lze uvést veli¢inu typ
nehody. Vzhledem k jejimu dopadu lze jeji usporadani definovat tak, jak jsme jej uvedli - od hmotné
Skody k damrti.

<

Pro nés nejdiilezitéjsim hlediskem pro tiidéni veli¢in je jejich vyznam v systému. Z tohoto
hlediska rozlisujeme:
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vystup - modelovana veli¢ina, kterou v daném okamziku nezname (realizuje se az na zakladé
jinych veli¢in nebo nasich akci), ale dodate¢né ji miZeme zméfit.

vstup (fizeni) - veli¢ina, kterou miaZeme nastavovat a ktera ma vliv na vystup.

externi vstup - veli¢ina, kterou muzeme méfit, ale nemiZeme ji ménit a kterd ma vliv na
vystup.

stav - veliCina, kterou nelze méfit a o které se dozvidame jen prostiednictvim méfeného vstupu
a vystupu.

$um - slozka systému reprezentujici neurcitost. Nelze ji ani mérit ani predpovidat.

Uvedené veli¢iny je mozno znazornit na nésledujicim obrézku

€t
Uy
’ Yt
SYSTEM L
v
té
Ty

kde y; je vystup, u; je vstup, v; je externi vstup, x; je stav a e; je Sum.

Ve schématu jsme uvedli viechny veli¢iny (ndhodné veli¢iny) s indexem ¢, coZ je diskrétni &as.
Oznacime-li 7 bézny spojity ¢as, pak vztah mezi spojitym a diskrétnim Casem je 7 =T -t + 79,
kde T je perioda vzorkovani, tj. pevny Casovy interval, ve kterém se mé¥i (vzorkuji) vSechny
veli¢iny, 7y je pocatecni Gasat =0,1,2,--- je diskrétni ¢as (oznacujici poradi periody od zac¢atku
méfeni). Veli¢iny jsou v kazdém ¢asovém okamziku nahodné a jsou indexoviny ¢asem - jsou to
tedy nahodné posloupnosti (vektory ndhodnych veli¢in).

2 Spojity model

Veli¢iny v dopravnim systému jsou ndhodné posloupnosti indexované diskrétnim casem t¢. V
kazdém casovém okamziku to jsou ndhodné veli¢iny, po zméfreni dostaneme realizace ndhodné
veli¢iny. Tyto ndhodné veli¢iny mohou byt bud spojité, nebo diskrétni. V této kapitole se budeme

zabyvat pfipadem, kdy vystupem systému je spojitd ndhodné veli¢ina indexovand diskrétnim
Casem (ndhodna posloupnost se spojitymi hodnotami).

2.1 Princip stochastického modelu

Model je obrazem systému. Je to matematicky popis zavislosti modelované veli¢iny na jinych
(vhodné vybranych) veli¢inach. Ve vét§ing praktickych p¥ipada funkei zavislosti pfimo nezname,
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a tak vztahy mezi veli¢inami popisujeme za pomoci parametri. Hodnoty parametri urc¢ujeme
pomoci odhadu z mé&fenych dat. Tato neznalost parametru a poruchy ve veli¢inach (at uz vzni-
kajici pfi samotném generovani nebo v procesu méfeni) zpisobuji, Ze je takovy model prakticky
vzdy pod vlivem neurcitosti.

2.1.1 Piiklad [stochasticky model]

Princip modelovani Ize demonstrovat na situaci, kdy byla nihle zablokovana silnice a prijizdgjici auta se stavi
do kolony. Modelovanou velicinou y; je délka kolony nardstajici v diskrétnim Case ¢. Tato délka zavisi na
intenzité proudu I; a na primérné délce automobilu (véetn& mezery mezi automobily) 6. Pro vyvoj kolony v
Case mizeme psat

Yt = Yr—1 + 01, yo =0,
kde yo je pocate€ni délka kolony a 0 je okamzik vzniku blokace. Tento model Ize uvaZzovat jako deterministicky.

Jestlize jsme namé¥ili s periodou vzorkovani 90 sec

a uvazujeme-li délku vozidla 8 m, pak vyvoj délky kolony v metrech bude

t [ 12 3 4 5 6 7 8 9 10
ye | 64 112 152 224 288 360 456 496 552 584

Je ale zfejmé, Ze tento deterministicky model nemizZe platit presné. Pocitali jsme s délkou auta 8 m, cozZ je
jen hruby odhad, a rovnéz jsme zaokrouhlovali pocet automobilt v kazdé periodé méFeni intenzity I:. Proto
realistictéjsi model je model stochasticky, ktery miazeme vyjadfit nasledujici rovnici s pfictenym Sumem
reprezentujicim neurcitosti a poruchy v systému

Yt =Ys—1 + 01y + ey
V tomto stochastickém modelu Ize uvazovat i pocatecni podminku yo za nahodnou. Pokud jsme “v priiméru”
odhadovali dobfe, bude mit Sum pfiblizné nulovou stfedni hodnotu. V pfipadé, ze systém pfrilis neméni své
stochastické vlastnosti, bude rozptyl 3umu konstantni. Pokud dale “vysvétlujici veli¢iny” modelu nesou o
modelované veli¢iné dostatek informaci, budou jednotlivé slozky nahodné posloupnosti navzajem nezavislé.
Takové nahodné posloupnosti fikime bily sSum (white noise).

Model, ke kterému jsme dospéli v minulém piikladé, obsahuje deterministickou (tady linearni)
funkci pocitajici modelovanou veli¢inu y; v zavislosti na nezévislé veli¢iné I, jakémsi parametru
0, ktery vyjadiuje konkrétni miru souvislosti mezi y; a I;. Stochastickd ¢ast modelu je Sum ey,
ktery (podobné jako v regresni analyze) “dorovnava” modelovanou veli¢inu i s poruchami proti
jejim idealnim hodnotam (predikei).

Na tuto rovnici lze také pohliZet jako na transformaci ndhodné veli¢iny e; s rozdélenim f (e;)
na ndhodnou veli¢inu y; s podminénym rozdélenim f (y:|y:—1,1t,6). Abychom transformacni
rovnici mohli pouZzit, musi byt veli¢iny y;_1, I;, 0 znadme, tj. musi se vyskytnout v podmince
rozdéleni modelované velic¢iny. Transformace potom piedstavuje pouhé posunuti z nulové stiedni
hodnoty Sumu, na stfedni hodnotu modelované veli¢iny y;, ktera je

Eyly—1,1:,0] = Elys—1 + 0L, + e|ye—1, L1, 0] = yp—1 + 01;.

Rozptyl y; je stejny jako rozptyl e;. (Oboji si zkuste dokézat).
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2.2 Linearni regresni model s normalnim Sumem

Nejcastéji pouzivanym spojitym modelem je linedrni regresni model s normélnim rozdélenim
nahodné slozky - Sumu. Tento model m4a obecné rovnici

Yt =¢;@+€t, (2.1)

kde y; je modelované veli¢ina,

Yy je regresni vektor (vektor velicin, které vysvtluji y),

O je parametr modelu (zahrnuje regresni koeficienty 6 a rozptyl Sumu r),

e; je Sum s normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem

.
Staticky regresni model obsahuje v regresnim vektoru jen vstupni veli¢iny (vétsinou méfené v
soucasném CGasovém okamZziku), nikoli zpozdéné hodnoty modelované veli¢iny. Jeho rovnici tedy
muiZeme psat ve tvaru

Yt = C101;t + CoV2i + - F Cm Uit + K + e,
kde w; = [v14,V2;, * , Umat, 1] je regresni vektor a 6 = [c1,¢2, -, cm, k] je vektor regresnich
koeficientti. Nékteré z velic¢in regresniho vektoru mohou predstavovat fizeni.
Typicky dynamicky regresni model popisujici vstup a vystup sytému je dan regresnim vektorem

ve tvaru

’

/l/}t = [ut7 Yt—1, Ut—1, " 5 Yt—n, Ut—n, 1]
a jemu odpovidajicim vektorem parametri
9/ = [b07 ay, bla crt oy Gp, bn7 k] .

Dosadime-li do (2.1), dostaneme model ve tvaru rovnice

Y = bouy + arye—1 +b1ug—1 + -+ anYi—n + bpus—p + k + ;. (2.2)

Tato rovnice pak definuje podminénou hp modelované veli¢iny y; takto:

Sum e; m4 podle definice rozdéleni

Fe = —a=ew{-5a}.

Podle transformaéni rovnice (2.2), kterd mé Jakobian roven jedné, plati

et =y — 0
a po dosazeni do rozdéleni sumu dostaneme
1 1 r\2
f (ln, ©) = @CXP{—% (90— v10) } (2:3)

coz je hledan& podminéna hp modelované veli¢iny - model systému ve tvaru hustoty.

Radem regresniho vektoru nazveme nejvétsi zpozdéni modelované veli¢iny v regresnim vek-
toru.

Staticky model je model nultého Fadu.

V modelu 1. fadu zéavisi modelovana veli¢ina na své minulé hodnoté. Zpozdéni jinych veli¢in
(Tizeni, externiho vstupu) ¥ad modelu neovlivni.
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2.3 Diferencialni a diferenc¢ni rovnice ve spojitém modelu
2.3.1 Diskretizace diferencialni rovnice

Realny ¢as plyne spojité a vétsina déji v realném svété probiha rovnéz spojité. Je proto dobie
si uvédomit, ze na pozadi naSeho systému stoji spojity proces a nas systém vznika diskretizaci
tohoto procesu. Celou situaci budeme demonstrovat na velmi jednoduché (idealizované) soustavé
popsané diferencialni rovnici prvntho fadu bez pravé strany - jedna se tedy o problém doznivani
pocatec¢nich podminek. Spojité proménné zde budeme znacit velkymi pismeny s argumentem
¢asu 7 v zavorce - napt. Y (7). Spojity systém je tedy popsan rovnici (Y’ zde znadi derivaci)

Y'(1)+aY (1) =0, Y (0) = yo.

Nasim tkolem je vyjadfit tuto diferencialni rovnici pomoci diferenc¢ni rovnice v diskrétnim case ¢
s periodou vzorkovani T' (7 = tT') tak, aby vzorky generované diferen¢ni rovnici lezely na funkei,
ktera je feSenim diferencialni rovnice a danych pocate¢nich podminek.

Postup odvozeni diferen¢ni rovnice (diskretizace) je nasledujici. ReSeni diferencialni rovnice od-
hadneme ve zndmém exponencialnim tvaru a po dosazeni poc¢ate¢nich podminek dostaneme

Y (1) =yoexp{—ar}.
Do teseni dosadime diskrétni ¢as 7 = tT'. Diskretizované feSeni napiSeme pro ¢as t + 1
Y((#+1)T)=yoexp{—a(t+1)T}.
Na levé strané je vzorek Y v Case t + 1, ktery znacime y.1. Na pravé strané upravime exponen-
cidlu
exp{—a(t+1)T} =exp{—atT}exp{—aT}.

Prvni ¢len na pravé strané predchozi rovnosti je vzorek Y v diskrétnim case ¢, druhy c¢len je
konstanta. Dosadime do diskretizovaného feSeni a dostaneme

Yir1 = yoexp{—aT}y, mnebo y, =yoexp{—al}y,1

a tedy
Yt = Aytfh
kde A = ypexp {—aT}. To je diferen¢ni rovnice, ktera spliiuje nase pozadavky.

Podobnym zpisobem lze diskretizovat i diferencidlni rovnice vyssich fada, i kdyz postup je
ponékud zdlouhavéjsi.

2.3.2 Typy diferencialnich a diferenénich rovnic

Pro fegeni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty bez pravé strany je rozhodujici feSeni
jeji charakteristické rovnice. Pro rovnice druhého fadu

y' +ary +agy =0

je charakteristicka rovnice
A2+ ai)+ag =0.

Mohou nastat tii typy feSeni charakteristické rovnice:
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1. dvé redlnd FeSeni N1 a Ao - diferencidlni rovnice ma feSeni ve tvaru linearni kombinace
dvou exponencial
y=ajexp{\7}+ agexp{Aa7}

2. jeden dvojndsobny koten A - feSeni je v tvaru

y = (17 + ag)exp {I7}

3. dva komplexné sdruZené koteny X+ jw a A — jw - TeSeni diferencialni rovnice je

y = exp {7} [ sin (wT) + @z cos (wT)].

Pro diferen¢ni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty bez pravé strany plati podobna
analyza. Pro rovnici
Ytt2 + a1yi41 + agyr = 0

je opét rozhodujici charakteristicka rovnice
224+ a1z +ag =0,

kde z je operator jednokrokového piedstihu y;11 = zy;.

Tato rovnice méa podobuné typy FeSeni (i je imaginarni jednotka):
1. dva redlné kofeny A1 a Ao - Teeni diferen¢ni rovnice je
Y = BT + Ba)s
2. jeden dvojndsobnyj kofen \ - FeSeni je
Y = BrX' + Bat A’
3. dva komplexné sdruzené koteny \ £ iw - FeSeni je

ye = (A + w2)t/2 (B sin (wt) + B2 cos (wt))

2.4 Regresni model ve stavovém tvaru

Stav systému z; je takova veli¢ina (vektor veli¢in), ktery v sobé obsahuje informaci o celém
dosavadnim vyvoji systému. Jestlize zname stary stav a aktudlni fidici veli¢iny, jsme schopni
konstruovat pravdépodobnostni popis nového stavu. Model stavu ma tedy vzdy 1. fad. V line-
&rnim piipadé je dan rovnici

= Mz + Nug + wy,
kde M, N jsou matice odpovidajicich rozméra, w; je bily Sum.

V tadé piipadd je vyhodnéjsi pracovat s modelem 1. fadu, i kdyz mnoho-rozmérnym, nez s
regresnim modelem s fadem vyS$im nez jedna. Konstrukei stavového modelu je cela fada. Ta-
kovato procedura je zndma napf. z prepo¢tu diferencidlni (nebo diferenéni) rovnice n-tého fadu
na n rovnic, prvniho fadu. Zde uvedeme tu nejjednodussi, kterd piimo vychéazi ze struktury
regresniho modelu.
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Uvazujme obecné regresni model
Y =bour + aryr—1+ - + anYt—n + bpur—n + k + €.

. ! we s ,
Definujeme vektor (stav) @ = [ys, Uty Yt—1,Ut—1, " ** s Yt—n, Ut—n, 1] & pro néj s pomoci regresniho
modelu a identickych rovnic sestavime model v nésledujicim tvaru

Ty = M.’Et,1 + Nut + € (24)

se strukturou (z divodu pfehlednosti ji uvedeme pro regresni model fadu 2)

Yt ar b1 ax by k| |yi—1 bo et

Uy 0O 0 0 0 Of |u— 1 0
ye1| =1 0 0 0 Of [yeo|+|O0]u+ |Of,

Up—1 0O 1 0 0 O0Of |u—o 0 0

1 o o0 0 o0 1 1 0 0
N—— —— = v ad

Ty A Te—1 B wi

kde prvni rovnice pfedstavuje regresni model a zbytek jsou identity.

Vyznam tohoto pfevodu ukizeme na piikladé.

2.4.1 Piiklad [regresni model]

Pro regresni model 2. Fadu se zanedbatelnym Sumem (tedy 3umem s tak malym rozptylem, Zze 3um lze
zanedbat) urcete hodnotu ys pro po€atecni podminky y_1,yo a dané fizeni u_1,uo,- - , us.

Teoreticky je Gloha jednoducha. Pro pfedpovéd y; dosadime do regresniho vektoru regresniho modelu a
hodnotu vystupu prosté vypoCteme pfi souCasném zanedbani Sumu

y1 = bour + a1yo + biuo + a2y—1 + bau_1 + k.
PFi vypoctu y2 pouZijeme znamé hodnoty a také vypoctenou hodnotu vystupu y1
y2 = bouz + a1y1 + biur + a2yo + bauo + k =
= bouz + a1 (bou1 + ar1yo + biuo + azy—1 + bau_1 + k) + brui + aoyo + bouo + k =
= bougz + (a1bo + b1) w1 + (a1br + bo) uo + arbou—_1 + (a% + ao) Yo + arasy—1 + (a1 + 1) k.

Timhle zpiisobem Ize pokracovat az do Casu ¢t = 5. Neni sice prilis slozité postfehnout, jakym zptisobem se
vyvijeji koeficienty u jednotlivych velicin, nicméné tato aloha je daleko snazsi, pouzijeme-li stavovy model
Tt = Mzi—1 + Nug,
kde jsme podle predpokladu zadani zanedbali Sum. Plati
x1 = Mz + Nu,
kde zo = [yo, uo, y—1,u—1,1]". Dale
&2 = Mz + Nuz = M (Mxo + Nuy) + Nuz = M2zo + MNuy + Nus,
x3 = Mz + Nug = M (M?zo + MNu1 + Nuz) + Nug = M>zo + M*Nuy + MNus + Nus.
Ani nemusime pokraCovat a miizeme psat obecny vzorec:
=1
Tre = Mtl’o + ZMlNut,i.
i=0
Pozadované ys je prvnim prvkem vektoru x5, tedy
4

5 .
$5:M xo + E MlNut_i, a Ys = T1;5.
=0
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3 Diskrétni a logisticky model

3.1 Diskrétni model

Pokud mayji v8echny veli¢iny vstupujici do modelu koneény pocet hodnot, hovoiime o diskrétnim

modelu. Sefadime-li tyto veli¢iny do vektoru (tzv. rozsiFeny regresni vektor ¥, = [yt,qﬁ;} ),

pak realizaci nahodnych veli¢in v tomto vektoru dostaneme urc¢itou konfiguraci jejich hodnot.
Diskrétni systém ma koneény pocet takovych konfiguraci, které nazyviame mody. Piikladem je
odboceni auta v T-kfiZzovatce doprava, nebo doleva (2 mody) nebo kolona nebyla a neni, nebyla
a je, byla a neni, byla a je (4 mody). Popis diskrétniho systému proto muZeme provést velmi
obecné, a to tak, ze kazdé konfiguraci hodnot veli¢in v rozsifeném regresnim vektoru pfifadime
jeji pravdépodobnost, tedy

[ Welte, ©) = Oy,1y,, (3.1)

kde multi-index (rozsffeny regresni vektor s diskrétnimi hodnotami) y|vy = [ye, V1, Y2, -+ 5 it
je vektor indexi (hodnot diskrétnich veli¢in) a znaménko “|” je pouZito jen forméalné a ukazuje,
které veli¢iny jsou modelovany a které se nachazi v podmince modelu.

Podobné jako u regresntho modelu nazveme fadem modelu nejvétsi zpozdéni modelované
veli¢iny v regresnim vektoru.

3.1.1 Piiklad [diskrétni model]

Model budeme demonstrovat na jednoduchém, ale presto dostatecné obecném prikladé tzv. “fizené koruny
s paméti’. Jedna se o systém s dvouhodnotovym vystupem s hodnotami 1 a 2 (napf. rub a lic), ktery je
zavisly na minulém vystupu (napf. po dopadu se koruna za3pini a tim se rozvaze pravdépodobnostni pomér
jednotlivych stran) a na dvouhodnotovém Fizeni, rovnéz s hodnotami 1 a 2 (napf. zpiisob, jak se polozi mince
na ruku pfi hodu). Potom plati

Yt € {152}3 ’(/)t = [utvyt*ﬂ € {172} X {172}7 U, = [yt|utayt*1]

a model je mozno zapsat ve formé tabulky

I (yelue, ye—1) Yt
hh,yt—l} 1 2
1,1 0.3 0.7
1,2 0.8 0.2
2,1 0.1 0.9
2,2 0.2 0.8

kde 61‘11 =03a napF. @2‘21 =0.9.

Obecné pro parametry diskrétniho modelu musi platit

iey*

Vyuziti diskrétniho modelu je mozné zejména v situacich, kdy:
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1. Modelovana veli¢ina je urcitou klasifikaci n&jakého jevu - napf. nehoda nastala nebo ne-
nastala nebo nastala nehoda bez zranéni, se zranénim, s Gmrtim.

2. Nezavislé veli¢iny (v regresnim vektoru) oznacuji okolnosti, které doprovézeji naméfenou
hodnotu modelované veli¢iny. Tyto veli¢iny mohou byt nominalni, napiiklad veli¢ina denni
doba s hodnotami: svitani, den, soumrak, noc.

Je potieba si uvédomit, ze ¢im vice veli¢in obsahuje regresni vektor a ¢im vice raznych hodnot
tyto veli¢iny mohou nabyt, tim vétsi je pocet stavi takového systému. Abychom se o kazdém
stavu néco dozvédéli, potfebujeme obrovsky pocet dat. Pfi tvorbé diskrétniho modelu se proto
snazime do regresniho vektoru vybrat jen podstatné veliCiny (vzhledem k vysvétleni hodnot
modelované veli¢iny) a u kazdé veli¢iny definovat co nejmensi po¢et hodnot. Pomoci miZe napf.
spojovani hodnot: pro denni dobu misto jitro, den, soumrak, noc lze definovat svétlo, Sero, tma
(pokud tomu nebrani konkrétni zadéani ulohy).

3.2 Logisticky model

Logisticky model pouZijeme v p¥ipadé, kdy modelovana veli¢ina je diskrétni (dvouhodnotova)
yr € {0, 1} a predpokladame, Ze jeji hodnota stochasticky zavisi na veli¢inach
wt = [1; L1ty T25ty " - xn;t]/ 3

které mohou byt jak diskrétni, tak i spojité. Jednicka v regresnim vektoru piedstavuje opét
respektovani konstanty modelu. V pfipadé, kdy veli¢iny z vektoru v; jsou vSechny diskrétni,
jedna se o diskrétni model, kterym jsme se zabyvali v kapitole 3.1.

Logisticky model ma tvar

exp (yt2t)
,0) = ——— 3.2
f(ytlwt ) 1 + exp (Zt) ( )
kde je pouzita linearni regrese )
2t = 'Qljt@ + éq. (33)

Vyznam logistického modelu je v tom, Ze popisuje diskrétni veli¢inu y; v zavislosti na spojité
veli¢iné z; ktera je vypoctena na zékladé line4rni regrese z veli¢in, které mohou byt jak diskrétni,
tak i spojité.

3.2.1 Ptiklad [logisticky model]

Modelujeme zavaznost nehody y: € {0, 1} v zavislosti na rychlosti automobilu vi,;; € R' a osvétleni
vay € {1,2,3}, kde 1 znamena svétlo, 2 oznaCuje Sero a 3 predstavuje tmu. Linearni regrese (3.3) ma
rovnici

2zt = 00 + 01v1; + O2v2; + €4

a model (3.2) bude tvofen pravdépodobnostmi

ex z

Py = 1[¢¢,0) = #(pt()zt)’
1

Py =014, 0) = T+ exp (2)

kde prvni rovnici je pro y; = 1 a druha pro y; = 0.
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Princip fungovani tohoto modelu je nésledujici. Linearni regrese (3.3) mapuje regresni vektor 1);
na veli¢inu z;, které pfirozené nabyva hodnot z celé realné osy. Funkce (3.2) potom transformuje
tuto redlnou osu do intervalu (0, 1), takze nakonec dostaneme hodnotu ve tvaru pravdépodob-
nosti. Hodnoty této pravdépodobnosti blizké 1 ukazuji na hodnotu y; = 1, hodnoty blizké 0
mluvi pro y; = 0.

Jiné vyjadreni logistického modelu

Jiné mozné vyjadieni stejného logistického modelu je mozno napsat pomoci funkce logit, ktera
je definovana

-Dp

logit (p) = In <1p> . (3.4)

Dosadime-li p = P (y; = 1|y, ©), dostaneme logisticky model ve tvaru

NE LTI

1- Py = 1|?/1t»@)> =%Oten

Samoziejmé pro y; = 0 plati
Py =044, 0) =1— P (y, = 1[4, 0)

Prabéh funkce logit je vykreslen na Obréazku 3.1.

4 Odhad spojitého modelu

Model je matematickym popisem vybranych veli¢in sledovaného procesu. Tyto veli¢iny popisu-
jeme stochasticky (pomoci hustot pravdépodobnosti) v zavislosti na jinych vybranych veli¢inach
vétsinou jako linearni vazby pomoci diferen¢nich rovnic.

Pfi navrhu modelu fesime dva kroky:

1. navrh struktury modelu, tj. vybér veli¢in a poctu kroku jejich zpozdéni, na kterych mo-
delovand veli¢ina zavisi,

2. urceni parametri modelu, které vyjadiuji konkrétni zavislosti ve sledovaném procesu.

Zde se budeme zabyvat druhym bodem - odhadem parametrii modelu.

4.1 Bayesovské odhadovani
4.1.1 Parametry z hlediska bayesovstvi
V klasické statistice se odhadované parametry, ale i jiné odhadované veli¢iny, povazuji za na-

hodné veli¢iny. Jejich popisem je hustota pravdépodobnosti. Jestlize je pro konstrukci této hp
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Function logit: z = In p/(1-p)

Function logit-inv: p = exp(z) / (1+exp(z))

0.81

0.6

0.4r1

0.21

Obrazek 3.1: Funkce z = logit(p)

Funkce logit prevddi proménnou p, kterd md rozsah (0,1) na velicinu z, kterd
md hodnoty z celé redlné osy. Toho se vyuZije pii logistické regresi tak, Ze
hodnoty z = 'O € R se transformuji na pravdépodobnosti p € (0,1). Trans-
formace je patrnd z obrdzku: velké kladné hodnoty z se zobrazi blizko p = 1,
hodnoty z kolem nuly padnou blizko p = 0.5 a velké zdporné hodnoty z ddvaji
hodnoty blizko p = 0.

Funkci logit_inv inverzni k funkci logit dostaneme otocenim horniho ob-
rdzku o 45° (viz dolni obrdzek). Tato funkce pievddi naopak redlnd ¢isla na
pravdépodobnosti.
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pouZita jen pfedb&Zna (expertni) znalost, hovofime o apriornim popisu. Jestlize jsou dale vyuzita
i méfend data, dostavame aposteriorni popis.

V piipadé popisu parametri se jedna o hp f(©), ktera se nazyva apriorni hp a kterd odrazi
prvotni znalosti o parametrech. V priubéhu odhadovani se méii data d; v casech ¢t =1,2,--- T,
kde T je horizont intervalu odhadovini. Informace z méfenych dat se postupné vyuZziva pro
zpresnéni popisu parametri a puvodni apriorni hp se vyviji na aposteriorni hp

dy do ds dr
f©) — f@©ld1) — f@Old?2) — - —= [(6dT)

Stfedni hodnota aposteriorni hp vypovida o bodovych odhadech parametra (viz Pfilohy 10.8),
kovarian¢ni matice o nepfesnosti odhada. Pfepocty hp popisujici parametry se provadi na za-
kladé Bayesova vztahu.

4.1.2 Bayestv vztah

Vyvoj hp parametri, tj. postupné upfesiiovani hp parametri podle informace piichazejici z
méfenych dat dy, do, - -+ ,dy, se provadi podle Bayesova vzorce (viz Piilohy 1.4)

f(Old(t)) o< f (yelor, ©) f(Od (t — 1)), (4.1)

ktery se po¢ita prot =1,2,--- ,T a startuje s tzv. apriorni hp f (0|d (0)) = f (), ktera odrazi
apriorni, expertni znalost.

Vztah (4.1) je mozno zapsat také rovnou pro koncovy ¢as T

T
F(©1d(T)) =TT f welve. ©) f (814 (0) = Lz (©) f (8] (0)),
t=1
kde
Ly (©) = H [ Wel, ©) (4.2)
t=1

je vérohodnostni funkce (likelihood).

Z uvedeného je patrné, ze bayesovsky odhad je vlastné klasicky odhad maximé&lni vérohodnosti
korigovany apriorni hp.

4.1.3 Reprodukovatelné parametrické vyjadfeni aposteriorni hp

Vztah (4.1) je rekurze pro funkce. Ta je prakticky nerealizovatelna, proto je t¥eba jednotlivé
hp vyjadrit v konkrétnim tvaru, ktery zavisi na kone¢ném poctu ¢iselnych charakteristik a tuto
funkcionélni rekurzi pfevést na rekurzi algebraickou pro charakteristiky rozdéleni.?

2Nap¥. piepocitat funkci f (x) na g (x) lze jenom tak, Ze ji prepo&itame f(z) — g (z) pro kazidy bod = € R.
Jestlize ale je f(z) = exp{az} a g(z) = exp{bzx}, pak staci pFepolitat a — b. Cela funkce uZ je d4dna svym
predpisem.
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Navic je tfeba parametrické vyjadieni volit tak, aby pfi postupném odhadu v ¢ase nevznikaly
nové a nové charakteristiky, tj, aby se formélni tvar hp parametra reprodukoval. Jinak se tato
hp velmi rychle stane tak slozitou, ze ji prakticky neni mozno pocitat v rozumném case.

Napiiklad bude-li mit model normalni rozdéleni, zvolime apriorni hp také jako normalni. Naso-
beni normélnich hp vede opét na normalni rozdéleni, které je urcené svou stfedni hodnotou a
rozptylem. Ty je moZzno pocitat pfimo ze stfednich hodnot a rozptyli modelu soustavy a apri-
orni hp. Dostavame tak rekurzi na ¢islech, nikoli na funkcich. Pokud mé model tuto vlastnost,
fekneme, Ze pfi odhadu dostavame reprodukujici se aposteriorni hp.

Obecné tento problém vyfesit nelze, ale pro piipady, kterymi se zde budeme zabyvat, tj. pro
regresni spojity model s normalnim rozdélenim a pro diskrétni model s multinomialnim rozdé-
lenim, takové tzv. adjungované apriorni distribuce na parametrech existuji ve formé inverzniho
Gauss-Wishartova a Dirichletova rozdéleni. Budeme o nich podrobnéji hovofit v nasledujicich
kapitoléch.

4.1.4 Pi¥iklad [odhadovani bez reprodukce aposteriorni hp]

V tomto prikladu budeme ilustrovat situaci, kdy odhadujeme s modelem, ktery nevede na reprodukujici se
aposteriorni hp.

Uvazujme model f (y|a) = ay® — 2ay + 222 pro y € (0, 2) a parametrem a € (—2, 2). Protoze zname
rozsah parametru a a nemame o ném zadnou apriorni informaci, budeme apriorni hp volit jako rovhomérnou,
tj. f(a) = 5 naintervalu a € (-2, 2).

V prvnim kroku odhadu naméfime y1 a dostaneme

f (alys) £ (wila) f (a) = (ayf o + 4a+3> !

V druhém kroku

4a + 3 da+3\ 4
F el ) o (nla) £ (al) = (a5 = 2000 + 252 ) (g = 200 + 222 3

6 9

pamatovat stale slozitéjsi vyrazy. Po prvnim kroku pracujeme s y? a y1. Po druhém uz to bude y3y3, yiyo,
Y13, Y192 Yi, Y3, Y1, y2 a tak dale.

4.1.5 Piiklad [Odhadovani s reprodukei aposteriorni hp|

Zde ukazeme odhad s modelem, ktery vede na reprodukujici se aposteriorni hp.

Vezmeme model f (yi|la) = exp{—ay}, y > 0, a > 0. Jako apriorni hp uvazujme f(a) = exp{—ayo}.
Potom po prvnim kroku odhadu mame

flalyr) o< f (yila) f (a) = exp {—ay1} exp {—ayo} = exp{—a (y1 +yo)},

po druhém
f(aly1,y2) ocexp{—a(y2 +y1 +vo)}

£ (aly (k) o< exp {aZyz} :
1=0

Je zfejmé, e kdyZ ozna&ime statistiku odhadu Sy = Zf:o i, pak prepocet statistiky v Case k je

a obecné

Sk = Sk—1+ k.

Formalni tvar hp parametrdl se neméni a vzorec pro pfepocet statistik ma stale stejny tvar.
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4.1.6 Vysledek odhadovani

Vysledkem procedury odhadu je aposteriorni hp

feld),

kterd dava uplny stochasticky popis parametri - tedy vycet vSech moznych hodnot a jejich
pravdépodobnosti vyskytu. Pokud je to mozné (vétsinou z divodu spocitatelnosti), mélo by se
tam, kde mame neznadmé parametry, pocitat s touto celou distribuci.

Neni-li mozné vyuzit v dalsich vypoc¢tech celou aposteriorni hp nebo potiebujeme-li jako odhady
¢isla, muzeme piejit k bodovym odhadim

O, =E[O|d(t)].

Obé tyto varianty vyuZziti procedury odhadovani lze dobie ilustrovat v dalsim odstavci Odhad
vystupu systému.

4.1.7 Odhad vystupu

Predpovéd vystupu je popséna prediktivni hp f (y¢|1y, d (t — 1)) . Protoze parametry © obecné
nezname, nesmi se vyskytovat v podmince.?

Prediktivni hp dostaneme tak, Ze modelujeme obé nezndmé veli¢iny y; i © pomoci sdruzené hp,
kterou rozlozime podle fetézového pravidla a integrujeme pies O, abychom dostali popis jen pro

vystup y:

flndt=1) = [ (. Olnd(t—1))d0 =

- /@ Sl ©) F (ld (¢~ 1) de, (4.3)

kde chybgjici veli¢iny v podminkach vypadly z diivodu nezéavislosti. Pfedpovéd vystupu v case t
(jako nahodné veli¢iny) je tedy dana modelem f (y:|i, ©) a vyjadienim nezndmého parametru
pomoci aposteriorni hp parametra f (©|d (t —1)).

4.1.8 Poznamka

Dobfe si viimnéte, jak bayesovstvi zachazi s nezndmou veli¢inou (tady parametrem). Kazdého by na-
padlo: mam model a potfebuji do ného parametr. Udélam odhad a ten tam dosadim. To ale neni
optiméalni. Spravné je pouZiti aplné pravd&podobnosti tak jako v (4.3). Do modelu postupné dosazuji
vSechny mozZné hodnoty parametrti a po¢itdm vizeny primér - dosazeni a s¢itani déla integral, vahy
jsou dény aposteriorni hp. <

3Jinak bychom tuto hp nemohli pfimo pou#it - neméli bychom za © co dosadit. Parametry ale potfebujeme
pro model. Proto musime odhad © zabudovat do konstrukce prediktivni hp.
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4.1.9 Bodovy odhad vystupu

Bodovy odhad parametru zkonstruovany s pomoci aposteriorni hp je (viz P¥iloha 10.8) podmi-
nénd stiedni hodnota parametru

O, =E[Old(t)] = 5 Of (0ld(t))de. (4.4)

Tento bodovy odhad uZ neni tplny, ale jen ¢astecny popis parametru (napf. stiedni hodnota
nic nefika o rozptylu). Pokud je ale aposteriorni hp dostate¢né ,3tihla*“, a to ona po spravném
odhadu je,* je mozno ji nahradit Diracovym impulzem § (@ — ét>, kde 4 (0) je jedna a jinde
nula, tedy

FOld(t—1)) *)6(@*(2%,1). (4.5)

Dosadime za aposteriorni hp a dostaneme

Fnlind=1)= [ fl0n©)5(0=0r1)d0 =1 (&),  (46)

Vysledek je pravé ten, ktery bychom cekali. Jestlize mame model s nezndmymi parametry a
spoCteme bodové odhady parametra, pak tyto bodové odhady pouZijeme misto neznamych pa-
rametri. Nedostavame optimdalni feSeni, ale pro ,Stihlou aposteriorni hp“ je to feSeni Casto
prijatelné.

4.2 Odhad parametria regresniho modelu

Odhad parametri normalniho regresniho modelu na zakladé apriorni informace a dat d (t) mé-
fenych prubéiné na systému provedeme na zikladé Bayesova vzorce (4.1) s modelem (2.3) a

vhodné zvolenou apriorni hp f (©]d (0)) = f ().

4.2.1 Model

Regresni model s regresnim vektorem 1, jemu odpovidajicim vektorem regresnich koeficientu 6
a normalnim Sumem s rozptylem r ma tvar

SN2
I Wi, ©) = \/12?70_0.5 exp {_217" (yt - %9) } .

Pro ucely odhadu je vyhodné tuto hp (vyraz v exponentu) upravit do néasledujiciho tvaru (viz
Ptiloha 10.6, rovnice (10.9))

Pt ) = e {0 101 L (@)

kde D, = [ Ztt ] [yt, w;} je tzv. datova matice.

4P#i odhadu ziskdvame informaci, tim klesa neuréitost a s ni i rozptyl odhadu.
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Dale v Priloze 10.7 v rovnici (10.10) je uveden tvar aposteriorni hp, ktery odpovida normalnimu
regresnimu modelu (jedna se o tzv. konjugovanou aposteriorni hp k normalnimu regresnimu
modelu, tj. takovy popis parametri, jehoZ tvar se pii odhadu podle Bayesova vzorce reprodukuje)

pelae) x e {10y | ] (45)

kde V; a k., jsou statistiky odhadu. Pro ¢asovy okamzik ¢ vzorec s 7 = t udavé aposteriorni hp,
pro 7 =t —1 je to apriorni hp.

4.2.2 Rekurze pro statistiku

Dosazenim do Bayesova vzorce (4.1) dostaneme

0.5k 1 -1
r 0‘5texp{2r[10’]Vt{ 9 }}(x

aposteriorni hp

L 1 11\ osn 1 -1
~r 0‘°exp{%[19/]Dt[ p }}r 0.5K¢—1 exp{zr[lel]vt_l[ 0 ]}7

model apriorni hp

odkud porovnanim obou stran tohoto vztahu dostaneme rovnice pro piepocet statistik

‘/t = ‘/t—l + Dt7 (49)
Kt = Ki_1+ 1. (410)

Uvedené statistiky se nazyvaji: V - rozsifend informaé¢ni matice, x - pocitadlo vzorka a datova
matice D;. je

D= | ¥ | L wi ),

4.2.3 Algoritmus odhadu

Postup odhadu parametru je néasledujici:

1. Konstrukce apriorni hp f (©|d (0)). Obecné& to neni jednoduch4 zélezitost. Jedna se o pie-
vod predpokladii nebo pozadavki tykajicich se parametra © (jako t¥eba © ma nezaporné
prvky, nebo mensi nez ngjaka horni hranice apod.) do apriornich statistik konstruované
apriorni hp.

Vystupem jsou apriorni statistiky V a ko a z nich zkonstruovana apriorni hp podle (4.8)
s dosazenymi apriornimi statistikami.

2. Méfeni dat dy,ds,--- kde d = {y, u} a prub&ny piepocet statistik podle vztahu (4.9) a
(4.10) tj.
Vi=Vii+ Dy a kg =K1 + 1.

Vystupem jsou aposteriorni statistiky V; a ;.
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3. Konstrukce aposteriorni hp f (0]d(¢)) dosazenim do vztahu (4.8) s 7 = ¢ a statistikami
‘/t; K.
Vystupem je aposteriorni hp f (0]d (¢)).

4. Vypocet bodovych odhadii ©, (jsou-li potieba). Bodové odhady jsou dany jako podminéna
stfedni hodnota (viz Ptiloha 10.8)

©=FE[O|dt)]= / Of(B|d(t))de.
@*
V Piiloze 10.9, v rovnicich (10.14) a (10.16) je ukazéano, 7e plati

. V, =V, Vi 'V,
Or =V Wy, #y= L v ¥ (4.11)

Rt

Matice Vi, a vektor V, , dostaneme rozdélenim informaéni matice V; na submatice

v, V,,
— 4.12
Vi [ Vi Vi } ’ (4.12)

kde Vy je skalar, V,y je sloupcovy vektor, Vy/w je fadkovy vektor a Vy je ¢tvercova matice
a

k¢ je pocitadlo datovych vzorki, pro které plati K, = k,—1 + 1, 7=1,2---t s poCatecni
hodnotou kq (apriorni statistika).

Vysledkem uvedeného algoritmu je:

e konstrukce aposteriorni hp podle bodu 3,

e bodové odhady parametra (4.11).

4.2.4 Bodovy odhad vystupu s bodovym odhadem parametru
Stfedni hodnotu vystupu y; (tedy jeho optimélni odhad) dostaneme piimo z modelu takto
gt = Eyelhr,d(t —1)] = F [1/1;@ + 64 =, 0;.

To znamen4, ze do modelu bez umu® dosadime data a odhady parametrii a jednoduse spo¢teme
vystup.

Odhadovani parametri regresniho modelu a jeho vystupu budeme ilustrovat na piikladech.
4.2.5 Piiklad [odhad regresniho modelu]

Simulujte spojity dynamicky systém popsany regresnim modelem 2. fadu s regresnim vektorem

¢’t = [ut, Yt—1,Ut—1,Yt—2,Ut—2, 1]/ 5

50dhadem je stfedni hodnota. Stfedni hodnota §umu je nula, takze predikce se provadi jakoby s modelem bez
Sumu.
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jemu odpovidajicimi regresnimi koeficienty
6 =11, 0.6, 0.5, 0.2, —0.3, 0.1]’
a rozptylem Sumu r = 0.01. Odhadnéte parametry © = {6, r} tohoto systému.

Simulace se provadi s pomoci modelu (o = y/r = 0.1)

Yo = 0 + ger = up + 0.6ys—1 + 0.5us—1 — 0.2ys—2 — 0.3us_a + 0.1+ 0.1er,
kde

et ~ Ne, (0,1) je realizace standardniho normalniho Sumu, : je regresni vektor ze zadani alohy, 6 jsou
regresni koeficienty a o je smérodatna odchylka sumu.

Pro odhad vytvarime rozsireny regresni vektor

’

vy = [yt, wt] (4.13)
prot=1,2--- ,n, se kterym prepocitdvame informaéni matici a pocitadlo
Vi = Vio+ 00,
Kt = kKi—1+1,

s pocate€nimi (apriornimi) hodnotami Vj a ko.
Bodové odhady uréime rozkladem informacni matice podle (10.11)
v, V,
[ %]
Vip Vi
a dale podle vzorci
Viy = ViV WV

0, =V, 'V, a ft=
t b Yy t Py

(4.14)
Podrobné feSeni je uvedeno v néasledujicim programu

cle, clear all
// Simulation and estimation of second order

// regression model

nt=100; // number of data

// SIMULATION

th=[1 .6 .5 —.2 —.3 .1]"; // regression coefficients

r=.01; // noise variance

s=sqrt (r); // standard deviation of noise
y=zeros (1,nt); // zero initial conditions + declar.
u=ones (1,nt)+rand(1,nt); // input declaration

// time loop for simulation

for t=3:nt

psi=[u(t) y(t—=1) u(t-1) y(t=2) u(t—2) 1]7;
y(t)=psi’«th + sxrandn;
end

// ESTIMATION
V=zeros (7); // initial statistics
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// time loop for estimation

for t=3:nt
Psi=[y(t) u(t) y(t—1) u(t-1) y(t-2) u(t—2) 1]’;
V=V+PsixPsi ’;

end

Vy=V(1,1);

Vyp=V(2:end,1);

Vp=V(2:end,2:end);

Eth=inv (Vp)*Vyp; // point est. of regr. coeff.

Cth=(Vy—Vyp’«inv (Vp)«Vyp)/nt; // point est. of noise var.

// print
Simulated noise variance=r

Estimated noise variance=Cth

Vysledky programu jsou na obrazcich

Simulated input and output Simulated and estimated regression coefficients

4.5 12
-simulated
At 4 1k I - timated |
34 k nal
3 L -
06
2a¢
0.4r
2 L -
02r
1.58H -
1 E -
04a input H 021
output
] 1 1 1 T 0.4 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 30 100 1 2 ) 4 8 B

4.2.6 Piiklad [bodovy odhad regresniho modelu]

Alternativni postup pfi odhadu parametréi normalniho regresniho modelu vychazejici z metody nejmensich
Ctvercd (ktery je ale s pfedchozim zpiisobem ekvivalentni) je nasledujici.

Do rovnice regresniho modelu (z pfedchoziho prikladu)

yr = bour + a1yt—1 + b1us—1 + a2yi—2 + baur—2 + k + et

postupné dosazujeme méfena data a rovnice pro t = 1,2,--- , N piSeme pod sebe

y1 = bour + a1yo + biuo + asy—1 + bou—1 + k +e1
y2 = bouz + a1y + biui + az2y0 + b2uo + k + e2
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yn = boun + a1yn—1 +biunv—1 + a2yn—2 + baun—2 + k + en.

Vytvorenou soustavu rovnic zapiSeme maticové

Y = U6 + E,

kde Y je vektor modelované veliciny y:, ¥ je matice regresnich vektorti v fadcich, 6 je vektor parametrd v
poradi odpovidajicim pofadi veliCiny v regresnim vektoru a E je vektor Suma.

Pro uvazovany model bude mit soustava tvar

bo
Y1 Uy Yo Ug y-1  u—1 1 ax el
Y2 _ | w2 U1 Uy Yo Ug 1 by n el
. as
YN UN YN-1 UN-1 YN-2 un-2 1 ba en

Bodovy odhad parametri je A
0= (v'w) vy,

odhad rozptylu Sumu je
Py (Y - é\l:) —Y'E,,

kde E, =Y — OU je vektor chyb predikce Y, = 6.

4.2.7 Poznamka

Z porovnani obou uvedenych piikladd plyne

Y'Y=V, YU=V, a V=V,

5 Odhad diskrétniho a logistického modelu

5.1 Odhad parametrd diskrétniho modelu

Diskrétni model popisuje systém, v némz jsou v8echny veli¢iny diskrétni. Model je reprezentovan
tabulkou pravdépodobnosti. Model i tilohy s nim spojené jsou velice jednoduché, ale

e prace s tabulkami mize byt ponékud nezvykla,

e pokud maji veli¢iny vétsi pocet riiznych hodnot, bude tabulka modelu netinosné velika. V
tom piipadé je lépe piejit na logistickou regresi.
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5.1.1 Model a jeho soudinovy tvar

Model (3.1) obsahuje parametry ©,, (pravdépodobnosti jednotlivych konfiguraci rozsiteného

regresniho vektoru U, = [yt,w;} ), které jsou v obecném piipadé neznamé, a tak je t¥eba je

odhadovat z méfenych dat. Pro odhad pouZzijeme Bayesuv vzorec (4.1), diskrétni model (3.1) a
vhodné& zvoleny apriorni model parametri f (©|d (0)) = f (©). Dle odstavce 4.1.3 o analytickém
tvaru hp parametrii a o reprodukovatelnosti jeji struktury je tfeba tuto hp parametria zvolit
v analytickém tvaru, a to takovém, aby se pii postupném nésobeni modelem soustavy jeho
analyticky tvar reprodukoval. Za timto u¢elem piepiSeme model soustavy (3.1) formalné do tzv.
sou¢inového tvaru

[l @) =TT o),

ylpev=

kde y|t¢ je multiindex (tj. vektorovy index), ktery muZe nabyvat vSech moZnych konfiguraci
hodnot piipustnych pro jednotlivé veli¢iny v ném obsazenych; ¥* je mnozina v8ech takovych
konfiguraci; symbol 0 (y|v, y¢|1:) je Kroneckerova funkce, ktera se rovna jedné, kdyz plati y|¢ =
Ye|e (tj. y = ye a b1 = 1, aZ P, = Pn,;e), v ostatnich piipadech je rovna nule.

5.1.2 Piiklad [model fale$né mince]

Pro model falesné koruny (y = 1 je lic, y = 2 je rub) lze zapsat jednotlivé pravdépodobnosti ve tvaru
fy=1)=p1a f(y=2) =p2, kde p1, p2 > 0 a p1 + p2 = 1. Tento model miiZeme zapsat nasledovné:

2

5(y,1), 8(y,2 5(y,i

f(y):pl(y )pz(y ):Hpi(y )
i=1

5.1.3 Statistika

Piepis do soucinového tvaru je ¢isté formélni zaleZitost. Pro v8echna y|y # y:|i; dostavame
0" =1 a jen pro y|u = y¢|is je OF = Oy, |y, - Nicméné je pro nds soucinovy tvar navodem, jak
volit apriorni model parametria. Ten pi§eme ve tvaru Dirichletova rozdéleni - viz Piilohy 10.5

fF@ldo) =TT ey,

ylyper=

kde vy, je apriorni statistika (pro ¢as t = 0) pro odhad parametru ©. Tato statistika je
matice stejnych rozméru jako ©. Podobné jako model ji muzeme reprezentovat pomoci tabulky.
Pocatecni statistika méa tedy nasledujici tvar

Vyl;0 (5.1)
[uo,y-1] | Yo=1 wyo=2
1,1 V111 V2|11
1,2 V112 V212
2,1 V121 V2|21
2,2 V1j22 V2|22
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5.1.4 Prepocet statistiky

Piedchozi odvozené vztahy dosadime do Bayesova vzorce (4.1) a dostaneme pro t = 1

3(yl,ya ) Vylp:0 _
feld H Gy\w H @y\yw B

ylper* ylpew=

model apriorni

nova statistika
~ =

(YlY,y1lY1)+vy g0 Vylaps1
H Gylw - H Gy\w

ylper ylpew~

aposteriorni

kde
Vylp;1 = d (y|¢7 ylW)l) + Vyly;0
je statistika modelu parametra f (0|d (1)) pro ¢as ¢t = 1.

Déle méfime data pro ¢t = 2,3, -+ , N a pfepocitavame statistiku v podle obecného vzorce

Vylapst = 0 (y|’(/}7yt‘wt) + Vylapst—1- (52)

Vyznam piepoctu statistiky ne nésledujici: Po kazdém zméfeni dat pfi¢teme jednicku do toho
policka statistiky (viz (5.1)), které odpovida dané konfiguraci hodnot rozsifeného regresniho
vektoru y;|¢. Kazdé policko tedy obsahuje pocet, kolikrat pfislusna konfigurace hodnot dosud
nastala.

Aposteriorni hp parametri se statistikou v; méa tvar

fFeldw) e [ e (5.3)

y\we‘lf*

5.1.5 Bodovy odhad parametri
Bodovy odhad parametru © je (viz Pfilohy 10.10)

N 1Z W)'t
Oy = B (5.4
vl Zyéy* Vyloy;t

coz zcela odpovida statistické definici pravdépodobnosti jevu ozna¢eného indexem y|i. Pro kaz-
dou konfiguraci regresniho vektoru v je v ¢itateli pocet piipadi, kolikrat nastala dand hodnota
y v ramci tohoto regresniho vektoru (pocet pfiznivych pokusii) a ve jmenovateli je celkovy pocet
pokust.

Tabulka bodovych odhadud mé stejny tvar jako samotny parametr nebo statistika
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[ug, ye—1] | ye = Y =2
1,1 O1j115 @zm;t

1,2 O1j12¢ O2j12
2,1 O1j216 Ozp21;e
2,2 O1)22;¢  O2p20

a prvky této tabulky se pocitaji podle vzorce (5.4).

5.1.6 Bodovy odhad vystupu

Podobné jako v piipadé spojitého regresnitho modelu i pro diskrétni model s nezndmymi para-
metry je mozno neznamé parametry nahradit jejich bodovymi odhady - z tabulky (viz (5.1))
vezmeme Fadek odpovidajici kombinaci hodnot v regresnimu vektoru ¢; a v ném jako odhad ¢,
vystupu y; vezmeme tu hodnotu, kterda méa vétsi pravdépodobnost.

5.1.7 Ptiklad [odhad s diskrétnim modelem]

V dopravni oblasti byly sledovany nehody a byly rozliseny podle zavaznosti na lehké (jen hmotna 3koda)
a tézké (vazné zranéni nebo smrt). Nehody jako modelovanou veli¢inu oznaéime y; (kde ¢ nyni oznaCuje
poradi nehody, nikoli €as) s hodnotami y: = 1 - lehka nehoda a y: = 2 - t&zka nehoda. Predpokladame, ze
na typ nehody maji hlavni vliv nasledujici veli€iny: ¢ - rychlost (1 normalni, 2 velka), 12 - pocasi (1 sucho,
2 mokro) a 13 - osvétleni (1 svétlo, 2 tma).

Po dobu jednoho roku jsme méfili data a ziskali 18 nasledujicich zaznama.

t 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Yt 11 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1
e [ 102 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1
Yoy (2 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2
Y3 (102 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

Model pro popis nehod podle (3.1) s vyuZzitim méfenych dat bude mit tvarf (y:|v:) s nasledujici tabulkou

Gy\w
[vl;ta V2;t, U3§t] Yt = 1 Yt = 2
[111] O1111 O
(112] O1j112 Og112
[121] O1121  O2121
[122] O1)122  O2122
[211] O1211  O211
[212] O11212  O2p12
[221] O11221  Ogp201
[222] O1j220  Og)222
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Statistika odhadu podle (5.1) je reprezentovana stejnou tabulkou. Aktualizace statistiky zacind s apriorni
tabulkou a dale pokracuje podle vzorce (5.2), ktery Fika: pro kazdé t = 1,2, -- ,n; podle hodnot pfislusnych
veligin y; a 1y = [v1;t, vaye, v3;¢]' najdéte v tabulce odpovidajici politko a k nému pFictéte jednicku.

V nasem prikladé zvolime nulovou apriorni tabulku, ktera odpovida nulové apriorni informaci. S touto nulovou
pocatecni statistikou vy dostaneme odhadovou statistiku

Vyly;0

—
<
2o

[Vie, V23, V3] | e

odkud (prostou normalizaci fadki tabulky na soucet jedna) dostaneme odhad parametrd modelu.

ey\w;m
['Ul;t, V2;t, ”U3;t} =1 y=2
[111} - -
[112} 1 0
[121} 1 0
[122} 3/4 1/4
[211] 0 1
[212] 3/4 1/4
[221} 1/3 2/3
[222} 2/3 1/3

Vysledek je pomérné Spatny. Parametry v prvnim fadku nelze urCit (zde statistika nebyla viibec pfepoctena),
fadek 2,3 a 5 je deterministicky (ve skutecnosti je to dano tim, Ze do téchto fadkid prisel jen jediny adaj)
a ostatni radky vypadaji |épe, nicméné kazdy radek odpovidad pokusu s hodem minci. Umime si predstavit,
kolik hodi je tfeba, abychom alespon trochu objektivné posoudili pravdépodobnosti jejich stran. Podle hodnot
statistiky vidime, Ze do téchto radkl jsou zapoCteny maximalné Ctyfi udaje. To je velmi malo a je zfejmé, Ze
vzhledem k dimenzi tabulky statistiky mame nelinosné malo dat. Nedostatek dat v téchto pfipadech je velmi
Casty a je tfeba moznosti Glohy v takovém pripadé dobre zvazit.

Jednou z moznosti, jak fesit nedostatek dat, je uvazovat dalsi informaci a tou je informace expertni. V
krajnim pripadé je dokonce mozné postavit model na expertni (apriorni) informaci a zméfena data pouzit jen
k jakési korekci modelu. Tuto moznost ukazeme v dal3i ¢asti prikladu.

Apriorni statistiku je moZno sestavit takto: pro viechny Fadky tabulky (tj. pro viechny mozné regresni vektory)

1. urCime, jaké pravdépodobnosti bychom pfifadili hodnotam y pro konkrétni kombinaci hodnot 1,
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2. tyto pravdépodobnosti nasobime Eislem, které vyjadfuje miru divéry k nasemu pfirazeni.

Napt.: prvni regresni vektor v tabulce je ¢» = [1, 1, 1]', tj. rychlost = normalni, po€asi = sucho, svétlo =
dobré. V této situaci rozhodujeme o typu nehody. Miizeme fici, ze jsou to idealni podminky, a tak nehoda
miize byt jen lehka. Volime proto prvni fadek statistiky

V:i111;0] = [97 1]~
To odpovida 10 adajim o nehodach, z nichz 9 bylo lehkych a 1 tézka.

Druhy regresni vektor v tabulce je ¢ = [1, 1, 2] - rychlost = normalni, pocasi = sucho, svétlo = Sero. Za
Sera jsou nékdy podminky jizdy osemetné zvlasté pro chodce, ktefi jsou Spatné vidét. Proto volime

V:112;0] = [17 4],
coz odpovida péti zaznamiim, jeden s lehkou a Ctyfi s téZzkou nehodou.

Stejné budeme pokracovat i pro dalsi regresni vektory, a tak ziskdme nasledujici tabulku pro apriorni statistiku.

Vo
[U17U2,U3] y:1 y:2
[111] 9 1
[112] 1 4
[121] 2 2
[122] 2 3
[211] 3 2
[212] 3 7
[221] 3 7
[222] 1 9
Odhadem z dat ziskdme parametry:
@y\w;m (56)
[Ul;t7 V2;t, Us;t} Yt = 1 Yt = 2
[111] 9/10 1/10
[112] 1/3 2/3
[121] 2/3 1/3
[122] 5/9 4/9
[211] 1/2 1/2
[212] 3/7 4/7
[221] 4/13 9/13
[222] 3/13 10/13

V fadku, kde nepfisla zadna data (napf 1. Fadek), zdstaly apriorni odhady. Tam, kam data pfisla, je apriorni
informace korigovana daty.
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5.2 Odhad parametria logistického modelu

V piipadé, kdy modelovana veli¢ina je diskrétni a zavisi jak na diskrétnich tak i na spojitych
veli¢inach, pouzijeme model logistické regrese. Tento model lze pouzit i v pfipadé, kdy vSechny
veli¢iny jsou diskrétni ale maji velky pocet riznych hodnot, takze ¢isté diskrétni model by mél
prilis vysokou dimenzi.
Zde se budeme zabyvat odhadem modelu zavedeného podle (3.2, 3.3), tedy modelem, ktery ma
tvar ,

logit (p1) = ¥,© + ey,
kde p; = P (y: = 1|¢y) a y, € {0, 1}, P je pravdépodobnost a y; je dvouhodnotovy vystup. ;
je regresni vektor externich veli¢in, napi. “pocasi” s hodnotami sucho, mokro, ndmraza nebo
“den v tydnu” s hodnotami vSedni den, vikend. Parametry modelu jsou prvky vektoru ©. Tyto
parametry se odhaduji na zakladé zméfené mnoziny dat d (¢t) = {y-, wT}thl, kde y, jsou ska-
lary a ¢, = [1,21.7, 2.7, - Tn.r| je sloupcovy vektor hodnot nezavislé proménné. Jednicka na
zacatku je pfidéna pro odhad konstanty modelu.

vvvvvv

my se s nim zde nebudeme zabyvat.

5.2.1 Odhad logistického modelu

Tato tloha nemé reprodukujici se statistiku. Odhad se provadi jednorazové metodou ML (maxi-
mum likelihood) pro cely shromazdény datovy vzorek. Za timto ucelem konstruujeme logaritmus
vérohodnostni funkce

t
lIlL (@) - lIl H f (yTW)Tv @)
T=1

jako soucin modelu (3.2), kde plati (3.3). Po dosazeni a drobnych tupravach dostaneme

t
exp (Y- 2r)
InL(© —1HHQXp = " [yrzr —In(1+exp ()],

T=1
kde z = 1/,©

Bodové odhady lezi v maximu logaritmu vérohodnostni funkce. Toto maximum lze vyhodné
nalézt Newtonovou metodou, protoze jak gradient (prvni derivace), tak i Hessovu matici (druhé
derivace) je mozno vyjadiit v analytickém tvaru. Odvozeni je uvedeno v Piiloze 10.11.1.

5.2.2 Predpovéd vystupu

Logistickou regresi nejspiSe délame proto, abychom byli schopni pro dany regresni vektor od-
hadnout (pro jednotnost s predchozim vykladem ¥ikame piedpovédét) hodnotu odpovidajiciho
vystupu.

Toho Ize doséhnout tak, 7e bodové odhady ©, dosadime do modelu (3.2), (3.3) a pro libovolny
regresni vektor v, dostdvidme odhad® pravdépodobnosti hodnot y

exp (yw’ét)
oo (v0)

6Piseme odhad, protoze spravné pravdépodobnosti bychom dostali nikoli dosazenim bodovych odhadii, ale
nisobenim aposteriorni hp a integraci pfed parametry ©. To je ale pfili§ slozité.

7 (vl,6:) =
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Bodovou predikei § pro regresni vektor ¢ uréime jako podminénou st¥edni hodnotu”
exp (Wét)
1+ exp (w’ (:)t>

§=FElyl,d®)] = yf (ylw, ét) =
y=0

Pokud pozadujeme bodovou predikci pouze v piipustnych hodnotéach {0, 1}, ziskanou hodnotu
¢ zaokrouhlime (pro § < 0.5 na hodnotu 0 a pro § > 0.5 na hodnotu 1).

5.2.3 Prtiklad [odhad logistické regrese 1]

Uvazujme diskrétni veli€inu y zavislou na dvou veliCinach regresniho vektoru ¢ = [¢1,2]. Tyto veliCiny
modelujeme jako normalni nahodné veli¢iny ¢ ~ N (—0.1,0.25) a 2 ~ N (0.3, 1). Hodnoty y jsou
pfifazeny nasledovné

1 21 — >1

_ pro 21 =9z te>1 (5.7)
0 jinde

kde e ~ N (0, 1) je Sum. Mame provést logistickou regresi téchto dat.

Reseni je dano v programu T23LogRegM.m, ktery je mozno nalézt v kapitole 11 Programy na str. 89 . Pro

odhad byl pouzit vzorek 50 dat. Vysledek demonstrovany na dvaceti nasledujicich (testovacich) datech je na

obrazku.

Predikce s logistickym modelem

it O 90 @ © ©0¢
X
8 0.8
é X
k3
Q 06 X
Q
.'5 X
g 04 O  output
2 X probab(y=1)
B
>02 point estimate
> X x
x X
X X X
or &+ @ O COOBROB®D® O X ®1

0 20

5poradi regrlémich vekt(;?u
Z obrazku je vidét, ze bodové odhady (+) vétSinou spravné sedi na hodnotach vystupu (o), ale pravdépo-

dobnosti predikci (x) vykazuji ur€ity stupen neurcitosti. Ta je dana pouzitym heuristickym generatorem dat
a sumem e, ktery jsme do dat pricetli pfi urCovani hodnot vystupu (5.7).

5.2.4 Piiklad [odhad s logistickym modelem 2]

UvazZujme systém s vystupem y € {1,2} a dalsimi veli¢inami, které tvofi regresni vektor ¥ = [, 12, 93],
;i € {1,2}. Dale jsme zmé&rili data d (t) = d (5), ktera jsou uvedena v nasledujici tabulce.

data P y
1 [2,2,2] |1
2 [1,2,2] | 2
3 1,1,1] |1
4 [1,1,1] |1
5 [1,1,1] | 2

77 nasledujiciho vzorce je patrné, ze plati § = f (y|1/1, ®t> =P (y = 1\1[),(;),5) .
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Data jsou pod vlivem Sumu. Je vidét, Ze posledni tfi datové polozky jsou ve sporu. Treti a Ctvrta rika, ze
regresnimu vektoru [1,1, 1] odpovida hodnota jedna, zatimco u paté polozky je to dvojka.

Cilem prikladu je provést odhad koeficientd logistické regrese, urcit predikce pro y a ukazat, jak je provedena
klasifikace.

Pro odhad a predikci je opét mozno pouzit program z m-souboru T23LogRegM.m, ktery je uveden na str.
89. Odtud je mozno ziskat vysledky:

Rovnice logistické regrese
logit (y) = bo + bihr + bathz + batbs + batha (5.8)

Parametry regrese

bo b1 ba b3
29.28 -63.22 1649  16.76

V nasledujici tabulce jsou uvedeny mérené hodnoty regresnich vektord v, vystupu y;, predikované hodnoty
vystupu y: - pravdépodobnosti P (y: = 1) a bodové odhady g (zaokrouhlené hodnoty pravdépodobnosti).

t P ye | Plye=1) | 4
1| 2,22 |1 0 1
2 | [1,2.2] | 2 1 2
3,11 |1 0.33 1
4 | L1 |1 0.33 1
5 | [1,1,1] | 2 0.33 1

Z tabulky je patrné, ze predikce pro hodnoty regresniho vektoru, pfi kterych se vyskytovaly sporné hodnoty
vystupu, nemaji pravdépodobnost nula nebo jedna. Tyto predikce fikaji, Ze jejich hodnoty jsou nejisté, ale
priklangji se k hodnoté nula, protoze nula odpovidala dvéma pripadtim dat, zatimco jednicka pouze jednomu.
Ostatni predikce jsou spravné a presné.

5.3 Klasifikace

Klasifikace je uloha, ve které jednotlivé datové polozky zaifazujeme do piedem danych t¥id
oznacenych indexem ¢ =1, 2, --- , n., kde n, je pocet t¥id.

Pristupt k feSeni tlohy klasifikace je celad fada. Jsou to napf. algoritmy K-means, DBSCAN,
COBWESB a dalsi, shrnuté v systému Weka, volné ke stazeni na

http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/index downloading.html.

Bayesovsky pristup ke klasifikaci nejc¢asté&ji vyuziva modely ve tvaru smési komponent, o kterych
budeme mluvit v Kapitole ??. Nicmén& kazdy model f (y:|tr) s diskrétnim vystupem y; €
{1, 2, - -+, n.} 1ze vyuzit pro klasifikaci. Hodnota predpovédi §; muZe byt povaZovana za index
t¥idy, do které patii regresni vektor ;. Model tak rozdéluje prostor vSech moznych regresnich
vektort do n. podprostoru a kazdy z téchto podprostora tvoii jednu tiidu klasifikace. Vyuziti
diskrétniho modelu pro ulohu klasifikace ukdZzeme v nasledujicim piikladeé.
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5.3.1 Prtiklad [klasifikace s diskrétnim modelem)]

Pokracujeme v prikladu 5.1.7.

V nasem prikladé je y+ € {1, 2}. Prvni hodnota odhadu vystupu ¢: = 1 indikuje regresni vektor (vektor
veli€in majici vliv na vaznost nehody) z prvni tfidy (lehké nehody) a druha hodnota 9 = 2 zafazuje okolnosti
nehody do druhé (tézké nehody).

Pro vypocet odhadu vystupu mame vzorec (4.3)

[ (yelthe, d (¢ — 1)) /fytla/)t, f(©ld(t—1))de.

Jestlize prejdeme k bodovym odhadiim parametru, tedy vezmeme aposteriorni hp jako Diractiv impulz v
bodovém odhadu (4.5) f(©|d(t—1)) =4 (@ - (:)t,;l), kde bodové odhady parametrii jsou prvky tabulky

(5.6), plati (4.6)
Flolbed@=1) = [ Flve©)d(0=6cr)do = f (fun.60mr).

Znamena to, Ze prediktivni hp je pfimo dana bodovym odhadem vystupu s dosazenym bodovym odhadem
parametrd.

V nasem pripadé, daném tabulkoud.6, mnozina viech regresnich vektorl (z levé asti tabulky) je rozdélena
podle pravdépodobnosti hodnot y: do dvou skupin: {1, 3, 4}- kde vét3i pravdépodobnost mad y, = 1 a
{2, 6, 7, 8}- kde pravdépodobnéjsi je y+ = 0. Regresni vektor 5 je hranini a mize byt pfifazen do libovolné
skupiny. Skupiny jsou charakterizovany hodnotou predpovidaného vystupu, ktery jsme ur€ili jako hodnotu s
nejvétsi pravdépodobnosti.

Data vypovidaji o tom, Ze lehké nehody se stavaji v pripadech, kdy rychlost byla normalni, a pocasi a osvétleni
byly vétsinou dobré. Tézké nehody nastavaji vétsinou za velké rychlosti a pfi pocasi a osvétleni spise Spatném.

Logisticky model 1ze rovnéz vyuzit pro tlohu klasifikace. V odstavci 5.2 jsme ukézali, jak lze na
zakladé odhadu logistické regrese z dat d (t) = {y (t), ¢ (¢)} pro libovolné zvoleny regresni vektor
¢ urcit jemu odpovidajici predikei §. P¥itom mnoZina t (¢) nemusi zdaleka obsahovat (v praxi
také neobsahuje) vSechny konfigurace hodnot regresniho vektoru . Odhad logistické regrese a
na ném zaloZena predikce tak provadi klasifikaci v prostoru vSech konfiguraci regresniho vektoru
1, tj. kazdy regresni vektor v ptfifadi do jedné ze dvou skupin: prvni skupina regresnich vektora
dava predikci 1 a druhéa predikci 2.

5.3.2 Piiklad [klasifikace s logistickou regresi]

Navazujeme na piiklad 5.2.4.

Do odhadnuté rovnice logistické regrese (5.8) mizeme za regresni vektor postupné dosadit viechny mozné
hodnoty regresniho vektoru a ziskat tak predikce i pro ty regresni vektory, které ve skutecnosti nebyly na-
mé&Feny. Tim ziskame optimalni odpovéd na otazku: “Co bychom obdrzeli, kdyby nastalo - --?”. Situace je v
nasledujici tabulce
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Z této tabulky je vidét, ze mnozina vSech regresnich vektord (popisujicich urCitou situaci) se rozpadne
na dvé mnoziny, vzhledem k hodnoté predpovidaného vystupu (uritého priznaku situace). Prvni mnozina
charakterizovana hodnotou predikce 0 je mnozina regresnich vektord {1, 5, 6, 7, 8} a druhd mnozina obsahuje
regresni vektory {2, 3, 4}. Tim jsme provedli klasifikaci regresnich vektort (situaci) ¢ podle hodnoty predikce
vystupu (pfiznaku) y.

6 Predpovéd modelované veli¢iny

Jestlize sledujeme vyvoj modelované veli¢iny v ¢ase a popisujeme ji pomoci dynamického modelu,
muZeme se v Case t zajimat o jeji pfedpovéd v Case t + k, tedy odhadovat jeji hodnotu y; .
Uplny popis pfedpovédi mizeme vyjadiit opét pomoci podminéné hp

I Wesrly (1)) (6.1)

Césteény popis predpovédi, tedy jeji bodovy odhad (viz Ptilohy 10.8), uréuje podminéna st¥edni
hodnota

Blunsaly() = [ wiend reely (1) dueer (62)

Vypocet predpovédi se lisi podle (i) po¢tu kroka v pfedpovédi (jednokrokova, vicekrokovd), (i4)
parametrii modelu (zndmé, neznamé), (i7i) formé odhadu (bayesovsky odhad, odhad s bodovym
odhadem parametri, bodovy odhad vystupu), (év) typu modelu (diskrétni, spojity).

Data pro predpovéd’: Pro jednoduchost budeme v této kapitole uvazovat data tvofena pouze
vystupem soustavy. Nebudeme uvazovat ani fizeni, ani zadnou dalsi externi veli¢inu.

Casové znaceni: Dale budeme uvazovat situaci, kdy jsme v ase ¢, tj. zmé&Fili jsme hodnotu
Y+, pripadné jsme piepocetli statistiky odhadu parametri a mame aposteriorni hp f (Oly (t)),
piipadné jsme spocitali bodové odhady parametri a nyni se zajimdme o hodnotu vystupu k
kroku dopfedu.

6.1 Jednokrokova predpovéd

Pro k = 1 dostavame jednokrokovou pfedpovéd. O té jsme jiz mluvili diive (viz odstavec 4.1.9)
jako o odhadu vystupu. Pokud mame model systému se znamymi parametry O, je situace
trivialni. Pfedpovéd’ vystupu je ddna piimo modelem f (y:11]y (t)) nebo jeho stfedni hodnotou

Je41 = E[yealy (O] = [ vesr f (e ly (t)) dyera
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6.1.1 Piiklad [jednokrokova predikce s regresnim modelem]

Pro regresni model y: = a1y1—1+a2yi—2+eq, kde er ~ N (0,7) je jednokrokova prediktivni hp dana hustotou
modelu

1 1
f(yealy () = exp {—* (Ye+1 — arye — azyt—l)z}
2mr 2r

a bodova predpovéd je
Eyi1ly ()] = a1y + azys—1.

Obecné totiz pro model y; = @[1;9 + e; plati:

Elyln, 0] = E [1,0 +e.] = B [016] + Eler) = B [16] (6.3)
D1, 0] = D |46+ 1| = Dler] =, (6.4)

protoze 1,6 je konstanta®.

Pokud parametry modelu nezname, musime postupovat tak, jak jsme uvedli v kapitole o
odhadovani ve vztahu (4.3)

Fnaly®) = [ Fnialin,©) @l (0)d0. (65

kde jsme doplnili a ihned zase vy-integrovali parametry © a rozvinuli sdruzenou hp podle feté-
zového pravidla®.

Hustota pravdépodobnosti predikce, tj. prediktivni hp, je dana integralem ze souc¢inu hp modelu
a hp popisujici parametry, tj. aposteriorni hp. S aposteriorni hp jsme se jiz setkali pii odhadu
a vime, Ze tuto hp musime postupné vyvijet podle Bayesova vzorce pocinaje od apriorni hp.
Predikce modelované veli¢iny s modelem s neznamymi parametry v sobé tedy obsahuje implicitné
obé ulohy: odhad parametri a pfedpoveéd vystupu.

6.1.2 Poznamka

Jednokrokovéa predpovéd vystupu (nebo jiné modelované veliciny) je velice diilezita. Rada tiloh odhadu
i Tizeni je zaloZena na vypoctu chyby predikce é; = y; — ¢: jako rozdilu zméfené veli¢iny a jeji predikce.
Dalsi akce se provadi tak, aby se tato chyba zmengSovala. <

6.2 Vicekrokova predpoveéd

Pro k > 1 v (6.1) hovofime o vicekrokové pfedpovédi. P#i jejim odvozeni budeme postupovat
podobné jako pii konstrukei jednokrokové predikce s modelem s nezndmymi parametry v (6.5).
Postup budeme ilustrovat na piikladé dvou-krokové piFedpovédi

8Protoze jak ¢, tak i © jsou v podmince.
9V podmince modelu se misto celé historie uplatni jen regresni vektor ;.
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I (Weg2ly (t)) :/9 / [ Wes2,Ye41,0Oly () dys+1dO =
Yy

(rozklad podle fetézového pravidla)

— [ [ faliay®,0) F (saly (). ©) 7 (Ol () dyes1d® =

*
t+1

(podminky nezavislosti)

- / / F Wesaltnr, ©) f oo lnin, ©) dyesr £ (Oly (1) dO (6.6)
O Jyip

Oznacime-li
f (Ye42ly (1), ©) Z/ [ Wes2ltbet2, ©) f (Yes1[¥es1, ©) dyesa
Yig1
jako prediktor se zndmymi parametry modelu, pak prediktivni hp (6.6) lze zapsat podobné& jako
v piipadé jednokrokové predpovedi (6.5)

I (Wegaly (1) / [ (yeg2ly (t),©) f(Oly (t)) dO.

Obecna konstrukce prediktivni hp je jiz jednoduchym zobecnénim uvedeného piikladu. Pro
k-krokovou predpovéd plati

Fsaly ) = [ raaly (2).0) 1 ©ly (1) de. (6.7)
kde
I (Wearly (), 0) :/ F ey @ +k—=1)) - f (era1ly () dysyn—1 -y
Yt+k—1 Yt+1 (6_8)

je k-krokovy prediktor s modelem se zndmymi parametry.

Kritickym mistem pfi vypocétu k-krokové predpovédi s modelem s nezndmymi parametry je
integral v rovnici (6.7). Prediktor dany vztahem (6.8) je dan konvolucemi modelu a Casto je
mo7no jej vyjadiit analyticky. Problém je ale ve vypoctu integralu (6.7), protoZe aposteriorni
hp je slozita funkce a jeji konvoluce s prediktorem je vétSinou analyticky nespocitatelna. Jednim
ze zpusobu, jak tuto potiz fesit, muze byt misto aposteriorni hp uvazovat jen bodové odhady
parametri (zanedba se neur¢itost v parametrech a ¢iselné odhady se berou jako pfesné). Pro
bodové odhady parametri ©, je mozno formélng psét hp

f(eld() =6(6-6)
ve tvaru Diracovy funkce: § (0) je jedna jinak je rovna nule.

Dosadime do (6.7)a dostaneme

Fnaaly @)= [ Fnaaly().0)5(0=61) a0 = f (warly(0.61).  (69)

To znamend, Ze pro vypocet pfedpovédi stadi vzit prediktor (6.8) a na misto neznamych para-
metri dosadit jejich bodové odhady.
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6.3 Vicekrokova bodova predpovéd

Vypocet vicekrokové predpovédi vystupu s modelem s nezndmymi parametry je tloha tak slo-
Zita, ze ji v praxi nelze pouzit. UkdZeme zde proto na piikladech nékteré jednodussi piipady
predpovédi a jeji feSeni.

6.3.1 Piedpovéd se spojitym modelem
K vyznamnému zjednoduSeni tlohy vicekrokové predpovédi vystupu systému dojde, jestlize
piejdeme k bodovym odhadiim, a to jak pro nezndmé parametry modelu (6.9), tak i pro vyjadieni

piedpovédi ve tvaru hodnoty ;1. Bodovou pifedpovéd vystupu pro linearni normalni regresni
model budeme demonstrovat v nasledujicim ptikladeé.

6.3.2 Piiklad [bodova piedpovéd]

Uvazujme tfikrokovou bodovou predikci s modelem yi+1 = aoy: +a1yi—1+e s pocatecni podminkou y; = &o
ayi—1 =&1.

Dostavame:
Prvni krok
Ye+1 = aoYe + a1yi—1 = aobo + a1&_1,
Druhy krok
Jt42 = QoYi41 + 01yt = aoYe+1 + a1éo =
= ao (aobo + a1§—1) + a1éo = (a(z) + a1) o + aoaré-1,
Treti krok

Jt+3 = aoYt+2 + Q1Ye+1 = GoYrt2 + a1Gr41 =
= ao ((ag + a1) & + aoaré—1) + a1 (aoko + aré—1) =
= (ag + anal) &o + (0(2)@1 + a?) &-1.

Predpovéd s normélnim modelem, kterou jsme se zabyvali v pfedchozim piikladé, 1ze zobecnit
tim, Ze budeme pocitat nikoli bodovy odhad pfedpovédi, ale celo-prediktivni hp (samoziejmé pro
zndmé parametry nebo parametry dosazené jako bodové odhady). Vyuzijeme toho, Ze konvoluce
dvou normalnich rozdéleni, které pii vypocétu predpovédi vznikaji, maji opét normalni rozdéleni.
Neni proto potieba pocitat celou prediktivni hp (integraly), ale napo&itavat jen stiedni hodnoty
a rozptyly. Kone¢né prediktivni hp je jimi plné uréena. Postup vypoctu je nésledujici: misto
stfedni hodnoty (coZ je deterministickd ¢ast regresniho modelu) dosazujeme rovnici modelu i
se sumem. Z vysledné hodnoty y; 1, pak uréime hledanou stfedni hodnotu a rozptyl. Situaci
ilustruje nasledujici priklad.
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6.3.3 Piiklad [pfedpovéd pro normalni rozdéleni]

Urcete dvou-krokovou predikci s modelem yi+1 = ay: + er41.

2
Yer2 = aYey1 + €t42 = a (ays + €t41) + €142 = " Yt + €142 + a€ry1.

Protoze stfedni hodnota konstanty je konstanta a stfedni hodnota sumu je nula, je

E[yeraly ()] = a’ye + E [ers2 + aera] = a’ye.
Protoze plati D [ery2] = D [et+1] = 7 a pfi vytknuti konstanty z rozptylu se tato konstanta umocni na
druhou, bude

D [yi12|y (t)] = D [et+2 + aes1] = (1 +a®) 7.

Hp predpovédi mé tvar

f (Yeraly () = Nyt+2 (agyt, (1 + a2) T) :

6.3.4 Piedpovéd s diskrétnim modelem

Tak jako ve vSech tlohach je i zde prace s diskrétnim modelem jednoducha (nemusi se fesit zadné
integraly a pouze se nasobi a sé¢itaji prvky tabulek). Operace s tabulkami jsou v8ak ponékud
nezvyklé a mohou piisobit problémy. Tuto praci budeme demonstrovat v nasledujicim piikladé.
Tento ptiklad byl vybran jako autoregrese prvniho fadu, coZ je piipad obzvlasté jednoduchy. V

N L

obecngjsim piipadé (nap¥. pro Fizeny model) je prace s tabulkami mnohem naro¢ngjsi.

6.3.5 Piiklad [pfedpovéd s diskrétnim modelem)]

Predikci s diskrétnim modelem ukdZeme na tom nejjednodussim prikladu, tj. s nefizenym modelem prvniho
fadu f (y¢|yt—1) zadanym nasledujici tabulkou.

[ (Yelye—1) Yt
Ye—1 1 2
1 11 O
2 O1)2 Oy

Budeme chtit vyjadFit obecné k-krokovou predikci f (yx|yo) s pocateéni podminkou yo = 1. V tomto
jednoduchém pripadé Ize vysledek vyjadFit analyticky, takZze si miZeme dovolit uvazovat parametry modelu
obecné.

Pro lepsi prehlednost odvodime predpovéd pro k = 3 a potom jednoduse zobecnime.
Rozkladem prediktivni pf (podle (6.6), pro k = 3) dostaneme

2 2

Fyslyo) = > flysly2) D f (walyn) £ (valyo) - (6.10)

ya=1 y1=1

f(y21yo0)
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Nejprve si vsimnéme dvou-krokové predpovédi f (y2|yo) oznagené svorkou. Jedna se o soucet souéini prvki
tabulky (modelu). Tabulku, ktera zadava model f (y¢|y-), oznacime M s prvky m; (vSimnéte si, Ze indexy u
prvki tabulky jsou pfehozené - prvni index jde svisle, druhy vodorovné - znaceni vychazi ze zapisu podminéné
pravdépodobnosti). Dosadime do pfedchoziho vyrazu pro predpovéd a dostaneme

2 2
’ ’ 2
f (y2[yo) = Z My1,y2Myg,y1 = Z Meys,y1My1,y0 = M'M' = (M,) J

y1=1 y1=1

kde apostrof znali transpozici a (M')2 je kvadrat transponované matice. Soucet soucinti prvkid tabulek
modelu definuje soucin matic.

Oznacime-li tabulku pf pfedpovédi f (y2|yo) jako M2 bude platit
My =M'M'" atedy M= M>.
Dosadime do tii-krokové predpovédi (6.10) a s vyuzitim vztahu Mz = M? dostaneme

Fslyo) = 3 f (uslye) f (walyo) = MMy = (Mp M) = (M)

y2=1
Jestlize tabulku tri-krokové predpovédi oznacime M; bude platit
Mz = M>.

Pro vétsi prehlednost zavedeme model Ciselné: ©1; = 0.3, O3 = 1 - 011 = 0.7 a O1)2 = 0.6, Oy =
1 — ©y)2 = 0.4. Tedy tabulka M’ bude

, 03 07
M= {0.6 0.4}
a prislusna matice M (transponovana tabulka) je
0.3 0.6
v=[o3 o4

Trikrokova predpovéd f (ys|yo) je reprezentovana matici

0.3 0.6(|0.3 0.6] |03 0.6
0.7 0.4}])0.7 04| (0.7 04

M = MP = { {0.51 0.42] {0.3 0.5}

0.447 0.474
0.49 0.58| 10.7 0.4 '

0.553 0.526

Tabulka pfedpovédi bude dana transpozici této matice, tedy

I (yslyo)

Yo | y3=1 wy3=2
0.447 0.553
2 0.474 0.526

Pro obecnou k-krokovou predpovéd bude platit
My = M*

a tabulka této predpovédi bude transpozici, tedy
k ’
f (yrlyo) — (M ) .

Hodnoty tabulky se po vice krocich ustali. Pro k > 9 vypada tabulka nasledovné
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I (wrlyo)

Yo |ye=1 yp=2
1 0.4615 0.5385 .
0.4615 0.5385

To znamena, ze bez ohledu z jaké hodnoty yo jsme vychazeli, pro k > 9 predpoviddme y, = 1 s pravdépo-
dobnosti 0.4615 a y;, = 2 s pravdépodobnosti 0.5385 (coz neodporuje zdravému rozumu).

6.3.6 Poznamka

Znovu pripomeiime, Ze jednoduchost uvedeného piikladu je dana tim, Ze jsme mohli vyuzit maticového
poctu. V ostatnich pfipadech to jednoduSe nelze a pocitani je mnohem komplikovanéjsi. <

7 Stav, stavovy model a odhad stavu

7.1 Stav

Stav x; je veli¢ina systému, kterou nelze méfit a které se (na rozdil od parametrii) v méni Case.
Aby veli¢ina mohla byt stavem, musi platit, ze v kazdém ¢asovém okamziku ¢ v sobé zahrnuje
veskerou informaci ze svého minulého vyvoje. Pokud zname jeho hodnotu a aktuélni fizeni, jsme
schopni spocitat distribuci jeho budouci hodnoty.

7.1.1 Piiklad [pojem stavu]

Uvazujme systém spojeny s méstskou fizenou Ctyf-ramennou kfizovatkou. V ramenech krizovatky méfime
intenzitu provozu a zaznamenavame poméry zelené na semaforu. Zajimame se o délky kolon v kfizovatce.
Tato velic¢ina ,vektor délek kolon v k¥izovatce™ je v této Gloze stavem. Nelze ji pfimo méfit a mame-li délku
kolony a vime-li, jaké fizeni bude pouzito, mizeme pocitat budouci délku kolony. Pficteme vSechna auta, co
prijela do kolony pfed semaforem, a odeCteme viechna auta, co odjela na zelenou. Rizné délky aut a dalsi
zaokrouhleni spojend s periodou vzorkovani zahrneme do Sumu. Tento Sum vnasi do vypocCtl neurcitost.

7.2 Stavovy model

Model stavové veliciny je reprezentovan dvéma vztahy: modelem stavu a modelem vystupu.
Pro oba modely se uvazuje norméalni rozdéleni

— model dynamiky stavu
f(@ep|ze, ue) = Noy oy (May + Nug, r3) (7.1)
— model méfeni vystupu
[ (elae, we) = Ny, (Axy + Buy, 1) , (7.2)
kde N, a N, zna¢i normélni rozdéleni.
Oba modely lze vyjadrit jako rovnice
Tgr1 = Mxy+ Nug +wy (7.3)
i Az + Buy + vy (7.4)
kde w; ~ Ny (0, 75) a e ~ N (0, 7).

50



7.3 Odhad stavu

Cilem je odhad stavu z; pro t = 1,2,--- Odhad stavu je podobné jako odhad parametra dan
hp stavu za podminky zméfenych dat f (x¢|d (¢)). V tloze rekurzivniho odhadu parametra (4.1)
existoval jen posun ¢asu pii vzorkovani dat. P#i odhadu stavu existuji posuny dva:

— posun Casu v datech - tzv. filtrace, pii které se informace z nové zméfenych dat vklada
prostfednictvim modelu vystupu do odhadu stavu; jde o pfepocet f (z¢|d (t — 1)) — f (x¢|d (¢))

a

— posun ¢asu ve stavu - tzv. predikce, pii které se stav predikuje podle modelu dynamiky stavu
“naslepo”, aniZz by se méfila nova data; jde o prepocet f (x¢|d (t)) — f (zry1|d (2)).

Uvedené piepocty hp jsou néasledujici

kde

Flada(o) = Ten Daldte ) (75

[ 5 Gralon,un) § (aild 1) dae, (76)

f(@eald (t))

o f(myld(t—1))~N (xm_l, Rt‘t_l) je popis stavu, ktery vstupuje do KF a ktery zavisi na

datech do ¢asu t — 1.
Tyj¢—1, Rye—1 jsou charakteristiky tohoto popisu - stiedni hodnota a kovarian¢ni matice.

f(z]d (t)) ~ N (24, Rye) je popis stavu po filtraci v okamziku, kdy je odhad stavu
korigovan podle aktuélné zméfeného vystupu y;; tento odhad zavisi na datech d(t) =

{yta d (t - 1)}
Charakteristiky popisu jsou ¢, Ry|;-

f(ziga|d (t)) ~ N (@411, Rit1)e) je popis stavu po predikei, kdy podle stavové rovnice
modelu predpovidame stav do piistitho ¢asového okamziku, aniz bychom ziskali novou
informaci z dat. Tento odhad je tedy stéle zavisly na datech d(t) ale plati jiz pro p¥isti
¢as t + 1. Tento popis stavu se stdva vstupnim pro odhad v pfisti periodé KF.
Charakteristiky popisu jsou @41, Ryy1)e-

f(yelze, we) a f (xeq1]e, ue) jsou hp modelu stavu (7.1) a (7.2).

f (elues d (t = 1)) = .. f (yelre, us) £ (2e]d (¢ = 1)) day je predikéni hp vistupu (popis vy-
stupu, nezavisly na stavu), ktera zde vystupuje jen jako normaliza¢ni konstanta.

Graficky 1ze pfepo¢ty hp znazornit takto
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Yt Ut

'

f il we) F(@egalwe, w)

Ty Tip1

7 f(x,,\d(t - 1)) - f(lf‘d(t)) ™ f($z+1\d(t - 1)) =

7.3.1 Poznamka

Odvozeni rekurze (7.5), (7.6) v pfipads, kdy stavovy model obsahuje ¢len s fizenim wu;, pfedpoklada
existenci tzv. pfirozenych podminek fizeni. Ty Fikaji, Ze odhad stavu a Fidici veli¢ina jsou podminéné
nezavislé. Pfedpokladem je platnost vztaht

F @il d (E = 1)) = £ (@eld (¢ = 1)) & f (ueloe, d (E = 1)) = f (ueld (¢ = 1)).

Diskuze k témto vztahim je uvedena v Ptiloze 10.2. <

7.4 Kalmanuv filtr

Vztahy pro vyvoj odhadu stavu podle (7.5) a (7.6) jsou (podobné jako Bayestuv vzorec) vztahy
pro funkce. S témi nelze v pocitaci dobie pracovat. Jestlize vSechny hp vyjadiime jako nor-
malni hp, 1ze rekurzi pocitat pro jejich charakteristiky - stfedni hodnoty a rozptyly (kovarianéni
matice). Dostavame nésledujici ¢iselnou rekurzi, ktera je dobfe zndma jako Kalmanuv filtr

Filtrace:

Yp = Axyp_1 + Buy

predpoved vystupu
Rp =17y + ARtlt_lAl

kovariance vystupu

Ryi=Ryjt—1 — Rtlt—lA/R;IARﬂt—l

prepocet kovariance stavu
K = RtltAlT'y_ 1
| ——
Kalmaniiv gain

Ty = Typ—1 + K (e — yp)

datova oprava stavu
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Predikce:

wt|t+1 = Mxt\t + Nut

piedpovéd stavu

Rij1jp =ra + MRy M’

prepocet kovariance stavu

Kalmanitv filtr je realizovana v programu, ktery je uveden v ¢asti Programy na strané 133.

Pouziti tohoto programu budeme ilustrovat na piikladeé.

7.4.1 Ptiklad [odhad stavu]

Uvazujme stavovy model

T1;t+1 _ 0.9 0.2 Tt —-1.5 1 0.3 Wit
{ T2:t41 } o { 0 1 Tt + 1 us +0.6 0 1 wa |’
————— —— ————
M N sx
ye = [0.3, 0.7 { TLit ] + 0.1 ey,
—— | T2t ~~
A sy

kde

we¢ a e; jsou Sumy s nulovou stfedni hodnotou a konstantnimi kovariancnimi maticemi;
M, N, A jsou matice stavového modelu,

sz a sy jsou smérodatné odchylky'® kovarianci sumu.

e simulujte data z uvedeného stavového modelu,
e s pomoci Kalmanova filtru odhadnéte simulovany stav na daném Easovém intervalu,

e simulovany a odhadnuty stav porovnejte.

Reseni prikladu je udélano v programu, ktery je uveden v Easti Programy, na strané 133.

Vysledky pfikladu jsou na Obrazku 7.1. Teckovana kfivka je pribéh simulovaného stavu, plnd Cara je jeho
bodovy odhad. Horni graf ukazuje prvni slozku stavu, spodni druhou.

10Smérodatna odchylka kovarianéni matice C je definovana tzv. L'DL rozkladem této matice, tj. jako horni
trojihelnikova matice L' s jednickami na diagonile, pro kterou plati C = L' DL, kde D je diagonalni matice
s nezapornymi prvky na diagonale.
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First state and its estimate
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Obrézek 7.1: Odhad stavu pomoci Kalmanova filtru

Z grafi je patrné, Ze pocatecni odchylka odhadu od stavu zpisobend nesprdv-
nowu hodnotou pocdatecniho odhadu rychle vymizi a odhady jsou v rdmci pri-
tomného Sumu velmi presné. Musime mit ovSem na paméti, Ze stavovy model
md nastaveny spravné parametry (parametry modelu se predpoklddaji zndmé).
<

7.4.2 Poznamka k prikladu

Kalmantyv filtr startuje s po¢atetnim stavem x1o a pocatecni kovarianci Ryjo. Stav x.|. a kovariance
odhadu stavu R.|. se béhem vypocti pfepocitavaji. Matice 7, a r, jsou kovariance Sumii ze stavové a
vystupni rovnice modelu. (Pozor!!! Nejsou to kovariance stavu a vystupu, ale kovariance $umi!!!). A¢koli
Kalmaniv filtr pracuje se znAmym modelem, tyto kovariance vétSinou nezname a musime je nahradit
jejich odhadem. A praveé na spravné nastaveni téchto dvou kovarianci je dalsi béh Kalmanova filtru velmi
citlivy. Kovarianci Rq|o lze nastavit jako diagonalni s velkymi ¢isly na diagonale (asi tak 10%). Cim jsou
tato cisla v&tsi, tim méné duvéry vkladame do nagich podatecnich odhadi stavu a tim rapidnéji se tyto
odhady na zac¢atku mohou ménit. Ovéite si tuto skute¢nost sami v predlozeném piikladé. <

Dalsi doporucené pokusy jsou:

e odhad z dat simulovanych bez a se Sumem (nastavi se pomoci smérodatnych odchylek r,, a ),
e odhad z jiné soustavy (zména parametrd - matic M, N, A),

e start odhadu s riiznymi pocatecnimi odhady stavu (volba ).

8 Rizeni se spojitym modelem

V této kapitole se stru¢né zminime o tloze optiméalniho fizeni s popisem soustavy ve formé
regresniho modelu. Jestlize chceme hovofit o optimalnim Fizeni, musime nejprve definovat krité-
rium optimality. Protoze pracujeme s veli¢inami ve formé nahodnych procesi, je tfeba kritérium
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pséat jako stfedni hodnotu podminénou tim, co je nAm v daném okamziku k dispozici - apriorni
znalost, tedy kritérium mé tvar

N

> 140

t=1

kde J; je tzv. penalizaéni funkce hodnotici fizeni v okamziku t. Nejcastéji se voli kvadraticka
penaliza¢ni funkce J; = y? + wu?, ktera fidi vystup na nulu a édstecné pokutuje velké hodnoty
tidici veliciny.

Hodnoty tohoto kritéria na celém intervalu fizeni, tj. prot = 1,2,--- , N, n4&m umoZzni porovnavat
rizné zpusoby fizeni. Optimalni Fizeni je takové, pro které je hodnota kritéria miniméalni.

Dynamické programovani

Obecné 1ze ukazat, Ze optimalni ¥idici veli¢iny 1ze pocitat rekurzivné odzadu (od konce intervalu
fizeni) aplikaci néasledujicich dvou krok.

1. Vypocet stfedni hodnoty

Pt ZE[Jt+g0f+1|ut7d(t— 1)] s (81)
kde J; oznacuje ¢ast kritéria J odpovidajici ¢asu J; = y? + wu?.

2. Minimalizace
o =min{g}, (52)

pri¢emZ u;, pro které je dosazeno minima, je optimalnim fizenim v kroku t.

Rekurze startuje na konci intervalu fizeni, obecné pro t = N s koncovou podminkou 3, = 0.
Postup syntézy fizeni ukdzeme v nésledujicim piikladé.

Priklad

Uvazujeme nasledujici zadani alohy: Je dano kvadratické kritérium optimality a model soustavy.

Kritérium

J=FE

3
Z yt +Wut |d (0 )]

Model
Yt = aYi—1 + buy + ey,

kde a, b jsou znamé parametry modelu, e; ~ N (0, 7) je Sum se znadmym rozptylem r je a yq je
zndmd pocatecni podminka.

Cilem je navrhnout ¥idici strategii uy, us, ug tak, aby bylo dosazeno minima kritéria J.

V tomto piikladé, kde N = 3, budeme postupné provadét oba zminéné kroky. Pro ¢t = 3 je ¢} = 0.
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= Cast=3:

o3 = E [y + wuj + ¢}lus,d (2)] = E [(ayg + bug +e3)” + wu§|U3,d(2)] =

2 2
ab wa
= (ay2 + bU3>2 +7r4+ wu§ = (w + bz) [Ug + Wy2:| + my% + r,

kde posledni tprava byla dosazena doplnénim na ¢tverec v proménné us - viz ...

Minimalizace je velmi jednoducha. Minima dosdhneme anulovanim hranaté zévorky (ta nemuze
byt mensi neZ nula a vyraz za ni je na ug nezavisly)

ab

Y2 = Usy2

us =
_ b
kde U3 — _b;lﬁ'
Zbytek po minimalizaci dostaneme, jestlize za hranatou zavorku dosadime nulu

wa2

Tt

*

03 Y3+ = Ssys + T,

p2 = B [y5 + wuj + giluz, d(1)] = E [y5 + wu + Ssy3 + Tsluz, d (1)] =
(dosazeno za 3)
= E[(14 S3) 42 + wud + T3lus, d (1)] =
(spojeny Cleny s y3)
= (1+53) {(ays + bua)’ + 7} +wud + Ty =
(st¥edovano y2 — (ay1 + buz)?® + 1)
= (14 S3) (a®yi + 2abyrus + b*u3) + (1 + S3) r +wui + T =
(umocnno)
= (1+ S3)a®y? +2 (1 + S3) abyrus + (1 + S3) b%us + (1 + S3) 7 +wul + Tz =
(roznésobeno)
={w+ (14 83)b°}u +2(1+ S3) abyruz + (1 + S3) a®y; + T+ (1 + S3)r =
(upraveno na kvadraticky trojclen v us)

1+ S3)ab
= {w+(1+85)0°} u3+2w(+(1+33s*3)b2ym +(1+Ss)a®y} +Ts+ (1+ Ss)r =
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(vytknut koeficient {w + (1+ S3)b*})

1+ S) ab (1+S5)ab
_ ) 21 |2 4o 1+ Ss)ab L os) a0 -
fod U+ S0 e + 20 ey \ Gt 5
1+ S5)° a2b?
L B L (S @+ Tk (L) =

(pfipraveno na doplnéni na ¢tverec v ug)

(14 S3)ab

2
— {4 sy [+ —LERIE |

w (14 S3)a?
w+(1+53)b2

(doplnéno na ¢tverec v ug)

yi + Ts +1 = Soyi + Tp

Odtud plyne

U — — (1+Sg)ab _U
2 — w+(1+53)b291* 2y1)

_ 14+S3)ab
hb%——ﬁmiwﬂ

@5 = Soyi + Ta,

1+S3)a”
kde Sy = 2UPass Th =Ty + (14 Sy)r.
Zbyva dopocitat fizeni pro posledni ¢as ¢t = 1. To jiz ale nemusime odvozovat. Staci, kdyz
porovname vysledky z obou pfedchozich Casu. Zjistime, Ze muzeme psat obecné nésledujici
algoritmus:

Algoritmus dynamického programovani pro regresni model 1. fadu

_ (]. +St+1)ab
w+ (1+St+1)b2yt—17

Uy =

or = S + Ty, (8.4)

kde
w (14 Siy1)a?
S, = T =T 14 Spaq) 7 8.5
S or xS BT Tt 4 Suy)r (8:5)

Rekurze postupuje proti ¢asu a startuje v ¢ase N (tady N = 3) s hodnotou Sy1 = 0, odkud
le vyjde TN+1 =1.

Dokoncéime piiklad podle odvozené rekurze

Eéastzlz
(1+S52)ab

T AT S B =

Uy = U1yo,
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o7 = S1yg + T,

kde
w1+ 8y)a?
YT (1 + So) b2

a Sy, Tb byly vypocteny v kroku ¢ = 2.

Ty =To+ (14 S)r

Tim jsme vypocitali koeficienty Us, Uy, Uj, ale fizeni jsme zatim nemohli realizovat, protoze
jsme v Case t = 0 a hodnoty vystupu yo a y; zatim neznadme. KdyZz jsme se dostali do ¢asu
t = 1, zavisi fizeni na hodnoté yg, kterou uz zname. Muzeme tedy zacit s fizenim v redlném
¢ase. Spocteme Fizeni u; = Uyyg a aplikujeme je. V dalsi periodé pro ¢ = 2 zmé&fime vystup y;
(jako odezvu na aplikované u) a miZeme pocitat us = Usyz, které opét aplikujme. Nakonec pro
t = 3 zméfime yo, vypoctteme uz = Usys a aplikujeme jej. Tim jsme splnili zadani a optimalné
fidili na intervalu ¥izeni pro t = 1,2, 3.

Vysledky, které jsme odvodili, jsou obecné a plati pro libovolné dlouhy interval fizeni.

Ukézka programu na toto téma je v kapitole Programy, na str. 90.

9 Rizeni s diskrétnim modelem

Jak jsme jiz uvedli v Kapitole 3, obecny popis diskrétniho dynamického systému dostaneme tak,

ze kazdé konfiguraci hodnot jeho datového vektoru d; = [yt, 1/1;} prifadime pfimo pravdépo-
dobnost, tj.
f (yt|wt7 9) = Gth’f,'

V této kapitole budeme demonstrovat algoritmus dynamického programovani s diskrétnim mo-
delem. Pro vétsi prehlednost provedeme vyklad pro konkrétni jednoduchy piiklad.

Je ddn model
f (yt| [Unyt—l] ) 9) = Gytl[ut,yt—1}7
kde [us, ye—1] = ¢ a ye, ug € {1,2}, Vi,

Kritérium pro fizeni budeme definovat podobné jako u modelu pro kazdou konfiguraci datového
vektoru zvlast jako nezaporné ¢islo

{Jyt\[umyt—l] > O}yt7ut7yt716{172} ’

Pro predstavu lze jak model, tak i kritérium zapsat ve formé tabulky:

Model

I (el [we, ye-1], ©)

U, Ye—1 | Y =1 yr =2
1,1 @1|11 @2|11
1,2 @1|12 @2|12 )
2,1 @1|21 92|21
2,2 @1|22 92|22
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Kritérium

J
[ue,ye1] [ ye=1 ye=2
1,1 Jiynn S
1,2 Jiz Jop2
2.1 Jipr J2j21
2,2 Jijg2  J2j22

Urcete optimalni strategii fizeni uq, us, ug, kterd minimalizuje zvolené kritérium fizeni.
Pro feSeni pouZijeme algoritmus (8.1) — (8.2) odvozeny v minulé kapitole.

Zvolime model a kritérium v konkrétnim tvaru

I (el [ue, ye-1],©) J
Uty Yt—1 yp=1 y=2 U, Ye—1 | Yy =1 yr =2
1,1 0.7 0.3 1,1 0 1
1,2 0.2 0.8 1,2 1 0
2.1 0.9 0.1 2,1 1 2
2,2 0.4 0.6 2,2 2 1

kde je v kritériu vyjadiena skutecnost, Ze nechceme zmény ve vystupu a pro fizeni preferujeme
hodnotu 1. Rizeni budeme opét pocitat na horizontu N = 3.

Pro t = N = 3 je podle (8.1) nutné udélat stfedovani

2
¥3 (u3ay2) =F [J|U'37d(2)] = Z Jy3|u3y2@y3\u3y2 = J1|u3y261\u3y2 + J2|u3y2@2\wyz =

ys=1

Uz, Y2 \ ¥3
1,1 0x0.7+1x%x03=0.3
= 1,2 1x02+0x08=0.2
2,1 1x09+2x01=1.1
2,2 2x044+1x06=14

a podle (8.2) minimalizace

0.3 pro yo=1 (pii uz=1)

3 = minys = .
Ps = I¥s {0.2 pro yo =2 (pfi ug =1)

S3 : Optiméalni Fizeni je tedy us = 1, a to jak pro yo = 1, tak i pro yo = 2. Tim je optimalizace
v kroku 3 hotova a pfechazime na krok 2.

Pro t = N — 1 = 2 potfebujeme zbytek ¢} ve formé tabulky. Regresni vektor v kroku 2 bude
[u2,y1], @5 zavisi jen na yo (tj. bude pro vSechny kombinace hodnot regresniho vektoru stejné),
takze tabulka bude
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¥3
U, Y1 | Y2 =1 4o =2

11 0.3 0.2
1,2 0.3 0.2
2,1 0.3 0.2

2,2 0.3 0.2

Prvnim krokem je opét stiedovani pie ys

2
w2 =F [‘]+ <p§|u2,d(1)] = Z (Jyzluzzn + <P§) Gyz\uzyl =

Uz, Y1 ‘ P2

1.1 0.8

= 1,2 0.7
2,1 1.6

2,2 1.9

So i y; =1 je viadku 1 a 3, v fadku 1 je mensi hodnota kriteria — pro y; = 1 volime us = 1.
Pro y2 = 2 je minimum v fadku 2, a tedy volime také us = 1.

«_ J08 proys =1,
72 0.7  pro ys = 2.

V caset =1 je

©5

u, Yo |1 =1 y21 =2
11 | 08 0.7
1,2 | 08 0.7
21 | 038 0.7
22 | 038 0.7

Ui, Yo | $1

1,1 1.8

= 1,2 1.7
2,1 2.6

2,2 2.9

S : odkud u; =1 jak pro yg = 1 tak i pro yg = 2.
Strategie fizeni je dana v bodech &7, Sa, Ss.

Protoze yy zndme, muzeme urcit uy, aplikovat, zméfit y; a tak dale.
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10 Prilohy

10.1 Doplnéni na ¢tverec

Pouziva se pro minimalizaci kvadratického vyrazu nebo pro integraci v konvoluci dvou normal-
nich rozdéleni (tady mé vyznam rozkladu normélni sdruZené hp na podminénou a marginalni).

Skalarni pripad

Pro skalarni veli¢iny x a y a konstanty a, b, ¢ plati

b b \? b \?
2 20—y + (y> — (y)
a a a

b \> o, b, b \> ac—b* ,
alx+-y| +cy"——y"=alr+-y)| + Y.
a a a a

az?® 4+ 2bzy + cy® = a +ey? =

Vektorovy pripad

Pro veli¢iny x a y ve formé sloupcovych vektoru a konstantni matice A, B, C' odpovidajicich
rozméri, A a C symetrické, plati

' Az +22'By+1y'Cy = o’ Az +22' AA" By+ (A_lBy)/ AA™IBy— (A_lBy)/ AA 'By+y/'Cy =

’

=(z+A'By) A(z+A'By)+y (C—-B'A™'B)y.

kvadrét zbytek

Poznamka

Ve vektorovém piipadé vyrazu az® odpovida =’ Az. V tomto smyslu se d&ji i tpravy (konstanta - matice)
musi byt uprostied.

Vyrazy lze ovéfit roznasobenim konce a porovnanim se zac¢atkem.

10.2 Prtirozené podminky rizeni

Pfirozené podminky fizeni (Natural Conditions of Control, NCC) jsou podminky nutné pro to,
aby bylo moZno konzistentné provést odhadovani s modelem, ktery v sobé obsahuje ¢ast s fidici
veli¢inou, tedy modelem popsanym hp jako napt. f (y:|us, d (t — 1), 0) nebo f (x4i1|xs, ur), kde
uy je fizeni a © nebo x; jsou odhadované veli¢iny. Tyto podminky lze odvodit z pfedpokladu,
ze ten kdo odhaduje, je také ten, kdo ¥idi. P¥itom odhad i fizeni je poc¢itano pouze z informace,
ktera je v ¢ase t obsaZena v minulych datech d (¢t — 1). Odtud plyne, Ze jak odhad, tak i fizeni
v sobé& neobsahuji dalsi informaci nez tu, kterou nesou minula data d (¢ — 1) . Proto napf. pro
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odhad parametra f (©|us, d(t — 1)) plati, ze veskera dostupné informace o parametru © je jiz
obsaZena v v datech d (t — 1) a v fizeni u; jiz dalsi informace neni. Proto je mozno jej z podminky
vypustit

f(Oluy, d(t=1)) = f(Old(t —1)). (10.1)

Obréceny vztah lze odvodit obdobnou tvahou, nebo jej lze pomoci Bayesova vzorce odvodit z
(10.1)

ﬂmwanxvfwww“tl”ﬁﬁﬁﬁijg

Bayes

rome et

podle (10.1)

= f(uld(t—1)).

Podobné uvahy lze misto o parametru vést i o odhadovaném stavu.

10.3 Bayestv vzorec
10.3.1 Odvozeni Bayesova vzorce

Odvozeni je velice jednoduché. Uvazujme t¥i ndhodné veli¢iny A, B a C a sdruzenou hp pro
A, B podminénou C.

f(A|B,C) f(B|C)  z jedné strany, nebo

f (A, B|C) = {f(B|A, C) f(A|C)  z druhé strany.

Porovnanim obou vyrazii na pravé strané dostaneme
f(AIB,C) f(B|C) = f(BIA,C) f (A|C).

Z této rovnosti pak lze vyjadrit bud f (A|B,C) nebo f (B|A, C) podle potieby, a tak ziskdme

Bayesuv vzorec

f(AlB,C) f (B|C)
f(A[C)

Hlavni vyznam Bayesova vzorce je v tom, Ze prepocitava apriorni hp f (B|C) z Citatele na pravé
strané vzorce na aposteriorni hp f (B|A,C) na levé strané. Apriorni hp popisuje ndhodnou
velicinu B jen v zavislosti na ndhodné veli¢iné C', zatimco aposteriorni hp vyuziva informaci
také z nahodné veli¢iny A, a to prostfednictvim hp f (A|B,C).

f(BIA,C) = (10.2)

Hp ve jmenovateli pravé strany vyrazu (10.2) nezavisi na B a je tedy jen normaliza¢ni konstan-
tou, kterou lze ziskat integraci (sumaci) Citatele

Fai0) = [ 1A1B.0) £ (BIC)dB.

coz, jak dobfe vime, odpovida vzorci pro uplnou pravdépodobnost.
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10.3.2 Aplikace Bayesova vzorce
Pro uc¢ely odhadu neznamych parametri modelu f (y¢|¢:, ©) zvolime
e A je vystup soustavy y,

e B jsou odhadované parametry © a

e (C jsou stara data d(t — 1) (p¥ipadné s Fizenim w;).

Dostavame Bayesuv vzorec

(. ©) £ (Ol (- 1))
FOd ) = ==F 0 dt—1)

podle (4.1) s tim, Ze
— stard data d (¢t — 1) v modelu soustavy v podmince lze nahradit regresnim vektorem 1),

— v piipadé fizené soustavy, kdyz data jsou di = {y:, u:}, je tieba predpokladat pFirozené
podminky Fizeni (10.1), pii kterych plati

f(®lug,d(t—1)) = f(Old(t-1)),

tedy © a wu; jsou podminéné nezéavislé, jestlize zname stara data d (t — 1).

10.4 Multinomialni rozdéleni

Multinomialni rozdéleni popisuje diskrétni ndhodnou veli¢inu, tj. veli¢inu, kterd muze nabyvat
jen kone¢ného poc¢tu hodnot y € {1,2,--- ,n;} a jejiz jednotlivé hodnoty nastavaji s pevnymi
pravdépodobnostmi. Specidlnim piipadem tohoto rozdéleni pro n; = 2, jehoz hodnoty jsou ale
vétsinou oznacovany 0 a 1, je rozdéleni alternativni.

Hustotu pravdépodobnosti multinomialniho rozdéleni je mozno vyjadiit ve formé tabulky

Y ‘1 2 N ny
FW o p2 o pn

kde p; jsou pravdépodobnosti, a tak plati p; > 0,i=1,2,--- ,nya >t p; = 1.

Jiné mozné vyjadieni multinomialniho rozdéleni je
f(y) :py» Y= 1723"' , 1.

Model diskrétniho systému je podminéna hp, ktera pro kazdou konfiguraci hodnot veli¢in v
podmince popisuje modelovanou veli¢inu pomoci multinomialntho rozdéleni

Tuto hp mizeme vyjadiit ve formé tabulky napf. pro y € {1,2} a ¢ = [u, v]’, kde u,v € {1,2}
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[ (ylu, v)

[U’U] y=1 y=2
1,1 | O11 Oy
1,2 | O112 Oz ,
2,1 | ©O121 Oz
2,2 | O122 Ogpzeo

kde ©;|;;, jsou podminéné pravdépodobnosti (proto je také jejich index rozdélen svislitkem).
Proto musi platit nezapornost ©;;, > 0, Vi, j, k a dile soucet parametri pro kazdou konfiguraci

podminky musi dat jednicku Zle Ojjx = 1, Vj, k"' Pro ucely edhadu je vyhodné formalné
tento model vyjadfit v tzv. sou¢inovém tvaru

Flv.0) =11 IT eiae?, (10.3)

1EY* pEYP*

kde 7 je index, ¢ je multiindex (vektorovy index), y*, ¥* oznacuji mnoziny hodnot (&isel nebo
vektort) piislusnych velic¢in a § (i|p, y|¢) je Diracuv impulz, tj. rovné se jedné pro il = y|y a
jinak je nula. Pfepis do sou¢inového tvaru je skutecné formalni, protoze cokoli na nulu je jedna
a po vynasobeni zistane jen O,

10.5 Dirichletovo rozdéleni

Konjugovanym rozdélenim'? k multinomialnimu je rozdéleni Dirichletovo

f(eld () H IT e (10.4)

zEy pEY*
kde

1 je statistika rozdéleni se stejnou strukturou jako mé parametr © - viz tabulka v odstavci
10.4 a dalsi znaceni také odpovida znaceni zavedenému v tomto odstavci,

B (v) je zobecn&na beta funkce

Hiey* r (Vilsa)
B(v)= —_— (10.5)
wg* r (Zz@/ Vilsa)

kde I' (+) je gama funkce definovana vztahem
(o]
I (2) = / 171 exp (—t) dt, (10.6)
0

pro kterou plati
[(z+1)=al(z), x € RT. (10.7)

HTento pozadavek je po tivaze opét zfejmy. Jestlize nastalo u = j a v = k, mé y pravé dvé moznosti: y = 1
nebo y = 2.

12Konjugované rozdéleni je takové rozdéleni apriorni hp parametrii, které s danym rozdélenfm, pouZitym pro
model soustavy, produkuje v Bayesové vzorci aposteriorni rozdéleni, které si zachovava stejny tvar. Tedy nedochazi
k tomu, Ze se tvar aposteriorni hp v kazdém Case odhadovéani stava stale slozit&jsi, az je nakonec aposteriorni hp
pro vypocty nepouzitelna.
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10.6 Normalni rozdéleni

Uvazujme normadlni regresni model s regresni vektorem 1), koeficienty 6 a rozptylem Sumu r,
kde zna¢ime © = {6, r} . Jeho rovnice je

yt:d);GJret, et~ N(0,r).

Podminéné hp tohoto modelu ma tvar

f (e, ©) = \/1277"70'5 exp {—2170 (yt - 1#;9)2} . (10.8)

Stiredni hodnota modelu je )
E [ye|ye, ©] = 9,0,
rozptyl je
D [y:|yr, ©] = 1.

Pro ucely odhadovani je vyhodné exponent modelu (10.8) je§té upravit. Budeme postupovat
nésledovné:

e exponent rozdélime tak, abychom dostali souc¢in dvou ¢lenii, z nichz jeden bude obsahovat
jen data a druhy jen parametry

Yo — 8 = = [~16] { 3; } = — [yt ] { _91 ]

(minus je vytknuto forméalné a pod kvadratem se ztrati).

e kvadrat napiSeme jako soucin a dosadime piedchozi vyrazy
’ 2 ’ ’
(yt - %9) = (yt - %ﬂ) (yt - 1/%9) =

—t107| Y e | 5 | =ae1n ]
kde D; = [ Zt ] [y+ ¥1] je tzv. datova matice.
t

Model (10.8) je s uvedenou tpravou mozno zapsat takto

F (il ©) = \/12?r_0‘5exp{—21r -1 D, [ " H (10.9)

10.7 Inverzni Gauss-Wishartovo (GiW) rozdéleni

Toto rozdéleni vznika jako rozdéleni sou¢inu normalnich rozdéleni (tj. jako rozdéleni likelihoodu
pro normalni model). M4 tvar

F(Od (1)) & =05 exp {—; 161V, { ” ]} (10.10)

kde x; a V; jsou statistiky rozdéleni (x; se nékdy nazyva pocitadlo, protoZe uchovava pocet
dosud zpracovanych datovych vektort a matice V; se nazyva rozsifena informadcni matice).

Matice V; je symetrickd a pozitivné definitni a ¢asto se rozklada
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e na submatice

v, V.
v — [ v Ve } , (10.11)
' Vyp  Vy

kde Vj, je ¢islo, V,,y je sloupcovy vektor a Vi, je ¢tvercova matice stupné o jeden men3i nez
Jje Vi,

e na faktory /
Vi=L DL, (10.12)

kde L je dolni trojihelnikova matice s jedni¢kami na diagonéle a D je diagonélni matice s
nezdpornymi prvky na diagonéle. Tento rozklad se nazyva LD-rozklad a pro symetrickou
pozitivné definitni matici je jednoznac¢ny. Matice L a D se potom rozkladaji na submatice

71 o0 [D, o©
L[Lyw Lw}’D{O Dw}’

kde Ly je sloupcovy vektor, Ly dolni trojihelnikova matice s jednickami na diagonéle,
D, je nezéporné Cislo a Dy, je diagonalni matice s nezdpornymi prvky na diagonale.

Uvedené rozklady se déle vyuziji pro vyjadieni potiebnych charakteristik rozdéleni.

10.8 Bodovy odhad podle kvadratického kritéria

Nejprve ukazeme obecné, ze bodovy odhad optimalni podle kvadratického kritéria je roven pod-
minéné stfedni hodnoté. Budeme odvozovat odhad ©; parametru © s aposteriorni hp f (6|d (t)),
ktery je optimalni podle kritéria

min £ [(@ - (i)t)2 \d (t)} . (10.13)

Kritérium umocnime, aplikujeme stifedni hodnotu a doplnime na ¢tverec v proménné ©,. Do-
stavame

min E [@2 — 26,0 + 62|d (t)] -

O

= min {E [©%|d(1)] — 26,E[0]d ()] + éf} = +1x

vyuzili jsme skute¢nost, ze O; je Cislo

1 = min { £ [0%1d (1] — B [ld ()] + E[0]d (1]" ~ 26,B[0]d (1) + 67 | = =2+

pouzili jsme vypocetni vzorec pro rozptyl D [©] = E [@2] - F [@]2

* Dok = Héitn {D [©]d (t)] + (ét - FE [@|d(t)])2} = D[O|d(t)]

coz da optimalni odhad .
0, = FE[0ld(t)].
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10.9 Bodové odhady parametri spojitého modelu

Ukézeme odvozeni MAP (Maximum Aposteriori Probability) bodového odhadu ktery maxima-
lizuje aposteriorni hp parametri.

Hledame tedy maximum aposteriorni hp (10.10)

F (01 (1)) x 105 exp {—1 10)V [ » H _

1
— 055 oy {_QT (Vy = 20'Vyy + 9’Vw9)} :

kde jsme vyuzili déleni matice V' podle (10.11).

Nejdfive budeme hledat maximum podle 8, tj. derivovat podle 6 a hledat FeSeni pro derivaci
rovnu nule.?

O E0.1) oot {_;r 1oy [ ” ] } <;1) (=2Vy +2V30) = 0.

Odtud pochéazi vztah

0=V,"Vyy. (10.14)

Vysledek dosadime do aposteriorni hp. V exponentu obdrzime zbytek po minimalizaci A
A=V, =20V, +0'V,0 =
Vy = 2V, Vi Wy + Vi Vi Vi Vi MWy,

a ted
y S
A=V, — Vwaw Vi (10.15)

Aposteriorni hp s dosazenym bodovym odhadem (10.14) je

£ (r1d (1)) o 05" exp {—ﬁ} |

Derivujeme a polozime rovno nule

—k—+A==0
"or + r2 ’
a tedy dostaneme
A
F=—. 10.16
P (10.16)

6ar jsou bodové odhady, které tady hledame.

13Derivujeme vektory podle vektori. Spravnost lze ovéfit derivovanim podle slozek a zpétnym sestavenim do
vektorového tvaru.
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10.10 Bodové odhady parametri diskrétniho modelu

Bodové odhady parametru © multinomialniho rozdéleni (??) dostaneme pouhou normalizaci
statistiky v; tak, aby soutty jejich prvka v fadcich jejiho maticového vyjadfeni (jako pro © v
odstavci (?77?)) byly rovny jedné, tj.

o Vyly; * *
Oylyt = vy e ytay eyt (10.17)
7 Ziey* Vit

Tento bodovy odhad jsme urcili jako podminénou stiedni hodnotu parametru s rozdélenim podle
aposteriorni hp (10.4) - pro piehlednost vynechdme ¢asovy index ¢

Oy = E[Oyld (2) / O,1f (O]d (1)) dO
1 Vile _
- 50 /O 0,0 I T ©flrdo = 1+,
LEY* pEP*

kde jsme dosadili za aposteriorni hp z (10.4) a beta funkce B je dana v (10.5). Parametr O,
formalné vyjadiime v sou¢inovém tvaru (10.3)

@yW’ — H H @flgw,y\w)

1EY* pEYP*
a dosadime. Pokrac¢ujeme v tpravé
*1* — let\pgp'i'é(”@ yl"/")dg
1EY* pEP*
)
_ / H 61(‘;""_ (ile, ylw)d@ — 2%,
H*"EW «PEW icy*

kde

[Ticy~ F(Vi\sa)
B (v,) = =2==+—"*£ podle (10.5
() T(Zic,- vie) p ( )
jsme vyuzili pfedpoklad o nezavislosti parametri mezi riznymi konfiguracemi regresniho vek-
toru v, tj nezavislosti fadka v tabulkovém vyjadieni parametru v odstavci 10.4.

Déle si uvédomime, Ze pro jednotlivé komponenty plati

/ I @llﬂﬁamw W, B (vy) pro ¢ =0,
e @ B(vy+1) pro éd=1.

Potom se vSechny ¢leny s 6 = 0 zkrati se stejnym ¢lenem ve funkci B a zustane jen ¢len s § = 1
a odpovidajicim normaliza¢nim ¢lenem ve jmenovateli. Pokracujeme ve vypoctu

[icy: T(vijw+33iy))

£0% — B (Vw +9 (Z7y)) _ F(ziey* ”i\w'H) — 43
B (vy) Miey D(viw)

F(ZiEy* VW/’)
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Opét d (i, y) je nula vude kromé piipadu, kdy y = i. VSechny ostatni ¢leny se zkréati. Dostaneme

T (vypp+1) Vyly T (vyjw)
_ T(Tieyr virwtl) ey Vil T(Tieys vilw) Vyly
*3k = = = .
L (vy0) L(vy0) Ziey* Vil
F(ZiEy* ViW’) F(ZiEy* V“U’)

V prvni tipravé pfedchoziho vyrazu jsme vyuZili vlastnosti gama funkce (10.7). Tim jsme dokazali
vztah (10.17).

10.11 Logisticka regrese
10.11.1 Derivace vérohodnostni funkce

Derivace logaritmu vérohodnostni funkce In L s modelem (3.2) podle O je

t t

0 exp (zr
% lnL(@) = Z |:y-,—’l/J-r - Hep;(p(;_)wr] = Z (yT _p‘r) 1/}77

T=1 T=1

kde podle (3.3) je z; = 1,0 a tedy dz,/dO© = 1, . Dale jsme oznadcili

exp(e)
T l+exp(z) Pye =11¢-, ).
Druh4 derivace In L podle © je
82 a t t
@hlL = 7(_); 7; qu;[}T sz — Pr 1/) w‘rv
protoze
9, 0 o (2r) _ exp(z) ¥y (1+exp(zr)) — exp (zr) exp (2r) ¥y _
0077 90 1 +exp(z,) (1 + exp (2,))2
exp (2,) 1, ( exp (2r) 1 ) : :
= = = Pr ]_ — Pr T
(O ten)P  \tem() Trep()) 7 =m0 -v

Pro hledani maxima logaritmu vérohodnostni funkce In L je vyhodné pouzit Newtonovu metou'*

10.11.2 Newtontv algoritmus

Pomoci Newtonova algoritmu je mozné numericky hledat extrémy'® nelinearnich funkei. Ozna¢me
takovou funkci g (z), kde x = [z, 22 - - - ,,]". Dale ozna¢me gradient této funkce

29
%
g (x)=| 9=

99
ox,

14Vyhodné je to zejména pro to, 7ze se nam podafilo analyticky spoéitat jak prvni, tak i druhou derivaci
maximalizované funkce In L.
15Pogor! Jde samoziejmé o lokalni extrémy.
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a Hessovu matici

2?9 9% . 9
ax% 0x10x2 Ox10x,
9?9 2% . 9%g
g” (1-) — Ox20x1 O3 Ox20x,
d%g d%g . %9
O0x, 021 Ox,0xo Ox2
Algoritmus za¢iné hledanim extrému ve zvoleném bodé z(© a v dalsich bodech zW), 2@ ... se

hledé nésledujicim zpusobem:

provedeme Tayloriv rozvoj funkce g v bodé z(?) a vezmeme jeho prvni tii cleny

g(x)=g (m(i)> +4 (x(i)) (x — a:(i)> + %g” (a:(i)> (a: - x(i))z.

Nasledujici bod hledani z(*+1) polozime do maxima (minima) rozvoje - do bodu, kde je derivace

nulové:
q (xu)) +q" (xu)) (a,ml) _ x@) —0

20D — () _ g (29)
g (@)

Iterace provadime tak dlouho, dokud dva po sobé nésledujici body nejsou dostate¢né blizko.

Z toho plyne:

10.12 Rozsifeny Kalmaniv filtr
10.12.1 Konstrukce rozsifreného KF

Mame nelinearni stavovy model

Tip1 = g(e,u) +wy,
Yt = h($t,ut)+’l)t.

Posledni bodovy odhad stavu z; oznac¢ime ;.

Linearizaci funkci g a h z modelu provedeme rozvojem do Taylorovy fady a zanedbanim ¢lend
druhého a vysgich radia. Dostaneme

9@, ur) = g(Tr,ur) + g (T, ur) (v — 34) =

= g (@, ue) w4 [g (T, u) — g (B0, ur) 4] (10.18)
h(ze,ug) = h(Zgu) + 0 (2,us) (mp — 34) =

= B (Ze,ur) e + [h (B, ur) — B (Te,up) 3] - (10.19)

Dosazenim do modelu dostaneme jeho linearizovanou verzi

i1 = g (B ) w4 g (T, ue) — g (e, ug) 3] 5wy,
Yt = h, (Ii’t, Ut) Tt + [h (:i:t,ut) — h/ (it,ut) jt] + UVt

a s oznacenim

Qu =9 (Tt,u) — g (Te,u) Be],  Qy = [ (&r,ur) — B (T4, ur) &4,
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dostaneme linedrni tvar modelu

T = ¢ (T, w) T+ Qu + wy, (10.20)
Yt = h/ (a%t,ut)xt +Qy + V¢ (1021)

Pro tento model jiz lze pouzit obycejny Kalmanuv filtr. Je ale potieba si uvédomit, Zze bodovy
odhad Z; bude v kazdé rovnici jiny. V daném kroku KF se nejprve provadi filtrace, které odpovida
druhd (vystupni) rovnice. Pro ni bude poslednim odhadem z;;_;, ktery pochézi z minulého
kroku z predikce. Pro prvni (stavovou) rovnici bude poslednim odhadem #; = ), ktery jsme
obdrzeli v sou¢asném kroku KF z filtrace. Odtud je patrné, ze proceduru realizujici KF je pro
nelinearni filtraci tfeba rozdélit do dvou ¢asti - do filtrace a predikce - a obé ¢asti realizovat
samostatnd. Po filtraci, kterd konéi uprostied algoritmu, je totiz t¥eba piepoditat funkce ¢’ a
Qz ze stavoveé rovnice pro posledni odhad stavu ;.

10.12.2 Realizace KF

Obecné jsme konstatovali, Ze metoda rozsiteného KF prevede nelinearni stavovy model na line-
arni tak, Ze nelinearni funkce na pravych strandch modelt rozvine do nultého a prvniho ¢lenu
Taylorova rozvoje. Vysledkem je linearizovany tvar modelu (10.20), (10.21). Pro tento model
je jiz mozno pouzit proceduru standardniho KF, ovSem pro model s konstantou. Ve skutec¢nosti
je ale mozno pocitat takto:

1. Stfedni hodnoty odhadu stavu a predikce vystupu je mozno pocitat z puavodniho nerozsi-
feného modelu. Divod je tento: z rovnic (10.18) a (10.19) je vidét, Ze derivace g’ a b’ jsou

nasobeny piirtstkem stavu (ft — £t> , kde ft je bod, v némz provadime Tayloriv rozvoj,
coZ je posledni bodovy odhad stavu. Stejny bodovy odhad je ale dosazen za & a pomoci
ného se pocitd pristi bodovy odhad v algoritmu KF. Prirustek tedy bude (ft — ft) =0.
Proto se pfi vypoctu stfedni hodnoty pavodniho (nerozgifeného) stavu uplatni jen ab-

solutni ¢len rozvoje, coZ je pravi strana puvodniho stavového modelu. Cést rozsifeného
stavu, ktera obsahuje nezndmé parametry, zustava pii vypoctu stfedni hodnoty stejna.

2. Konstanta @), nebo @, se pii vypoctu kovarianci neuplatni. Duvod ukéZeme ve zjednodu-
Seném piipadé na vypoctu rozptylu z ndhodné veli¢iny X plus konstanta a

DIX +a=E[(X+a-EIX+a)| = B [(X +a- E[X] - )| =

—F [(X—E[X])ﬂ - D[X].

Rozptyl ndhodné veli¢éiny X + a a ndhodné veli¢iny X je stejny. Podobné to v obecném
pripadé plati i pro kovariance.

Realizace rozsiteného KF je tedy nasledujici:

1. Z minulého kroku mame “posledni” odhad stavu ét = &4pe—1-

2. Vezmeme tu ¢ast odhadu, kterd odpovida pivodnimu stavu, a podle pivodni vystupni
rovnice
yr = Ay

spocteme predikci vystupu ¢;.
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3. Kovariance pocitame podle matic rozsifené vystupni rovnice
id
yr = A%
s vynechanou konstantou @).

4. Prepocteme (filtrace) -1 — &t
Pozn.: K vyvoji odhadovanych parametru dochazi jen v této ¢asti algoritmu.

5. Za posledni odhad stavu dosadime & = &)

6. Kovariance pfepocteme s maticemi roz§iteného stavového modelu bez konstanty
€1 = MY,

7. Ptepocet (predikce) stavu provedeme podle pivodni stavové rovnice
Tip1 = Mz,

pricemz Cast stavu & odpovidajici nezndmym parametrim zistava nezménéna.

11 Programy

11.1 Diferencialni a Diferenc¢ni rovnice
11.1.1 Diferencialni rovnice

Pii modelovani stejné jako i v dalsich tlohach se pohybujeme vyhradné v diskrétnim case.
Duavodem k tomu je predevsim pouziti pocitaci, které realizuji odvozené algoritmy piirozené
v opakovanych Casovych okamzicich s danou periodou. Nicméné Cas v redlném svété se tvari
spojité a diskrétni ¢as vznika uméle - vzorkovanim.

Spojité dgje jsou modelovany diferencidlnimi rovnicemi. Nejéastéji se snazime pro modelovani
pouzit rovnice s konstantnimi koeficienty. Pokud jde o popis nefizeného systému, napt. odezvy na
pocatecni podminku, pouzijeme homogenni rovnici. Rizeni se objevi jako prava strana rovnice.
Reéeni, odezva systému, je pak zaloZeno na feSeni homogenni rovnice a 1ze pouzit nap¥. metodu
variace konstanty. Zakladem je ale feSeni homogenni rovnice, kterého si blize pov§imneme pro
rovnice 1. a 2. fadu.

V prvé fazi se fesi charakteristickd rovnice a feSeni diferencialni rovnice se odhadne ve vhodném
(exponencialnim) tvaru.

V druhé fazi se dopocitaji volné koeficienty tak, aby feSeni vyhovovalo zadanym pocatecnim
podminkam. Pro druhy ¥ad diferencialni rovnice je charakteristicka rovnice kvadraticki a podle
typu jejiho feSeni dostavame urcity typ reSeni diferencialni rovnice.

Toto jsou vSechno znamé véci. Nicméné, pro vice podrobnosti je mozno nahlédnout do kapitoly
11.9.

Analytické i numerickeé feSeni a jejich porovnani je dano v programech T01dif2p1l.m, T02dif2p2.m
a T03dif2p3.m.
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// Differential equation of the 2nd order

// and its solution (two real roots)

exec (" ScIntro.sce",—1)

al=5; a0=6; // coefficients y’’+al.y’ +a0.y

y0=>5; y1=5; // initial value at times 0 and —1
nt=10; // number of steps

h=.001; // numerical step

bl=2—alxh; // numerical realization
b2—1+alxh—a0xh"~2; // derivatives replaced by differences

// analytical solution (for one multiple root)
tt=h:h:nt; // dense time for numerics
z=15xexp(—2*tt)—10xexp(—3*tt); // analytical response

// numerical solution (for one multiple root)

y=[y0 y1]; // initial conditions

i=2; // counter of vector items

for t=tt // loop of numerical computation
=i+

y(j)=blxy(j—1)+b2xy(j —2); // numerically discretized equation
end

// results

plot (tt ,y(3:8),tt,z)

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
legend ('num. sol.’,’anal.sol.’)

// Differential equation of the 2nd order
// and its solution (one multiple root)

exec (" ScIntro.sce",—1)

al=2; a0=1; // coefficients y’’+al.y’+a0.y

y0=5; yl=5; // initial value at times 0 and —1
nt=10; // number of steps

h=.001; // numerical step

bl=2—alxh; // numerical realization
b2=—1+alxh—a0xh~2; // derivatives replaced by differences
// analytical solution (for one multiple root)

tt=h:h:nt; // dense time for numerics

z=(5+5%tt ). xexp(—tt); // analytical response

// numerical solution (for one multiple root)
y=[y0 y1]; // initial conditions

73



i=2; // counter of vector items
for t=tt // loop of numerical computation
=i+
y(j)=blxy(j—1)+b2xy(j—2); // numerically discretized equation
end

// results

plot (tt ,y(3:$),tt,2)

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
legend ('num. sol.’,’anal.sol.’)

// Differential equation of the 2nd order
// and its solution (two complex roots)

exec (" ScIntro.sce",—1)

al=4; a0=13; // coefficients y’’+al.y’+a0.y

y0=5; yl1=5; // initial value at times 0 and -1
nt=10; // number of steps

h=.001; // numerical step

bl=2—alxh; // numerical realization
b2=—1+alxh—a0xh "~ 2; // derivatives replaced by differences

// analytical solution (for one multiple root)
tt=h:h:nt; // dense time for numerics
z=exp(—2xtt).x(5*xcos(3xtt)+10/3*sin (3xtt)); // analytical response

// numerical solution (for one multiple root)

y=[y0 y1]; // initial conditions

i=2; // counter of vector items

for t=tt // loop of numerical computation
=i+

y(j)=blxy(j—1)+b2xy(j —2); // numerically discretized equation
end

// results

plot (tt ,y(3:$),tt,2)

set (gef()," position",[700 100 600 500])
legend ('num. sol.’,’anal.sol.’)

11.1.2 Diferenéni rovnice
Stejné jako u diferencidlnich rovnic tak i tady si vSimneme homogennich diferenc¢nich rovnic 1.

a 2. fadu. Pro né opét odhadneme feSeni obecné rovnice a dopocitime volné parametry podle
pocatecnich podminek. Pro konkrétni feSeni je mozno nahlédnout do kapitoly 11.9.
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Analytické i numerické Feseni a jejich porovnani je dano v programech T04dfc2pl.m T05dfc2p2.m
a T06dfc2p3.m.

// Difference equation of the 2nd order

// and its solution (two real roots)

exec (" ScIntro.sce",—1)

laml=.2; lam2=.3; // solution to the characteristic equation
y0=>5; yl1=5; // initial value at times 0 and —1

nt=10; // number of steps

al=—(lam1+lam?2); // coefficients of the dfce equation
a0=lam1lxlam?2; // y(t+2)+al.y(t+1)+a0.y(t)

// ANALYTICAL SOLUTION (FOR TWO DIFFERENT ROOTS)

tau=1:nt; // discrete time for simulation
oo=ones (tau);

cl=(yl-lam2xy0)/(laml—lam2);

c2=(yl-lamlxy0)/(lam2—laml);

z=cl*(lamlxo00)." tautc2x*(lam2*00).” tau; // analytical response

// NUMERICAL (RECURSIVE) SOLUTION

y=[y0 y1]; // initial conditions

for t=1:nt // loop of numerical computation
y(t+2)=—alxy(t+1)—a0xy(t); // numerically discretized equation

end

// RESULTS

s=2:nt+1;

plot(s,y(s),s,z,’0’)

set (gef()," position",[700 100 600 500])
legend ('num. sol.’,’anal.sol.’)

// Difference equation of the 2nd order
// and its solution (two real roots)

exec (" ScIntro.sce",—1)

laml1=.2; lam2=.2; // solution to the characteristic equation
y0=5; yl1=5; // initial value at times 0 and -1

nt=10; // number of steps

al=—(lam1l+lam?2); // coefficients of the dfce equation
a0=lam1xlam2; // y(t+2)+al.y(t+1)+a0.y(t)

// ANALYTICAL SOLUTION (FOR TWO DIFFERENT ROOTS)
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tau=1:nt; // discrete time for simulation
oo=ones (tau);

cl=y0;

c2=y1/laml—y0;

z=clx(laml*00)." tau+c2xtau.*(lam2«00). " tau; // analytical response

// NUMERICAL (RECURSIVE) SOLUTION

y=[y0 yl]; // initial conditions

for t=1:nt // loop of numerical computation
y(t+2)=—alxy(t+1)—a0xy(t); // numerically discretized equation

end

// RESULTS

s=2:nt+1;

plot(s,y(s),s,z,’0’)

set (gcf(),"position",[700 100 600 500])
legend ('num. sol.’,’anal.sol.’)

// Difference equation of the 2nd order
// and its solution (two real roots)
exec (" ScIntro.sce",—1)

setting =1; // type 1 = set coefficients , 2 = set roots of char. eq.

if setting==
// setting of the coefficients of dfc equation
al=—.4; a0=.29; // coefficients of the dfce equation
if al~2—4xa0>=0, // check if roots are complex
disp (’The roots are not complex’)
return
end

re=—al /2; im=sqrt(—al~2+4%a0)/2; // real and imaginar parts of the roots

laml=re—imxi; lam2=—reHmx*i; // solution to the characteristic equation
else

// setting of roots of dfc equation

re=—.2; im=.5;
laml=—re—im+%i; lam2—re+im«%i; // solution to char. equation
al=—(lam1l+lam2); // coefficients of the dfce equation
a0=lamlxlam2; // y(t+2)+al.y(t+1)+a0.y(t)
end
y0=>5; y1=5; // initial value at times 0 and —1
nt=10; // number of steps
r=sqrt (re"2+im "~ 2); // radius of the root
th=atan (im/re); // angle of the root
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// ANALYTICAL SOLUTION (FOR TWO DIFFERENT ROOTS)

tau=1:nt; // discrete time for simulation
oo=ones (tau);

cl=y0; // constant
c2=(yl/r—y0Ox*cos(th))/sin(th); // constant

A=(r*ones(1,nt))." tau; // constant

z=A.x(clxcos (th+tau)+c2xsin (thxtau)); // analytical response

// NUMERICAL (RECURSIVE) SOLUTION

y=[y0 y1]; // initial conditions

for t=1:nt // loop of numerical computation
y(t+2)=—alxy(t+1)—a0xy(t); // numerically discretized equation

end

// RESULTS

s=2:nt+1;

plot (s,¥(s),s,2,"0")

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
legend (’num. sol.’,’anal.sol.’)

11.1.3 Diskretizace

Diferen¢ni rovnice davaji feSeni ve tvaru diskrétni funkce (posloupnosti ¢isel indexovanych dis-
krétnim Casem). Tato diskrétni veliGina je tvofena vzorky spojité odezvy, generované prislusnou
diferencidlni rovnici. Tedy na diferen¢ni rovnici lze pohlizet jako na diskretizaci diferenciélni
rovnice ve smyslu shody odezev v okamzicich vzorkovéini. Otézka zni: jak dostaneme diferencni
rovnici ktera je diskretizaci dané diferencialni rovnice. Odpovéd pro homogenni rovnice s kon-

stantnimi koeficienty 1ze nalézt v kapitole 11.9.

Poznamka:

Pro diskretizaci te také samoziejmé moZzno pouzit Laplaceovu a Z-transformaci, stejné jako pro

nalezeni feSeni téchto rovnic.
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11.2 Simulace

11.2.1 T11simCont2

Simulace regresniho modelu druhého fadu
Teorie

Simulace je uloha, pii které z modelu se zadanymi parametry generujeme data. Vyuziti simulace
je v podstaté dvoji
e generovani dat pro jiné experimenty,

e jednokrokova predikce vystupu.

Predikci Ize vyuzit napt. pro vyhodnoceni odhadu, kdy ptivodni data ze kterych jsme provadéli
odhad srovname s daty predikovanymi ze stejného modelu, ktery jsme pouzili pro simulaci, ale
s dosazenymi bodovymi odhady parametri.

Predikci 1ze provést snadno tak, ze model s odhadnutymi parametry pouzijeme jako pii simulaci,
ale s nulovym Sumem (bez Sumu). Druh4 alternativa pro predikci je pouZit model i se Sumem s
s odhadnutou smérodatnou odchylkou.

Prvni postup odpovida teorii - predikce je podminéna stiedni hodnota, druha varianta kromé
stfedni hodnoty ukazuje i neurcitost predikce.

Program
-+« je Citelny.
Piepinac wi voli typ vstupniho signalu ut. MoZzno dopsat i svaj vlastni vstupni signél.

V Casové smycce se generuje vystup yt. Simuluje se regresni model druhého fddu s absolutnim
¢lenem.

Na konci programu se ulozi data datT11 pro vyuziti v dalich dlohéch.

Doporucené pokusy

1. Zvolte svoje parametry a, b, k a s a ovéite jejich vyznam.
2. Zkuste rizné typy vstupu - parametr uz.

3. Zkuste zadat parametry modelu tak, aby vystupem byla sinusovka a dale tlumené sinu-
sovka.
Ndvod: Nastavte regresni model tak, aby predstavoval diferencni rovnici popisujici sinu-
sovku nebo tlumenou sinusovku.
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// Simulation of the second order regression model

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

// PARAMETERS OF THE SIMULATION

nd=100; // length of data

iu=1; // type of control (see below)
a=[.4 .2]; // parameters at yt

b=[1 .2 —.5]; // parameters at ut

k=0; // constant (model absolute term)
s=.1; // noise variance

yt=zeros (1,nd);

yt(1)=1; yt(2)=3; // initial conditions for output
// selection of the type of control
select iu

case 1, ut=rand(1,nd, ’norm’);
case 2, ut=omnes(1l,nd);
case 3, ut=zeros(1,nd);
case 4, ut=[ones(1,fix(nd/2)) —1xomnes(1,nd—fix (nd/2))];
otherwise
// write your own control
end

// TIME LOOP OF THE SIMULATION
for t=3:nd

// regression model

yt(t)=axyt(t—1:—1:t —=2)+bxut (t: —1:t —2)’+k+s*rand (1,1, norm’);
end

save datT11l yt ut
// RESULTS OF THE SIMULATION
subplot (211),plot (1:nd,ut), title (’Control”)

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
subplot (212),plot (1:nd,yt), title (’Output’)

11.2.2 T12simDisc

Simulace diskrétniho modelu
Teorie

Diskrétni model méa vSechny veli¢iny s koneénym pocétem hodnot. Tyto veli¢iny casto vyja-
dfuji urcité okolnosti pii kterych sledujeme modelovanou veli¢inu. Muze to byt “denni doba” s
hodnotami 1=den, 2=jitro,vecer, 3=noc. Nékteré veli¢iny mohou byt také diskretizovany, napft.
“rychlost” s hodnotami 1=normélni, 2=velka.

Diskrétni model f (y¢|yi—1,u:) je zadadn parametrem ve formé tabulky, napf.
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Uy | ye=1 ye=2

1,1 0.2 0.8
1,2 0.6 0.4
2,1 0.1 0.9
2,2 0.3 0.7

)

Cisle v fadcich tabulky jsou pravdépodobnosti - kazdy fddek mé& soucet jedna. Napf., kdyz
zvolim u; = 2 a bylo y;—1 = 1 je pravdépodobnost, ze y; = 1 rovna 0.1 a pro y; = 2 je to
doplnék, tedy 1-0.1=0.9, protoZe uZ nic jiného nemuze nastat.

Tak napiiklad parametr

U, Yp—1 | Yye =1 yp =2
1,1 0 1
1,2 1 0
2,1 0 1
2,2 1 0

vyjadfuje deterministicky systém, ktery bez ohledu na fizeni bude stale na vystupu stiidat
hodnoty 1 a 2.

Program
-+ pouziva nékteré programovaci triky:

e Piikaz r=rand(1,nd)<.3 generuje vektor = nul a jedni¢ek. Tam, kde je rand<.3 bude 1
jinak bude 0. Nula je tedy s pravdépodobnosti 0.7 a 1 s pravdépodobnosti 0.3 (podle délek
intervala .3-1 a 0-.3).

2 —r pfevadi O na 2 a1 na 1; tedy P(1) =0.3 a P(2) =0.7.
e Piikaz i=2*%(u-1)+y generuje ¢islo fadku v tabulce parametru - 1,1 — 1, 1,2 — 2
2,13, 2,24
Rizeni ut se generuje tak, ze P (ut = 1) = 0.3 a P (ut = 2) = 0.7.

Simulace se provadi v ¢asové smycce, a to tak, 7e podle hodnot ut(t) a yt (t — 1) se ur¢i poradi
fadku v tabulce parametru a podle pravdépodobnosti v tomto fadku se generuje hodnota yt (t) .

Na konci programu se ulozi data datT12 pro vyuziti v dalsich dlohéch.

Doporucené pokusy

1. Zag¢néte simulovat data s maximéalni neurcitosti (jak ve vystupu tak i ve vlivu vstupu na
vystup).

2. Ubirejte neurcitost na vystupu. Pak prejdéte na systém deterministicky.

3. Formulujte n&jakou funkci modelu a pak ji realizujte volbou parametru.
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// Simulation of discrete model

//

// (multinomial model — controlled coin with memmory)
// fCyt(e) | ut(t),ye(t=1) ), yt,ut=1,2
exec (" ScIntro.sce",—1)

// PARAMETERS OF THE SIMULATION

// model parameter

J/yt(t)=1 =2 ut(t) ye(t—1)
th= [.2 .8 /)1 1

6 .4 /)12

9 .1 /)21

3.7 /) 2 2
// E.g. if ut(t)=2 and yt(t—1)=1 then P(yt(t)=1)=.9 etc.
nd=200; // number of steps
yt=zeros (1,nd); // declaration
ut=2—(rand (1,nd, ’unif’) <.3); // control variable P(ut=1)=.3, P(ut=2)=.7
yt(1)=1; // initial condition for output

// TIME LOOP OF THE SIMULATION

for t=2:nd
i=2x(ut(t)—1)+yt(t—1); // row in the model parameter
yt(t)=2—(rand (1,1, unif’)<th(i,1)); // generation of the output
end

save datT12 yt ut

// RESULTS OF THE SIMULATION

subplot (211),plot (1:nd,ut,’g:. ")

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
title (’Input’)

set (gca(), data_bounds’,[0 nd+1 .9 2.1])
subplot (212),plot (1:nd,yt,’b:. ")
title (" Output’)

set (gca(), data_bounds’,[0 nd+1 .9 2.1])

11.2.3 T13simLogReg

Simulace logistického modelu

Teorie

Logisticky model pouzijeme pro popis diskrétniho vystupu, ktery zavisi jak na diskrétnich tak
i na spojitych veli¢inach. Zakladnim trikem logistického modelu je, Ze regresi nemodelujeme

hodnoty vystupu, ale pravdépodobnosti téchto hodnot. Pro jednoduchost uvazujeme jen hodnoty
0al.
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Model méa tvar » /
! = 7/’759 + €t,

— Dt -

1
08 1

kde pr = P(y: =1|1,0), 1 —py = P(y: =0|tr, ©) a 1,0 je linearni regrese s regresnim

’

vektorem 11/}t = [1a ’lplad}Qa e 71/)n} a parametrem e = [607617@2a e 7671] :

Funkce logit(p) = log(p/ (1 —p)) : p — logit(p) je transformaci intervalu (0, 1) na celou
redlnou osu.

Model funguje takto: regrese 1/1;@+et mé redlnou hodnotu. Ta se transformuje funkei (logit)f1 na
hodnotu z intervalu (0, 1), coZ je pravdépodobnost P (y; = 1| -- ). Je-li ¢, 0 velké, je P (y = 1| - )
velkd a bude y; = 1. A naopak.

Program
-+ je Citelny. Pouziva se funkce logit inv, ktera realizuje inverzi zminéného vzorce, ktera je
logit_inv=exp {z}/(1 + exp (2))

Na konci programu se ulozi data datT13 pro vyuZiti v dal$ich dlohéch.

Doporuéené pokusy

1. Zkuste zvolit své nezavisle proménné zl1 a x2 a parametry th - v nékterych pfipadech
muzeme dostat stale stejné yt. Co to znamena?

2. Jak dosdhneme zmény neurditosti v modelu?*®

// Simulation of discrete output depending on mixed variables

//

exec("ScIntro.sce",—1)

// PARAMETERS OF THE SIMULATION

nd=100; // number of data
th=[1 .5 —2]’; // reg. coefficients (with const. at beg.)
sd=.1; // noise std.

// SIMULATION
yt=zeros (1,nd);
xt=zeros (3 ,nd);
// time loop

for t=1:nd
xl=rand (1,1, unif’)+1; // continuous input
x2=rand (1,1, unif’) >.4; // discrete input
xt(:,t)=[1 x1 x2]7; // regression vector (with 1 at the beg.)
z = xt(:,t) «th +sd*rand(1,1,’norm’); // output of the regression
py(t)=logit inv(z); // transformation to probability
yt(t)=round (py(t)); // output in addmissible values

16Maly rozptyl umu + velké hodnoty parametrii = mal4 neuréitost, a naopak.
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end
save datT13 yt xt

// RESULTS OF THE SIMULATION

subplot (311),plot (1:nd,yt,’r.")

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
set (gca(), data_bounds’,[0 nd+1 —.1 1.1])
title (’Output’)

subplot (312),plot (1:nd,xt(2,:),’.")

title (’ Continuous input’)

subplot (313),plot (1:nd,xt(3,:),’.")

title (’Discrete input’)

11.2.4 T14simState

Simulace se stavovym modelem
Teorie

Stavovy model popisuje veli¢inu, kterou nemuizeme piimo méfit, a o které se dozvidame jen
prostifednictvim méfeného vstupu a vystupu. Model ma dvé rovnice. Prvni popisuje dynamicky
vyvoj stavu, druhé ukazuje, jak se stav projevi ve vystupu

T41 Mxy + Nug + wy,
Y = Al’t + But + V.

Simulace za¢iné z po¢ateéni hodnoty x1. V kazdém kroku spoc¢te budouci stav x4, 1 a také vystup
y¢, ktery spolu s vstupem u; nese informaci o stavu ;.

Program

-+« je velice jednoduchy.

Na konci programu se ulozi data datT14 pro vyuziti v dalsich dlohéch.

Doporucdené pokusy

1. Zkuste zvolit své parametry a pocatecni podminku.
2. Sledujte odezvy modelu bez sumu.

3. Kdy bude systém stabilni?!”

17 Je stabilni, kdy# vSechna vlastnf &isla matice M, tj. kofeny rovnice det(M —\I) = 0, jsou v absolutni hodnot&
mensi nez 1.
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// Simulation with a 2—dimensional state—space model

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

// PARAMETERS OF THE SIMULATION
nd=100; // number of data

// model parameterers x(t+1)=Mx(t)+Nu(t), y(t)=Ax(t)+Bu(t)
M=[.6 —.3

20 L 1];
N=[3 —.1]7%;
A=[.1 2];
B=1;

Rw=eye (2);
Rv=.1;

xt=zeros (2,nd);

ut=rand (1,nd, ’unif ’);

yt=zeros (1,nd);

x=zeros (2,1); // initial conditions for state

// TIME LOOP OF SIMULATION

for t=2:nd
x=Msx+Nsut (t)+sqrt (Rw)*rand (2,1, norm’);
yt (t)=Axx+Bsxut (t)+sqrt (Rv)*rand (1,1, norm’);
xt (¢, t)=x;

end

save datT14 xt yt ut MN A B

// RESULTS OF SIMULATION

subplot (211),plot (xt )

set (gef(),"position",[700 100 600 500])
title (’State variables’)

subplot (212),plot (1:nd,ut,1:nd,yt)
legend (’input ’, ’output ’)

11.3 Odhad

11.3.1 T2lestCont2
Odhad parametri regresniho modelu 2. fadu
Teorie

Regresni model ma rovnici
’
Yt = P00 + ey,

kde wt = [yt717yt727ut7ut717ut727 1]/ a 9 = [a1;a27b07b17b27k]-
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Algoritmus odhadu:
Vo pocatecni statistika,
Yo pocatetni podminka,

t=1

, /
1. ¥ = [yt %} roz§ifeny regresni vektor

2. Viy1 = Vi + ¥ piepocet informacéni matice

3. t=t+1,]jelit <ndjdinal.

V= Vi, Vyy, V. th=1inv (V) Vyy, 7= (Vy —Vyuth)/nd

Program

- sleduje uvedeny algoritmus.

Pocatecni informacni matice je V=zeros(7)+1e-8*eye(7). To je nulovd matice s nepatrnou dia-
gondlou, kterou pfidavame proto, aby matice neztratila vlastnost pozitivni definitnosti.

Touto matici vyjadiujeme tplnou pocatecni neznalost. Pokud bychom chtéli tuto zadat s vice
informaci, muzeme postupovat takto. Generujeme pocateéni data - tj, pro nékolik ndhodné
zvolenych regresnich vektori dosadime do modelu a spoc¢teme piislusné vystupy. Tato data po-
uzijeme pro konstrukci pocatecni informaéni matice podle stejného algoritmu, jako pfi vlastnim
odhadovani. Tuto pocatec¢ni simulaci mizeme provést ru¢né.

Simulovana data se oteviou z disku piikazem load datT11. Tato data byla vytvorena a uloZena
programem T11simCont2.m

Doporucené pokusy

1. Simulujte a pouzijte k odhadu data s riznym mnozstvim neurcitosti. V§imnéte si pfesnosti
odhadu.

2. Provedte odhad s rtzné velikym vybuzenim systému (velikost Sumu a Fidici veli¢iny)

3. Odhadujte pro razné typy fizeni (skok, sinusovka, skoky, Sum). Porovnejte pfesnost od-

hadu.
4. Zkuste odhadovat s rGzné velkou pocatec¢ni informaci.'®

// Estimation of 2nd order regression model (uses TI11)

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

load datT11 yt ut
nd=length (yt);

18Cim vice po¢ate¢nich dat se pouzije, tim je informace silnéjsi. Po¢ate¢ni data se mohou i opakovat.
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V=zeros (7)+1le—8eye (T7);

th=zeros (6 ,nd);

r=zeros (1,nd);

for t=3:nd
psi=[yt(t:—1:t—2) ut(t:—1:t-2) 1];
V=V+psi 'x psi;
Vy=V(1,1); Vyp=V(2:%,1); Vp=V(2:%,2:%);
th (:,t)=inv (Vp+le—8*eye (Vp))*Vyp;
r(t)=(Vy—Vyp’*inv (Vp+le—8eye (Vp))*Vyp)/t;

end

set (figure (1), position ’,[500 60 600 500])
set (gcf()," background",8)
for i=1:6
subplot (6,1,1),plot (th(i,:))
if i==1, title ('Regression coefficients ’), end
end
set (figure (2), ’ position ’,[50 60 400 200])
set (gef(),"background" ,8)
plot (r)
title (’Noise variance ’)

11.3.2 T22estDisc

Odhad parametri diskrétniho modelu
Teorie

Uvazujeme diskrétni model ve formé tabulky

Ut, Yt—1 ‘ yr=1 y =2
1,1 O Omn

1,2 O112  Og12
2,1 O121 Oz
2,2 O1122 O

Jedna se o model typu ‘Fizena koruna s paméti’. Mizeme si pfedstavit, ze mame korunu, kterou
hazime, a Ze to, co padne, zavisi jednak na tom, jak si minci polozime pii hazeni na dlai (fizeni)
a také na tom, co padlo v pfedchozim pokusu - tieba Ze na stranu, kterd minule padla dola, se
néco pfilepilo a minci rozvézilo. Pravdépodobnost toho, co padne, tedy je

f(yt|ut,yt—1)~

To znamena: jestlize zndm u; = i a y;—1 = j, bude pravdépodobnost y; = 1 rovna Oy;; a
pravdépodobnost y; = 2 bude O4;; (podle tabulky).
Z toho plyne, ze na model lze pohlizet jako na 4 koruny, kazd4 je zaddna svym regresnim

vektorem [u;, y;—1] @ ma své parametry - piislusny fadek tabulky. Odtud také plyne, Ze soucet
Gisel v kazdém radku tabulky musi bit roven jedné.
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Odhad provadime podle algoritmu:
Vg pocatedni statistika (matice 4x2) nulova nebo s pocateénimi hodnotami,
zvolime pocéatec¢ni podminku vy,

t=1

1. méme u; a Y1

2. zmérime y;

3. ur¢ime prvek statistiky s indexem y;|u, y;—1 a pFi¢teme k nému jednicku
4. t =t + 1, jestlize t < nd, jdi na 1.

Bodové odhady parametru dostaneme tak, ze kazdy fadek tabulky se statistikou délime souctem
jejich prvka (tabulku normalizujeme).

Program

-+ - je velmi jednoduchy a sleduje uvedeny algoritmus. Pouziva se vypocet poradi fadku v tabulce
podle hodnot regresniho vektoru [ug, y;—1]

i=2x(ut(t) — 1) +yt(t—1),
ktery pfifrazuje 1,1 —1,1,2 - 2,2,1 -3 a 2,2 — 4.

Simulované data se oteviou z disku prikazem load datT12. Tato data byla vytvorena a uloZzena
programem T12simDisc.m

Doporucené pokusy

1. Simulujte a pouZzijte k odhadu data s riznym mnoZstvim neurcitosti. V§imnéte si pfesnosti
odhadu.

2. Provedte odhad s rtzné velikym vybuzenim systému (velikost Sumu a Fidici veli¢iny)

3. Zkuste odhadovat s rizné velkou po¢ateéni informaci.™?

// Estimation of discrete model (uses T12)

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

load datT12 yt ut
nd=length (yt);

V=zeros (4,2);
th=zeros (4 ,nd);
for t=2:nd

19Cim vice po¢ate¢nich dat se pouzije, tim je informace silnéjsi. Po¢ate¢ni data se mohou i opakovat.
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i=2x%(ut(t)—1)+yt(t—1);

j=yt(t);

V(i,j)=V(i,j)+1;

thp =V./(sum(V,2)*ones (1,2));
( 7t’): hp( ; )7

end

set (figure (1), ’ position’,[500 60 600 500])
set (gcf(),"background" ,8)
for i=1:4
subplot (4,1,1),plot (th(i,:))
set (gca (), data_bounds’,[0 nd —.1 1.1])
if i==1, title (’Model coefficients ’), end
end

11.3.3 T23LogRegM

Odhad parametri logistické regrese

Teorie

funkce. Neni az tak velky problém napsat vzorec pro vérohodnostni funkci pro nameérena data
(prubézny piepocet statistik jako v piipadé regresniho a diskrétniho modelu tady neni mozny).
Dokonce Ize i analyticky spocitat gradient a Hessian vérohodnostni funkce coz umozni pouzit
jednoduchou Newtonovu metodu optimalizace. I program pro Newtonovu metodu je jednoduchy,
ale dohromady je toho zkratka dost. Proto pouZijeme existujicich funkei Matlabu, které tlohu
odhadu logistické regrese fesi.

Jsou to funkce:

e [p,dev,stats] = mnrfit(xt,yt); kterd poc¢ita odhad regresnich koeficienti p

— p je odhad regresnich koeficient
— xt a yt jsou data ve sloupcich (Cas b&zi po fadcich); xt je bez jednicky na zafatku.
— zbytek: help mnrfit

e py = mnrval(p,xt); kterd pocita pravdépodobnosti hodnot vystupu pii zadanych paramet-
rech p a regresnich vektorech xt

py jsou pravdépodobnosti hodnot vystupu

p jsou odhadnuté parametry

at jsou regresni vektory (bez jednicky na zaatku)

dalgi: help mnrval
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Program

.-+ je v podstaté tvoren volanim zminénych procedur.

Simulované data se oteviou z disku pfikazem load datT13. Tato data byla vytvorena a ulozena
programem T13simLogReg.m

Doporucené pokusy

1. Odhadujte pii rizné neurcitosti dat.2’ Porovnejte vysledky podle chyby piedpovédi.

2. Simulujte ¢isté diskrétni data a odhadnéte je (i) pomoci diskrétniho modelu (ii) pomoci
logistické regrese. Jaky je v tom vyznamovy rozdil??!

// Logistic regression and its verification (uses T13)

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

load datT13 yt xt

nd=length (yt); // length of data

// ESTIMATION and PREDICTION

xt=xt (2:3,:) 7 // regression vectors (without 1)
yt=yt ’; // output (must start from 1)

[py, yp, yr, b]=IrEst ([],yt,xt);

// RESULTS

plot (1:nd,yt, ’bo’ ,1:nd,yp, rx’,1:nd,round(yp),’g+")
set (gcf()," position",[700 100 600 500])

legend (’output’, ’prob.predic’,’ ’rounded pred’)

title (’Logistic regression ’)

set (gca(), data_bounds’,[0 nd+1 —.1 1.1])

11.4 Priedpovéd
11.4.1 T31preCont2
Pfedpovéd s regresnim modelem 2. fadu

Teorie

Ukolem je piedpovidat vystup soustavy np krokiu dopiedu na zakladé odhadnutého regresniho
modelu 2. fadu, tj.

Y¢ = a1Y¢—1 + a2ye—2 + bots + bius—1 +bous_o + k + e

200 neurcitosti pii simulaci se mluvilo u simulace. Neuréitost odhadu je vyjadfena velikosti odhadnutych
regresnich koeficientii. Cim jsou hodnoty koeficientt v&tsi, tim méné neuréitosti bylo v datech.

21Diskrétni model odhaduje pravdépodobnosti viech stavii systému (stavi ve smyslu raznych konfiguraci roz-
gifeného regresniho vektoru). Logistickd regrese dé&la nejdiive ur¢ity druh klasifikace a pak odhaduje na t¥idach
této klasifikace. Logistickd regrese nevede na tak velké dimenze jako diskrétni model. Pozn. Vse je dosti volné
feceno.
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Konstruujeme bodovy odhad vystupu s modelem s dosazenymi bodovymi odhady parametri.
Prakticky to znamend, Ze dosazujeme do modelu s odhadnutymi hodnotami parametri a bez
Sumu a pocitame vystup. Pokud mame data (na zafatku predpovédi) dosazujeme tato data.
Kde (pozdgji) data chybi, dosazujeme bodové predpovédi z minulych kroki.

Program

vvvvvv

Simulace a akumulace informace pro odhad se provadi v prvém cyklu. Po jeho skonceni se
pocitaji bodové odhady parametrii.

Dalgi cyklus pocita np-krokovou predpovéd vystupu. Vnéjsi cyklus bézi v ¢ase. Pro kazdé t se

e sestavi vektor dat yi, kterd jsou v tomto Gase k dispozici (tedy do Casu ¢ — 1),
e na zaklade¢ tdchto dat se provede predpovéd §; a zafadi se do vektoru yi,
e dale se pfedpovida pro Casy ¢ = t+ 1,t +2,--- ,t + mp — 1; pFitom se pouZzivaji data /

predpovédi z vektoru yi.

Na zavér programu se srovnavaji predpovédi se skutecnymi daty.

Doporucené pokusy

1. Ménte neurcitost simulovanych dat a porovnejte piesnost piredpovédi.
2. Srovnejte vysledky predpovédi na 1, 3, 5 a 10 kroki.

3. Ovéfeni predpovédi na stejnych datech, kterd byla pouzita pro odhad neni Gplné fér.
Upravte program tak, aby se odhadovalo a pfedpovidalo na riznych mnozinach dat.

4. Zkuste upravit program tak, aby se pribézné odhadovalo i pfedpovidalo. Ve stavajici verzi
programu se nejdiive odhaduje a kone¢né vysledky odhadu se pouZiji pro predpovéd.

// Prediction with 2nd order regression model

//

exec (" Sclntro.sce",—1)
function z=psi(t,y,u), z=[y(t—-1:=1:t—2) u(t:—1:t—2) 1]; endfunction
// zajAmavAS kt = sin (0:pi/2) a sin (0:pi/4)

nd=200; // number of data (both estim. and predic.
np—3; // number of steps pfor prediction
a=[.4 .2]; // parameters at yt
b=.1x[1 .2 —.5]; // parameters at ut
k=0; // constant (model absolute term)
select 2 // set 0 for kt not used
case 1 then
kt=2+sin(%pi*(1l:nd)/nd); // time varying model constant :D

case 2 then
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kt=sign (100« sin (5x%pi*(1l:nd)/nd));
else kt=zeros(1,nd); end
s=.01; // noise variance
ths=[a b k]’; // parameters in omne vector
yt=zeros (1,nd);
ut=rand (1,nd, 'norm’);

// SIMULATION + ESTIMATION

V=1le—8«eye (7); // initial statistics

for t=3:nd,
yt(t)=psi(t,yt,ut)«ths+kt(t)+s*rand(1,1,’norm’); // simulation
Psi=[yt(t) psi(t,yt,ut)]’; // extended regression vector
V=V+PsixPsi’; // update of statistics

end

Vy=V(1,1); Vyp=vV(2:$,1); Vp=V(2:$,2:8); // partitioning of statistics

th=inv (Vp)*Vyp; // point estimates of reg.

r=(Vy—Vyp’*inv (Vp)*Vyp)/nd; // noise variance

printf (’\nEstimated parameters\n’)
printf(’(variance nad reg. coefficients)\n’)
disp (th,r)

// MULTISTEP PREDICTION
for t=3:(nd—np-+1)

yi=yt (1:t—1); // older data (at time t)

for j=0:(np-1)

yi(t+j)=psi(t+j,yi,ut)*xth; // prediction on interval 1l:np

end

yp (t4np—1)=yi(t4+np—1); // works on predictions (not data)
end

// RESULTS

plot (1:nd,yt,1:nd,yp,’r:.’, markersize ’,5)
set (gef(),"position",[700 100 600 500])
legend (’output’,’prediction ’)

)

// Remark 1

// It is possible to transfer this m-file to

// current estimation. It is necessary to store current
// estimates and to use them later.

// Remark 2

// The troubles with prediction can be demonstrated
// using intensities with daily courses as predicted data
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11.4.2 T32preDisc

Predpovéd s diskrétnim modelem
Teorie

Budeme predpovidat vystup soustavy np krokt dopfedu na zékladé odhadnutého diskrétniho
modelu ve formé tabulky

Yo1 |y =1 y =2
1 O11 O2p1
2 O1)2 O2)2

kde za neznamy parametr © dosadime jeho bodovy odhad e, ktery ziskame predem odhadem z
dat.

Budeme uvazovat nefizeny model (bez u;) a prvniho fadu. V tomto pfipadé lze pouzit bé&znou
maticovou symboliku a cely algoritmus vicekrokové prfedpovédi je velice jednoduchy. np-krokovou
piedpovéd dostaneme tak, Ze pocateéni podminku (y;—1) nasobime np-tou mocninou matice,
ktera se rovna transponované tabulce predstavujici parametr modelu.

Program

- opét obsahuje nékolik uloh:

Prvni cyklus generuje data a ihned také pfepocitava odhadovou statistiku. Po ukonceni cyklu
se ze statistiky pocitaji bodové odhady parametru. Pro simulace se pouZziva predpis

yt(t)=(rand<th(yt(t-1),1))+1;

ve kterém se podle hodnoty minulého vystupu y;_1 vybere fadek tabulky parametru a pfikazem
rand<p se vyrobi 1 pro rand < p a 0 pro rand > p. Protoze interval (0, p) ma délku p, bude
P(0)=pa P(1l) =1— p. Pfi¢tena jednicka prevede 0,1 — 1,2. Pfepocet statistiky se provadi
tak, Ze k prvku statistiky s indexem y;|y;—1 se p¥i¢te jednicka.

Druhy cyklus provadi v kazdém case ¢ piedpovéd np kroki dopfedu. Pocéateéni podminka je
f (y¢—1) pravdépodobnostni funkce pro y;_1. Proy;_1 = 1 je f (y;—2) = [1, 0]’ (tedy P (1) =1a
P(2)=0), proy;_1 =2 je f (y:—2) = [0, 1] . Pato potateéni podminka se nasobi matici ©™ a
dostaneme pravdépodobnostni funkei f (yi4np—1|yi—1) . Bodovy odhad uréime jako tu hodnotu
vystupu, kterd ma vétsi pravdépodobnost.

Na zavér programu se srovnavaji pfedpovédi se skutecnymi daty.

Doporucené pokusy

1. Ménte neurcitost simulovanych dat a porovnejte presnost predpovédi.
2. Srovnejte vysledky piedpovédi na 1, 3, 5 a 10 krokd.

3. Upravte program tak, aby se odhadovalo a pifedpovidalo na riznych mnozinach dat.
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4. Zkuste upravit program tak, aby se pribézné odhadovalo i pfedpovidalo.

// Prediction with discrete model
exec (" ScIntro.sce",—1)

// TASK PARAMETERS
nd=100; // number of data
np=1; // length of prediction
//  np=1 means prediction t—1 —> ¢
// model parameter

//yt(t)=1 =2 yt(t—1)
th= [.2 .8 /) 1
6 .4]; /2

// SIMULATION + ESTIMATION
yt=zeros (1,nd);

yt(1)=2; // initial output

V=1le—8xeye (2,2); // initial statistics

// loop for simulation

for t=2:nd
yt(t)=(rand (1,1, unif’)<th(yt(t—-1),1))+1; // output generation
V(iyt(t—1),yt(t))=V(yt(t—1),yt(t))+1; // statistics recomputation

end

th=V./(sum(V,2)*ones (1,2)); // point estimates of model parameter

// PREDICTION
yp=ones (1,nd);
for t=2:nd—np

if yt(t—1)==1, y0=[1 0]7; // prob. of output at time t
else y0=[0 1]’; end
py=th " npxy0; // prob. of predicted output
[xxx yp(t+np)]=max(py,’'r’); // point estimate of output
end
// RESULTS

plot (1:nd,yt,’x’,1:nd,yp, ’ro’)
set (gef(),"position",[700 100 600 500])
title (’Prediction with discrete model”)
legend (’output’,’ prediction ’)
set (gca(), ’data_bounds’,[1 nd .9 2.1])
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11.4.3 T34statEstKF

Odhad stavu (Kalmaniv filtr)

Teorie

Odhad stavu je uloha, pii které odhadujeme neméfenou veli¢inu x; z méfenych dat - vstupu wu
a vystupu y;. Linearni stavovy model je

Ti41 = M’th+NUt+’U}t
Y = Amt—|—But+vt

kde stav x; je sloupcovy vektor, y;, u; uvazujeme skalarni, M, N, A, B jsou matice zndmych
parametri odpovidajicich rozméru. Sumy wy a vy uvazujeme jako normélni s nulovou stedni
hodnotou a kovarian¢ni matici (rozptylem) R, a R,. Odhad se provadi jako rekurze pro stfedni
hodnoty a kovarian¢ni matice rozdéleni.

Odhad stavu probiha ve dvou stupnich:

e zmé&ii se nova data a provede se prepocet minulého odhadu stavu podle chyby predikce, tj.
podle rozdilu mezi pfedpovézenym vystupem z modelu a vystupem naméfenym - filtrace

e filtrovany odhad stavu se predpovida do budouciho ¢asu (uz bez nové mérené informace)
podle modelu - predikce.

Tak dochéazi k prepoctum
Zyjpo1 = Type = Doy

kde stiiska znaci odhad, prvni index oznacuje ¢as kam odhad patii, druhy index oznacuje cas,
do kterého byla zahrnuta méfena data.

Program

- obsahuje vlastné jen volani procedury Kalman, ktera provadi vlastni rekurzivni odhad stavu

e [x,Rx,yp(t)]=Kalman(x,yt(t),ut(t),M,N,A,B,Rw,Rv,Rx); popis procedury Kalman je ve vlast-
nim programu.

— x je stav (je to vstup - vystupni veli¢ina, dochézi k pfepoctu)

Rz je kovarian¢ni matice odhadu stavu (rovnéZ se piepocita)

yp je predikce vystupu

yt, ut jsou data
— M, N, A, B jsou matice stavového modelu
— Rw je kovarianéni matice Sumu w;

— Rwv je rozptyl Sumu vy
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Kovarianéni matice je tfeba na zacatku odhadu zadat.

Matici Rx zadame jako diagonalni, s dosti velkymi ¢isly na diagonéle. Tato matice vyjadiuje
nasi neduavéru k pocatecnimu odhadu stavu. Cim jsou &isla na diagonale vétsi, tim je vétsi nase
neduveéra.

Matice Rw a ¢islo Rv zadavame podle apriorni znalosti dat. Z modelu je
Wy = Tg41 — M.Tt — Nut a Uy = Yt — Al‘t — But.

Odtud se snazime ziskat odhady Rw a Rv. Na jejich dobrém odhadu dosti zavisi cely proces
odhadu stavu. Toto misto je ¢asto pro odhad kritické.

Na zavér programu se srovnava odhad stavu se stavem simulovanym.

Doporucené pokusy

1. Testujte zavislost pribézného odhadu stavu na volbé jeho pocate¢ni hodnoty.
2. Testujte kvalitu odhadu stavu v zavislosti na volbé Rz.

3. Testujte kvalitu odhadu stavu v zéavislosti na volbé Rw a Rwv.

// State estimation (Kalman filter) — uses T14

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

load datT14 xt yt ut MN A B

nd=length (yt); // number of data

// TASK PARAMETERS

Rw=1xeye (2,2); // state noise covariance
Rv=.1; // output noise vovariance
Rx=1000xeye (2,2); // estimated state covariance

// ESTIMATION

yp—zeros (1,nd);

xp=zeros (2,nd);

x=zeros (2,1); // initial state

// loop for state estimation

for t=2:nd
[x,xf ,Rx,yp(t)]=Kalman(x,yt(t),ut(t),M,N,A,B,Rw,Rv,Rx);
xp (: , t)=xt;

end

// RESULTS

subplot (311),plot (1:nd,xt(1,:),1:nd,xp(1,:))
set (gef(),"position",[700 100 600 500])
title (’First state entry’)

legend (’'state’,’estimate ’)

subplot (312),plot (1:nd,xt(2,:),1:nd,xp(2,:))
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title (’Second state entry’)

legend (’state ’,’estimate ’)

subplot (313),plot (1:nd,yt(1,:),1:nd,yp(1,:))
title (’Output’)

legend (’output’,’estimate ’)

11.5 Klasifikace

11.5.1 T41classMix

Odhad modelu smési komponent, klasifikace
Teorie

Predpoklddame, ze data jsou generovana z kone¢ného poctu riznych zdroji, z nichz kazdy ma
svij samostatny model - komponentu. Vysledny model (model smési komponent) je konvexni
kombinaci téchto komponent??. Pii odhadu smésového modelu se uréuji parametry komponent
a jejich vahy. Pro odhad parametri komponent je tfeba prubézné odhadovat tzv. ukazovétko.
To je ndhodny proces, ktery v kazdém cCase ukazuje na komponentu, kterd je pravé aktivni, tj. k
niz patii generovana data. Toto ukazovatko ti¥idi piichézejici data do jednotlivych komponent,

tj. provadi klasifikaci dat. Predikce ze smésového modelu a klasifikace dat jsou dvé nejdulezitéjsi
tlohy, které lze s modelem smési realizovat.

Odhad modelu smési komponent je po teoretické strance dosti slozitd tloha, kterd vyzaduje
aproximaci. Tento model nedava rekurzivni odhad s reprodukujicim se Bayesovym vzorcem.
Abychom tuto tlohu pokud mozZno zjednodusili, pfijmeme nésledujici pfedpoklady:

1. Uvazujeme aproximaci, kterd viibec dovoli dlohu realizovat. Ta spo¢iva v tom, ze ukazo-
vatko ve tvaru Kroneckerovy delta funkce (§ (¢,c;) = 1 pro ¢ = ¢ a jinak je nula - tedy
jednickou ukazuje na pravé akticni komponentu ¢;) nahradime jeho stfedni hodnotou, tj.

Slee) — El(ee)|dm] =3 8(ce) f (ald®) =

= [P (ct = 1‘d(t)) ) P(Ct = 2|d(t)) s P (Ct = nc|d(t))]/

Tedy pripoustime, Ze neexistuje jen jedna aktivni komponenta, ale aktivitu piebiraji

v8echny komponenty, kazd4 se svou aktualni pravdépodobnosti P (¢; = ¢|d (t)), ¢=1,2,---

2. Komponenty budeme ptedpokladat statické - tj., v datovém prostoru maji pevné stiedy
(centra) a data se kumuluji (klastruji) kolem nich. V dvourozmé&rném piikladu je datovy
prostor rovina a klastry jsou shluky dat kolem pevnych bodu.

3. Pro vypocet datové piredpovédi, podle které se urcuji pravdépodobnosti aktivity jednotli-
vych komponent, pouZzijeme jako odhad parametri komponenty misto aposteriorni hp (jak
nakazuje bayesovstvi) jen jejich bodové odhady. Pravd&podobnosti aktuality komponent
pak ziskdame tak, ze zméfeny datovy vzorek dosadime do vSech komponent s dosazenymi
bodovymi odhady parametrii a ziskany vektor hodnot znormalizujeme na soucet jedna.
Tento postup je nazorny, jednoduchy a chyba, které se dopustime tim, Ze nepouzijeme
celou aposteriorni hp neni velka.

22Konvexni kombinace mé za vahy pravdépodobnosti. Ty jsou neziporné a v souétu daji jednicku.
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Postup odhadu je pak nasledujici:

Uréime pocet komponent a jejich poc¢ateéni umisténi (stfedni hodnoty komponent) a sitku (ko-
varian¢ni matice komponent). Uréime pocatecni odhad pravdépodobnosti se kterymi jsou kom-
ponenty aktivovany - to je a.

1. Zméfime nové data.
. Uréime datové predpovédi pro viechny komponenty.

. Ur¢ime pravdépodobnosti komponent « (normalizace statistiky)

. Aktualizujeme statistiky parametru (data vazime pomoci w;)

2
3
4. 7 datovych predikci a pravdépodobnosti komponent uré¢ime aktuélni vahy komponent w;.
5
6. Aktualizujeme statistiku pro odhad « (op&t s vahami w;)

7

. Konec? ne - jdeme na 1.

Program

- mé& nékolik ¢asti.
Nejdiive se simuluji data. Podle zadanych pravdépodobnosti se vybere aktivni komponenta a z

ni se generuji data.

V dalsi ¢asti programu se provadi odhad, kombinovany s klasifikaci tak, jak jsme uvedli v mi-
nulém odstavci. Nejprve probiha inicializace odhadu (pocéatecni statistiky). Volbou parametru
ini Ize vybrat jednu z pfedvolenych variant. Prvni je trochu nefér, protoze stavi na skutec¢nych
centrech komponent, druha se opiré jen o poc¢atecni data. Vyznam dobrého pocateéniho odhadu
center je velmi dilezity.

Dale se realizuje vySe popsany algoritmus. Funkce Gauss2 pocita hodnotu gaussovského dvou-
rozmérného modelu po dosazeni dat. Vzhledem k numerice, funkce pocité logaritmus hodnot
jednotlivych komponent. Vektor téchto hodnot se pak predbézné normuje aby maximélni hod-
nota byla nula. Pak se prvky vektoru “exponencializuji’ a znovu se provadi normalizace na
jednotkovy soucet. Pfedbézna normalizace pfevede hodnoty na “rozumnd” ¢isla, ze kterych je
moZno pocitat exponencialu.

Funkce v2th2 pocita bodové odhady parametra komponent.
Na konci se prezentuji vysledky:
e Graf 1 ukazuje vyvoj odhadu regresnich koeficient - krouzky jsou skuteéné polohy center,
body vyznacuji postupné upiesiiovani odhadii.

e Graf 2 zobrazuje

— pribéh vah w; béhem odhadu - pravdépodobnosti preskakuji z jedné komponenty na
druhou,

— aktuélni pravdépodobnosti aktivity komponent (ze sou¢asnych dat),

— pravdépodobnosti aktivity jednotlivych komponent (z minulych dat),

e Graf 3 ukazuje simulované datové klastry, pouzité pro odhad.
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Doporucené pokusy

1. Testujte schopnosti klasifikace pro rizné datové vzorky (rtizné tvary klastri a jejich vza-
jemné vzdalenosti).

2. Testujte, jak daleko od skutec¢nych center komponent mohou lezet poc¢étec¢ni centra tak,
aby odhad jesté probéhl aspésné.

3. Simulujte negaussovské klastry a zhodnotte vysledky klasifikace.

4. Pokuste se navrhnout novy, lepsi zptisob inicializace odhadového algoritmu.

// Mixture model estimation and classification

//

exec("ScIntro.sce",—1)

nd=200; // number of data for estimation
ni=10; // number of data for initialization
ini=1; // type of initialization (see row 32)
sca=3; // scattering of the data centre
sd=.4;

fi =.995; // forgetting (of older data in estimation)
thS (1) . m=|-1 —1J;

thS (2) . m=[2 -2];

thS (3).m=[1 3]; // simulated centres

thS(1).s=sd*[1 1;0 1];

thS (2).s=sd«[2 —1;0 1];

thS (3).s=sdx[1 1;0 3]; // simulated st.deviations

alS=[.3 .5 .2]; // simulated comp. weights

// SIMULATION
c=zeros (1,nd);
yt=zeros (2,nd);
for t=1:(nd+ni)
c(t)=sum(rand (1,1, unif’)>cumsum(alS))+1; // selection of component
yt (:,t)=thS(c(t)) . m’+thS(c(t)).s*rand (2,1, ’norm’); // output generation
end
yi=yt (:,(nd+ )nd+n1) // data for initialization
mi=mean(yi,’c’); // cemter of initial data

// ESTIATION

// initialization

fc=zeros (3,1);

Lp=zeros (3,1);

ga=ones (3,1);

t (1).V=1le—8xeye (3);

t (2).V=1le—8xeye (3);

st (3).V=1le—8xeye (3); // initial component statistics

for t=1:ni // initial centres and corresponding statistics
for i=1:3;
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select ini

case 1, cent=thS(i).m’; // real component centres
case 2, cent=mi; // centre of initial data
end
d=[cent;1]+[scaxrand (2,1, ’norm’);0]; // initial reg. vetor
st (1).V=_fixst(1).V+dxd’; // accumulation of initial statistics
end
end
for i=1:3
[tp cp]=v2th2(st(i).V,ni); // initial stat. —> initial parameters
thE(i).mtp ’; // initial regression coefficients
thE(i).cv=cp/100; // initial covariances (better slim)
end
// approximative estimation
for t=1:nd
for i=1:3

[xxx Lp(i,1)]=Gauss2(yt(:,t),thE(i).m,thE(i).cv); // weights from
// components (from numerical reasons, logarithm are computed)
end

Lpn=Lp-max(Lp); // mormalization to reasonable values
p=exp (Lpn); // taking exponentials from logarithms
if sum(abs(p))<le—8

p=omnes (3,1); // if all p are zero, take uniform
end
Wp—p.*ga; // weight w is proportional to f(y|c)*f(c)
w=wp/sum (wp) ; // mnormalization to sum=1
// update of statistics for the pointer
ga=ga-tw;
// update of statistics for the components
for i=1:3

d=[yt (:,t):1];

st (1).V=st(i).VHw(i)*dxd’; // update

[thE(i).m thE(i).cv]=v2th2(st(i).V,t); // point estimates
end
// storing current results

fmt (:,t)=p/sum(p); /] f(y]c)

fet (:,t)=ga/sum(ga,’r’); // f(c)

wt(:,t)=w; // weight w

fyt (t)=[1 2 3]xw; // output prediction

thl(:,t)=thE(1).m’; // 1lst component centre

th2 (:,t)=thE(2).m’; // 2nd component centre

th3 (:,t)=thE(3).m’; // 3rd component centre
end

// evolution of the component centres

set (figure (1), ’ position ’,[600 60 600 600])
set (gcf(),"background" ,8)

plot (th1(1,:),th1(2,:),’r.:")

plot (th2(1,:),th2(2,:),’b.:")
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plot (th3(1,:),th3(2,:),’g.:")

plot (thE(1).m(1), thE(l) ( ),’r ,’markersize’,12,’linewidth’,3)
plot (thE (2).m(1) ,thE(2).m(2), ’bo "markersize ’,12,’ linewidth ’ | 3)
plot (thE (3).m(1) ,thE(3).m(2),’go’, markersize’,12,’linewidth ’,3)

title (’Evolution of component centres’)
set (gca (), ’data_bounds’,[—2 4 —4 4])

// probabilities in time

if 0 // zatim blbne na subplot(312)

set (figure (2),’ position ’,[80 30 500 600])

set (gcf(),"background",8)

s=1:nd;

subplot (311)

plot (s,wt(:,s),’.:”)

title (" Weights wt=f (mt)*f(ct)’)

set (gca(), data_bounds’,[min(s)—1 max(s)+1 —.1 1.1])
subplot (312)

plot (s, fyt(s) ", . ")

title (’Probability f(yt)’)

set (gca(),’data_bounds’ ,[min(s)—1 max(s)+1 1.1 3.1])
subplot (313)

plot (s, fct (:,s)")

title (’Probability f(alpha)’)

set (gca(),’data_bounds’ ,[min(s)—1 max(s)+1 —.1 1.1])
legend (’C17,7°C27,°C37);

end

// data clusters

set (figure (3), position ’,[1030 350 300 300])
set (gef(),"background" ,8)

plot (yt(1,1:nd),yt(2,1:nd),’.”)

title (’Data’)

11.6 Rizeni

11.6.1 T51ctrlCont

Rizeni se spojitym modelem
Teorie

Dynamické programovani je pomérné slozita zalezitost. Proto budeme uvazovat jen model prv-
niho f¥4du a nejjednodussi kvadratické kriterium s penaliza¢ni funkei y? + \u?. Jedn4 se v pod-
staté o postupnou minimalizaci kriteria na celém intervalu fizeni. Abychom dostali kauzalni
regulator, musime minimalizaci provadét od konce intervalu proti sméru ¢asu. V kazdém kroku
provedeme nejdiive stiedovani pires neznamy vystup a vysledek, ktery je funkci u; a minulych
dat, pak minimalizujeme podle u;. Tim dostaneme pfedpis pro optimadlni fizeni. Jsme ale nékde
uvniti intervalu fizeni a tak neméme k dispozici veli¢iny, které se maji do fidiciho pfedpisu
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dosadit. Musim proto jen schovavat predpisy fizeni, az dojdeme na zacatek intervalu. Tady uz
data mame a muzeme zacit vlastni Fizeni (aplikaci fidictho zékona). Jsme v ¢ase t. Do Fizeni
dosadime data(t — 1) a dostaneme u;. To aplikujeme a zméfime y,. Tim mame data(t) spocteme
ut+1 aplikujeme a zméfime y;y1. A tak dale az na konec horizontu.

Program
- nejdiive provede simulaci s nulovym fizenim. Tim dostaneme nefizeny vystup pro porovnani
s Fizenym.

Déle se provadi vypocet fidiciho zédkona, ktery je zde reprezentovan koeficientem S;. Vypocet
bézi proti sméru ¢asu.

Nakonec se provadi stejna simulace, jako na zacatku, ale s optimélnim fizenim, podle spo¢teného
tidiciho predpisu. Rizeni ma tvar
ur = —Styt—1

Jeho tvar je dan tvarem pouZitého modelu (tedy modelu 1. Fadu y; = a1yi—1 + bous + €4)-

Podle pouzitého kriteria fidime vystup na nulu. Pfitom nechceme pfili§ velké fidici zasahy, proto
je trochu penalizovan i vstup. Penalizace vstupu by ale neméla piilis kazit vlastni fizeni.

Vysledny graf ukazuje nefizeny vystup, k nému pro srovnani fizeny vystup a také tizeni, které
bylo pouzito.

Doporucené pokusy

1. Zkuste fizeni s ruznou velikosti penalizace tidici veli¢iny. Urcete nalézt nejlepsi hodnotu
penalizace, kterd da rozumnou ¥idici veli¢inu a pfitom p¥ili§ nepokazi vlastni fizeni.

2. Zkuste ménit simulovanou soustavu a sledujte vysledky fizeni.

3. Zkuste fidit nestabilni soustavu - napf¥. s koeficientem a; = 1.1.

// Dynamic programming for the first order rgression model

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

al=.8; b0=1; // regression coefficients

se=.01; // model noise standard deviation
y0=5; // initial condition for output
la=.1; // penalization of control variable
nd=30; // length of control horizon

// SIMULATION
y=zeros (1,nd); y(1)=y0;
for t=2:nd
u(t)=0; // no control
y(t)=alxy(t—1)+bOxu(t)+sexrand (1,1, ’norm’); // without control
end

101



// CONTROL OPTIMIZATION

R=0; // initial condition for Bellman function
for t=nd:—1:2 // runs against the time
L=la/(1+R);
S(t).ent=alxb0/(b0"2+L); // coefficient at u
R=Lxal~2/(b0~2+L); // partial reminder
end

// CONTROL APPLICATION

yr=zeros (1,nd); yr(1l)=y0; // initial condition for output
ur—zeros (1,nd);
for t=2:nd

ur(t)=—S(t).ent*xyr(t—1); // optimal control

yr(t)=alsxyr(t—1)+b0*ur(t)+sexrand(1,1,’norm’); // with opt. control
end

// RESULTS

plot (1:nd,y,’b.:’ ,1:nd,yr,’r.:’,1:nd,ur,’g.: ")

set (gef(),"position",[700 100 600 500])

title (’Control to zero — dynamic programming, 1st order model’)
legend (’y — without control’,’yr — with control’,’ur — control’)

11.6.2 T52ctrlDisc
Rizeni s diskrétnim modelem
Teorie

Pro konstrukci tizeni s diskrétnim modelem plati obecné stejnd Bellmanova rovnice jako pro
spojity piipad. Je to
g = B [w+ @lalus,d (¢ — 1)] (11.1)

©; = min gy, (11.2)
Ut
Pocité se od konce intervalu Fizeni, tedy od ¢asu ¢ = N, s pocatecni podminkou ¢y, ; = 0.V

diskrétnim p¥ipadé se ale pocita s tabulkami

[ue, yeoa] [ye=1 3 =2

1, 1 X X
1, 2 X X ,
2,1 X X
2, 2 X X

)

kde misto x stoji: penalizace, parametry modelu nebo prvky Bellmanovy funkce.
Penalizace: tvoii tabulku, jejiz prvky penalizuji jednotlivé stavy y:|us, yr—1.
Model: je zadan tabulkou parametrii.

Bellmanova funkce ¢ : zavisi jen na y;_1 - bude to fadkovy vektor s dvéma prvky.

Soucet ve stiedni hodnoté (11.1): matice penalizaci + matice 4x2 jejiz fadky tvoii ¢;, , které
zavisi jen na y; (rozmyslet).
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Program

- zafind zaddnim tabulky parametri modelu a obdobné tabulky s penalizacemi.

V prvém cyklu programu se provadi optimalizace. Prvni krok je stfedovani v (11.1). Matici pe-
nalizaci nasobime tabulkou modelu (prvek po prvku) a ve vysledku se¢teme sloupce. Dostaneme
jeden sloupec, ktery méame minimalizovat pfes u;. Struktura sloupce je

[Ut, yt—l] ‘ E |]

)
7

)

[.
a
b
c
d

N N = =
N —= DN =

)

Jestlize hodnota minulého vystupu je y;—1 = 1 pak volime mezi prvky a a c. Prvek a zvolime
vybérem u; = 1, prvek ¢ volbou u; = 2. Pro ptipad, Ze y; = 2 rozhodujeme podobné mezi prvky
b a d. Volime podle toho, ktery z dvojice prvki a, ¢ nebo b, d je mensi. Protoze ale v okamziku
této optimalizace nevime, jaké bude y;_1, musime si jen zapamatovat obé volby - to je ten Fidici
zékon, podle kterého budeme pozdéji volit fizeni. Tento Fidici zdkon schovavame v proménné
us.

V dalsim cyklu se pak jiz jen dosazuje do schovaného fidiciho zadkona us a vypoctené fizeni se
aplikuje.

Jako vysledek se zobrazuji hodnoty vstupu a vystupu.

Doporucené pokusy

1. Zkuste volit razné modely pro simulaci. Jestlize jsou prvky blizké 0 a 1, je model skoro
deterministicky (mél by dobfe poslouchat Fizeni). Hodnoty blizké 0.5 definuji model s
velkym obsahem neurcitosti.

2. Volte ruzna kriteria fizeni (rozhodnéte se, jaké cile cheete sledovat, realizujte je pomoci
penalizaci a pak sledujte, jak se cile plni)??. Cile kombinujte s riznym zadanim pocatecni
hodnoty vystupu.

// Control with disctrete dynamic model

// fp = omega + fs (penalty function, old criterion)
/]t E[fp|d(t)] — expectation over y(t+1)

// fs = min f => wu(t+1) — optimal u

exec (" ScIntro.sce",—1)

// VARIABLES TO BE SET

nh=30; // length of control interval
y0=1; // initial condition for output
/]y 1 2 u yl = criterion

om=[1 2 // 11

23Cile mohou byt napf.: at je vystup stejny jako vstup nebo at se vystup pokud moZ?no neméni.
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// computed variables and initializations
// us=zeros(nh,2);
fs=zeros (1,2);

// CONTROL TAW COMPUTATION
for t=nh:-1:1

fp—om+tones (4,1)x*fs; // penalty + reminder from last
// expectation
f=sum ((fp.*xth),’c’); // expectation over y
// minimization
if f(1)<f(3), // for y(t—1)=1
us(t,1)=1; fs(1)=1(1); // optimal control, minimum of
else
us(t,1)=2; fs(1)=1f(3); // optimal control, minimum of
end
if f(2)<f(4), // for y(t—1)=2
us (t,2)=1; fs(2)=1(2); // optimal control, minimum of
else
us (t,2)=2; fs(2)=1(4); // optimal control, minimum of
end
end
J=fs (y0); // final value of criterion
// CONTROL APPLICATION
y(1)=y0;
for t=1:nh
u(t+1l)=us(t,y(t)); // optimal control
y(t+1)=dsim (u(t+1),y(t),th); // simulation
end
// RESULTS

plot (1:nh+1,y,’ro’ ;1:nh+1,u,’g+’)

set (gecf(),"position",[700 100 600 500])
legend (’output’, ’input ’)

set (gca (), data_bounds’,[.8 nh+.2, .8 2.2])
title (’Optimal control with discrete model”)

printf (’\n Minimal value of the criterion: %g\n’,J)
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11.7 SlozZitéjsi alohy
11.7.1 T8ladaptC1

Adaptivni Fizeni s regresnim modelem 1. fadu

e metoda ustupujiciho horizontu: V kazdém kroku ¢ je provedena syntéza fizeni na celém
horizontu t +nh, t+nh—1, --- , t+ 1 s parametry, odhadnutymi k ¢asovému okamziku ¢.
Z navrzeného tizeni se realizuje jen jeden krok pro ¢as ¢t. Nova data se pfidaji do datového
vzorku a opakuje se odhad parametri.

e bodové odhady parametrii: Optimalnim vysledkem odhadu je aposteriorni hp. Ta by
méla byt pouzita v syntéze fizeni. V tomto piikladé se, pro jednoduchost, pocitaji bodové
odhady parametri (tj. jejich stfedni hodnota) a ty jsou dale pouzity pro syntézu na celém
intervalu tizeni.

Teorie

Pro fizeni je pouzito dynamické programovani. P¥i ném se pocita optimalni fizeni s kvadratickym
kriteriem na celém intervalu budoucich vstupu a vystupt. Optimalizace za¢ina na konci intervalu
a postupuje dopiedu s tim, ze v kazdém kroku se pocita stfedni hodnota pfislusné ¢asti kriteria
a jeji minimalizaci se ziskd predpis pro Fizeni (vypoCet optimalniho vstupu). Protoze jsme v
budoucich ¢asovych okamzicich, nelze fizeni zatim realizovat, protoze budouci data jejichz je
fizeni funkci zatim nezname. Jak dojdeme do ¢asu ¢t + 1 dostaneme piedpis pro u;11, které je
funkci dat v Casu t a pripadné starSich. Ty uZ zname a fizeni mazeme realizovat. Tim ziskame
data v ¢ase t + 1 a muZeme realizovat dalsi fizeni. A tak dale.

Metoda ustupujiciho horizontu kombinuje fizeni s odhadem. Z napocitaného fizeni na ¢asovém
intervalu realizuje jen jeden, aktualni krok, a po zméfenych novych datech aktualizuje odhady
parametri.

Pro simulaci i jako model soustavy je zvolen regresni model 1. fadu bez konstanty, t;.
Yt = a1ys—1 + bout + e,

s norméalnim Sumem.

Program

- mé nasledujici strukturu:

e nejprve se zadaji parametry tlohy a provede se inicializace veli¢in,
e potom nasleduje smycka diskrétniho ¢asu ve které se periodicky opakuji nésledujici alohy

— simulace, kdy se aplikuje fizeni a méii se hodnoty nového vystupu,

odhad parametri, kdy se prepocte statistika a pocitaji se bodové odhady

optimalizace fizeni na Fidicim horizontu, kdy pocita piedpis pro fizeni na horizontu,

aplikace tizeni, kdy se pouzije posledni pfedpis pro vypocet fidici veli¢iny.
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Pomoci piepinade estim je mozno zvolit bud Fizeni se znamymi parametry nebo adaptivni
tizeni, kdy se parametry modelu pouzité v optimalizaci fizeni pribézné odhaduji.

Jako vysledek se zobrazuji dva grafy. Prvni graf zobrazuje fizeny vystup soustavy - ¥idi se na
nulu a druhy graf ukazuje vyvoj odhadu parametrii modelu - horni obrazek ukazuje parametr a;
u vystupni veli¢iny (rovna ¢ara je jeho skute¢na hodnota) a dolni obrazek totéz pro by, koeficient
u vstupu.

Doporucené pokusy

1. Pro pfedvolenou soustavu i pro dalsi soustavy s jinymi parametry porovnejte adaptivni
Tizeni a Tizeni se znAmymi parametry.

2. Porovnejte kvalitu Tizeni (jak adaptivniho tak i s pevnymi parametry) pro rizné dlouhy
horizont fizeni.
Pozndmka: Vijvoj Fidiciho zdkona na horizontu je mozno sledovat tak, Ze zastavite program
(mysi klik na cirku pred cislem piislusného Fddku programu) a zobrazite proménnou S.
Cisla by v okamZiku pouZiti (tj. na konci) méla byt ustdlend.

3. Pokuste se upravit program tak, aby pouzival tzv. iterace rozlozené v case, tj. aby vyvoj
proménné S (tj. Bellmanovy funkce) nepocital vzdy znovu z nulové hodnoty, ale z hodnoty,
se kterou konéil v minulém kroku. Délka horizontu se pak miuze zvolit mnohem kratsi.

// Adaptive control (receeding horizon with

// point estimates of parameters)

exec("ScIntro.sce",—1)

nd=20; // length of the adaptive control

nh=3; // length of control horizon

estim=1; // estimation l=yes, 2=no (true par. are used)
al=.99; b0=.5; s=.1; // system parameters

la=.1; // penalization of control

y(1)=5; u(2)=1; // initial conditions for output and input
V=eye (3)*1le—8§; // initial statistics

for t=2:nd

// SIMULATION
y(t)=alxy(t—1)+bOxu(t)+s*rand (1,1, norm’);

// ESTIMATION

psi=[y(t) y(t—1) u(t)]’;

V=V+psi*xpsi’;

Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); Vp=V(2:$,2:$);
th (:,t)=inv(Vp)*xVyp;
r(t)=(Vy—Vyp *inv (Vp)*Vyp)/t;

if estim==

alE=th (1,t); bOE=th(2,t);
else

alE=al; bOE=bO0;
end
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// CONTROL OPTIMIZATION

R=0; // initial condition for Bellman function
for i=nh:-—-1:1 // runs against the time
L=la/(1+R);
R=LxalE"~2/(b0E"2+L); // partial reminder
end
S=alE«bOE /(bOE~2+L); // coefficient at u
// CONTROL APPLICATION
u(t+1)=—Sx*y(t); // optimal control
end
// RESULTS

set (figure (1), ’ position ’,[100 100 600 500])

set (gcf(),"background" ,8)

plot (1:nd,y,1:nd,u(1:nd))

title (’ Controlled output and control variable ’)
legend (’output’, ’input ’)

set (figure (2),’ position ’,[700 100 600 500])

set (gctf(),"background" ,8)

subplot (211),plot (1:nd,th(1,:),[1 nd],[al al],’r’)
title (’ Coefficient at output’)

set (gca (), ’data_bounds’,[1 nd —2 2])

legend (’estimated ', true ’)

subplot (212),plot (1:nd,th(2,:),[1 nd],[b0 bO],’r’)
title (’ Coefficient at input’)

set (gca(),’data_bounds’,[1 nd —1 1])

legend (’estimated ', true ’)

11.7.2 T82adaptC2

Adaptivni fizeni s regresnim modelem 2. fadu

e metoda ustupujiciho horizontu: V kazdém kroku ¢ je provedena syntéza fizeni na celém
horizontu t +nh, t+nh—1, --- , t+ 1 s parametry, odhadnutymi k ¢asovému okamziku ¢.
Z navrzeného tizeni se realizuje jen jeden krok pro ¢as ¢t. Nova data se pfidaji do datového
vzorku a opakuje se odhad parametri.

e bodové odhady parametrii: Optimalnim vysledkem odhadu je aposteriorni hp. Ta by
méla byt pouzita v syntéze fizeni. V tomto piikladé se, pro jednoduchost, pocitaji bodové
odhady parametri (tj. jejich stfedni hodnota) a ty jsou dale pouZity pro syntézu ¥izeni.

e Fizeni na Zadanou hodnotu (setpoint): Rizeni minimalizujici kriterium 3 »2 ¥di tak,
aby vystup byl pokud mozno nulovy. Jestlize pouZijeme kriterium > (y: — wt)z, fidime
tak, aby y; — w; bylo co nejblize nule, a tedy aby bylo y; = w;. Prubéh w; se nazyva
zaddana hodnota pro vystup (setpoint) a ten budeme uvaZovat jako priubézné znamy, tedy
v kazdém okamziku ¢ zname w (t) .

Pozndmka: V programu bude formdlné zaddin na celém intervalu Fizeni, ale my pocitame
s tim, jako by dopFedu nebyl zndm.
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e regresni model jako stavovy model: V rekurzivnich vypoé¢tech, jako je napf. vypocet
Bellmanovy funkce v dynamickém programovani, je vyhodné pracovat s regresnim mode-
lem ve stavovém tvaru. Prevod regresniho modelu na stavovy tvar je uveden v odstavci
2.4.

Teorie

Pro fizeni je pouzito dynamické programovani. Pfi ném se pocita optimalni fizeni s kvadratickym
kriteriem na celém intervalu budoucich vstupu a vystupt. Optimalizace za¢ina na konci intervalu
a postupuje dopiedu s tim, ze v kazdém kroku se pocita stfedni hodnota pfislugné ¢asti kriteria
a jeji minimalizaci se ziskd predpis pro Fizeni (vypoCet optimalniho vstupu). Protoze jsme v
budoucich ¢asovych okamzicich, nelze fizeni zatim realizovat, protoze budouci data jejichz je
fizeni funkci zatim nezname. Jak dojdeme do ¢asu t + 1 dostaneme piedpis pro u;11, které je
funkci dat v Casu t a pripadné star§ich. Ty uZ zname a fizeni muazeme realizovat. Tim ziskame
data v Case t + 1 a muZeme realizovat dalsi fizeni. A tak déle.

Metoda ustupujiciho horizontu kombinuje fizeni s odhadem. Z napocitaného fizeni na ¢asovém
intervalu realizuje jen jeden, aktualni krok, a po zméfenych novych datech aktualizuje odhady
parametri.

Pro simulaci i jako model soustavy je zvolen regresni model 2. fadu s konstantou, t;j.
Y¢ = a1Ys—1 + a2T—2 + bouy + brug_1 + baug_2 + k + ey,

s norméalnim Sumem.

Kriterium je ve tvaru

Z (g — we)* + .

Program

- mé nasledujici strukturu:

e nejprve se zadaji parametry tlohy a inicializace velicin,
e dale se objevuje volba dvou pfedem piipravenych setpointti (skoky a sinusovy priibéh),
e potom nésleduje smycka diskrétniho ¢asu ve které se periodicky opakuji nésledujici alohy

— simulace, kdy se aplikuje fizeni a méfi se hodnoty nového vystupu,

— odhad parametri, kdy se prepocte statistika a pocitaji se bodové odhady; zde je
rovnéz uvedena volba zda se dale pouziji odhadnuté parametry nebo se parametry
simulované soustavy povazuji za znamé,

— optimalizace fizeni na fidicim horizontu, kdy pocita predpis pro fizeni na horizontu,
se opird o stavovy model, ktery vznikne pfevodem z regresniho,
— aplikace tizeni, kdy se pouzije posledni predpis pro vypocet fidici veli¢iny.

V tvodu programu se objevuji dva piepinace:
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LIP3

e Pomoci piepinace estim je mozno zvolit bud fizeni se zndmymi parametry nebo adaptivni
tizeni, kdy se parametry modelu pouzité v optimalizaci fizeni priibézné odhaduji.

e Piepinac setp voli jeden ze zadanych setpointii.

Jako vysledek se zobrazuji dva grafy. Prvni graf zobrazuje fizeny vystup soustavy - fidi se na
nulu a druhy graf ukazuje vyvoj odhadu parametrit modelu - horni obrazek ukazuje parametr a;
u vystupni veli¢iny (rovné ¢ara je jeho skuteéna hodnota) a dolni obrazek totéz pro by, koeficient
u vstupu.

Doporucené pokusy

1. Pro pfedvolenou soustavu i pro dalsi soustavy s jinymi parametry porovnejte adaptivni
Tizeni a fizeni se zndmymi parametry.

2. Porovnejte kvalitu Fizeni (jak adaptivniho tak i s pevnymi parametry) pro rizné dlouhy
horizont fizeni.
Poznamka: Vijvoj Fidiciho zikona na horizontu je mozno sledovat tak, Ze zastavite program
(mysi klik na éirku pred &islem piislusného Fddku programu) a zobrazite proménnou S.
Cisla by v okamZiku pouZiti (tj. na konci) méla byt ustdlend. Protoze S je buiika, musite
pro jeji vypis pouzit piikaz S {:}.

3. Pokuste se upravit program tak, aby pouZival tzv. iterace rozloZené v Case, tj. aby vyvoj
proménné S (tj. Bellmanovy funkce) nepocital vzdy znovu z nulové hodnoty, ale z hodnoty,
se kterou konéil v minulém kroku. Délka horizontu se pak miize zvolit mnohem kratsi.

// Adaptive control (receeding horizon with point estimates of parameters)
// 2nd order regression model with constant, control to given setpoint w
// — pre—estimation of parameters

exec("ScIntro.sce",—1)

nd=100; // length of the adaptive control

nh=15; // length of control horizon

estim=1; // estimation l=yes, 2=no (true par. are used)
setp—1; // type of setpoint l=step, 2=sine

pre=1; // pre—estimation (yes,no)

al=.3; a2=.2; b0=1; bl=-.3; b2=.1; k=1; s=.1; // system parameters
la=.1; // penalization of control
y(1)=5; y(2)=5; u(2)=1; u(2:3)=rand (2,1, unif ’); // initial conditions for output and i
n2=fix (nd /2); ndh=nd+4nh;
select setp // setpoint generation
case 1, w=[zeros(1,n2) ones(1l,nd—n2) zeros(1l,nh)];
case 2, w=sin (2«pi*(1l:ndh)/ndh);

end

Om=zeros (5,5); Om(1,1)=1; Om(2,2)=1a;

rf=[al a2 b0 bl b2 k]; // references to sim. parameters
// Pre—estimation

V=eye (7)*1le—8; // initial statistics

if pre==
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for t=3:10;
e=s+*rand (1,1, norm’);
u(t)=rand(1,1,’n’);
y(t)=alxy(t—1)+a2xy(t—2)+b0*xu(t)+blsu(t—1)+b2xu(t—2)+k+e

psi=[y(t:—1:t—=2); u(t:—1:t—-2); 1]; // reg. vector
V=V+psixpsi’; // updt of stat.
end
end
R=0; // initial condition for Bellman function
for t=3:nd

// SIMULATION
e=s+rand (1,1, norm’);
y(t)=alxy(t—1)+a2xy(t—2)+b0*xu(t)+blsu(t—1)+b2xu(t—2)+k+e

// ESTIMATION

psi=[y(t:—1:t—2); u(t:—1:t—2); 1]; // reg. vector

V=V+psixpsi’; // updt of stat.

Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); Vp=V(2:$,2:%); // part. of stat.

th (:,t)=inv (Vp+le—8xeye (Vp))*Vyp; // reg. coeff.
r(t)=(Vy—Vyp’*inv (Vp+le—8«eye (Vp))*Vyp)/t; // noise variance
if estim== // adaptive control ?

al=th(1,t); a2=th(2,t); b0=th(3,t);
bl=th (4,t); b2=th(5,t); k=th(6,t);
end

// CONTROL OPTIMIZATION
R=zeros (5); // init. for dyn. programing
N=[b0 1 0 0 0];
M=zeros (5,5); M(1,:)=[al bl a2 b2 k]; M(3,1)=1; M(4,2)=1; M(5,5)=1;
for i=nh:-1:1
st=w(t+i—1);
Om(1,5)=—st; Om(5,1)=—st; Om(5,5)=st x*2;
T-R+Om; // dynamic
A=N’ +TxN; // programming
B=N" % T=M,;
C=M + T'*M;
S=inv (A)x*B;
R=C-S’*xAxS;
end
// CONTROL APPLICATION
x1=[y(t—-1) u(t-1) y(t-2) u(t—-2) 1]’; // state
u(t+1)=—Sxx1; // control variable
end

// RESULTS

set (figure (1), ’ position ’,[100 100 500 500])

set (gcf(),"background" ,8)

plot (1:nd,y,1:nd,u(1l:nd),1:nd,w(l:nd),’ c—=")
title (’ Controlled output and control variable ’)
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legend (’output’, ’input’,’setpoint ’)

set (figure (2),’ position ’,[700 100 500 500])

set (gcf(),"background" ,8)

subplot (421),plot (1:nd,th(1,:),[1 nd],rf(1)*xones(1,2),’c—=")
title (’ Coefficient al’)

set (gca(),’data_bounds’,[1 nd -2 2])

subplot (422),plot (1:nd,th(2,:),[1 nd],rf(2)*xones(1,2),’c—=")
title (’ Coefficient a2’)
set (gca (), ’data_bounds’,[1 nd -2 2])

subplot (423),plot (1:nd,th(3,:),[1l nd],rf(3)*ones(1,2),’c—=")
title (? Coefficient b0’)
set (gca(),’data_bounds’,[1 nd -2 2])

subplot (424),plot (1:nd,th(4,:),[1 nd],rf(4)xones(1,2),’c——")
title (’ Coefficient bl’)
set (gca(),’data_bounds’,[1 nd -2 2])

subplot (425) ,plot (1:nd,th(5,:),[1 nd],rf(5)*ones(1,2),’c—=")
title (’ Coefficient b27)
set (gca(),’data_bounds’,[1 nd -2 2])

subplot (426) ,plot (1:nd,th(6,:),[1 nd],rf(6)*xones(1,2),’c—=")
title (’ Coefficient k')
set (gca (), ’data_bounds’,[1 nd -2 2])

subplot (427),plot (1:nd,r,[1 nd],rf(1l)xones(7,2),’c——")
title (’ Coefficient r’)
set (gca(),’data_bounds’,[1 nd -2 2])

// subplot (428),plot (1:nd,th(2,:),[1 nd],[al al],’r’)
// title (’ Coefficient b0’)
// axis([1 nd -2 2])

11.7.3 T83adaptD

Adaptivni fizeni s diskrétnim modelem 1. fadu

e metoda ustupujiciho horizontu: V kazdém kroku ¢ je provedena syntéza fizeni na celém
horizontu t +nh, t+nh—1, --- , t+ 1 s parametry, odhadnutymi k ¢asovému okamziku ¢.
7 navrzeného fizeni se realizuje jen jeden krok pro ¢as t. Nova data se pfidaji do datového
vzorku a opakuje se odhad parametri.

e bodové odhady parametria: Optimalnim vysledkem odhadu je aposteriorni hp. Ta by
méla byt pouzita v syntéze fizeni. V tomto piikladé se, pro jednoduchost, pocitaji bodové
odhady parametri (tj. jejich stfedni hodnota) a ty jsou dale pouZity pro syntézu Fizeni.
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Teorie

Pro fizeni je pouZzito dynamické programovani. Pfi ném se pocita optimalni fizeni s kriteriem da-
nym penaliza¢ni tabulkou na celém intervalu budoucich vstupi a vystupi. Optimalizace za¢ina
na konci intervalu a postupuje doptedu s tim, ze v kazdém kroku se pocita stfedni hodnota p¥i-
slusné ¢asti kriteria a jeji minimalizaci se ziskd pfedpis pro Fizeni (vypocet optimalniho vstupu).
Protoze jsme v budoucich ¢asovych okamZicich, nelze Fizeni zatim realizovat, protoze budouci
data jejichz je fizeni funkci zatim nezname. Jak dojdeme do Casu ¢t + 1 dostaneme piedpis pro
Uugt1, které je funkei dat v casu t a pfipadné starSich. Ty uz zname a fizeni muzeme realizovat.
Tim ziskdme data v ¢ase t + 1 a muzeme realizovat dalsi fizeni. A tak dale.

Metoda ustupujiciho horizontu kombinuje fizeni s odhadem. Z napocitaného fizeni na ¢asovém
intervalu realizuje jen jeden, aktualni krok, a po zméfenych novych datech aktualizuje odhady
parametri.

Pro simulaci i jako model soustavy je zvolen regresni model 1. fadu

f (yt|ut7yt71) )

kde y i u nabyvaji hodnot z mnoZiny {1, 2} . Model je zadan tabulkou.

Program
- mé nésledujici strukturu:

e nejprve se zadaji parametry ulohy a voli se typ vstupni veli¢iny - optimélni s a bez znalosti
skutetnych parametria a dalsi pevné prubéhy,

e dale se zadavaji parametry pro simulaci a penaliza¢ni funkce pro fizeni - oboji mé formu
tabulky,

e potom nésleduji inicializace a smycka diskrétniho ¢asu ve které se periodicky opakuji na-
sledujici tlohy

— optimalizace fizeni na fidicim horizontu, kdy se pocita predpis pro fizeni na celém
horizontu; tady se také pocita stfedni hodnota vystupu - v diskrétnim piripadé je po-
stup nasledujici: prvek po prvku se vynasobi tabulka penalizaci + zbytek z minulého
kroku tabulkou modelu a vysledné dva sloupce se sectou,

— aplikace Tizeni, kdy se pouZije posledni predpis pro vypocet tidici veli¢iny; zde je
také vétveni podle kterého se pouZije nebo nepouzije vypoctena hodnota optimélniho
Tizeni,

— simulace, kdy se aplikuje fizeni a méfi se hodnoty nového vystupu,

— nakonec se provede odhad parametrii, kdy se pfepocte statistika a pocitaji se bodové
odhady.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze casovd smycka probihd trochu jinak neZ tomu bylo drive. Neni to
tim, Ze se jednd o diskrétni model. Smycku mizZeme zacit kdykoli, ale podle toho musime dodat
apriorni velic¢iny.

V tuvodu programu je piepina¢ control, ktery voli typ Fidici veli¢iny.
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Jako vysledek se zobrazuji dva grafy. Prvni graf zobrazuje fizeny vystup soustavy - fidi se na
nulu a druhy graf ukazuje vyvoj odhadu parametri modelu - horni obrazek ukazuje parametr a;
u vystupni veli¢iny (rovné ¢ara je jeho skuteéna hodnota) a dolni obrazek totéz pro by, koeficient
u vstupu.

Doporucené pokusy

1. Pro pfedvolenou soustavu i pro dali soustavy s jinymi parametry porovnejte adaptivni
fizeni a Fizeni se zndmymi parametry. Pokuste se soustavu i penalizac¢ni funkeci zvolit podle
néjakého pravidla - napf. soustava nerada méni vystupni hodnoty a ridit se ma tak, jak
vystup tak i fizeni mély malé hodnoty (tedy ne 2). Sledujte, do jaké miry fizeni posloucha
to, co jste po ném chtéli.

Pozndmka: Pokud neposlouchd, zkontrolujte zda je zaddni takové, Ze vibec lze vase pokyny
poslechnout.

2. Porovnejte kvalitu Fizeni (jak adaptivniho tak i s pevnymi parametry) pro rizné dlouhy
horizont fizeni.
Poznamka: Vijvoj Fidiciho zikona na horizontu je mozno sledovat tak, Ze zastavite program
(mysi klik na ¢irku pied cislem piislusného Fddku programu) a zobrazite proménnou us.
Cisla by v okamZiku pouZiti (tj. na konci) méla byt ustdlend.

// Adaptive control with discrete model

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

nd=200; // length of control interval
nh=10; // control hotizon
control=5; // type of control:

//  O=optimal with known parameters,
// l1-adaptive optimal,
// 2=no control, 3=step response,
N //  4=sine input, 5=random
model parameter

//yt(t) =1 =2 ut(t) yt(t—1)
thS=[ .71 29 // 1 1
48 52 /) 1 2
55 .45 /) 2 1
27 73] /) 2 2
thS=[thS(:,1) 1-thS(:,1)];
// penalization
J/ye(e) =1 =2 ut(t) yt(t-1)
om= |[.0 1 /)1 1
11 /)1 2
1012 /)2 1
3 1.5]; /) 2 2
J=0; // initial value of criterion
y(1)=1; // initial value of output (y=1 or y=2)
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V=.1xones (4,2); // initial value of statistics
p:V(:,l)./sum(V,2);
thE=[p 1-p]; // initial values of parameters

// time loop

thEt =[];
for t=2:nd
fs=zeros (1,2); // initial conditio for Bellman function

// CONTROL LAW COMPUTATION

for i—=nh:-—1:1 // backwards loop for optimization
if control==0, thC=thS; // parameters for control
else thC=thE; end
fp=omtones (4,1)xfs; // penalty + reminder from last step
// expectation
f=sum ((fp.+xthC),’c’); // expectation over y
// minimization
if f(1)<f(3), // for y(t—-1)=1
us(i,1)=1; fs(1)=1f(1); // optimal control, minimum of criterion
else
us(i,1)=2; fs(1)=1f(3); // optimal control, minimum of criterion
end
if f(2)<f(4), // for y(t—-1)=2
us(i,2)=1; fs(2)=1£(2); // optimal control, minimum of criterion
else
us(i,2)=2; fs(2)=1f(4); // optimal control, minimum of criterion
end
end

// CONTROL APPLICATION (simulation)
select control

case 0, u(t)=us(l,y(t—1)); // optimal cont. with known pars

case 1, u(t)=us(l,y(t—1)); // adaptive optimal control

case 2, u(t ): // no control u=0

case 3, u(t)=2; // response to step

case 4, u(t)=floor (.99xsin (4xpixt/nd))+2; // stepwise input

case 5, u(t)=fix(double(rand (1,1, unif’)<.5))+1; // response to random input
end
// only one step of the designed control is applied
i=2x%(u(t)-1+y(t—1); // row index in parameter table

y(t)=2— fix(double(rand( ,1,7unif’)<thS(i,1))); // generation of output (simulation)
J=J+tom(i,y(t))*«thC(i,y(t)); // criterion update

// ESTIMATION

V(i,y(t)) V(i,y(t))+1; // updte of statistics
p=V(:,1). /sum(V 2); // point est. of P(y=1)
thE=[p 1-p]; // estimate of model parameter
thEt=[thEt thE (:,1)];

end
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// RESULTS
// final value of criterion (expectation)

disp (* 7);
disp ('The final value of criterion is’)
disp (J)

// plot of control and controlled output

set (figure (1), ’ position ’,[100 100 500 500])

set (gcf(),"background" ,8)

s=(fix (4xnd/5)+1):nd;

plot (s,y(s), rx:*,s,u(s), 0:")

title (’Adaptive control with a discrete model’)
set (gca (), data_bounds’ ,[min(s) max(s) .9 2.1])
legend (’output’, ’input ’)

// plot of estimated parameters

set (figure (2),’ position ’,[700 100 500 500])

set (gcf(),"background",8)

plot (thEt )

plot ([1 nd],[thS(:,1) thS(:,1)])

title (’Evolution of estimated parameters and their true values’)

11.7.4 T84estS1S2

Odhadovani s odliSnou strukturou modelu

e 0dli$na struktura modelu pro simulaci a odhad: Jestlize data simulujeme pomoci re-
gresniho modelu a jestliZe pro odhad pouZijeme stejnou strukturu modelu (tj. stejny pocet
zpozdénych velifin a u obou konstantu bud’ ano nebo ne), pak lze parametry simulovaného
a odhadovaného modelu porovnévat a p¥i dostatetném vybuzeni vstupni veli¢inou (a simu-
lovanym $umem) by odhady mé&ly konvergovat k simulovanym hodnotam. Jestlize ale nent
shoda struktury simulovaného a odhadovaného modelu nebo dokonce jestlize pracujeme
s realnymi daty, pak dochézi k jisté aproximaci realného (simulovaného) modelu pomoci
modelu odhadovaného a odhadnuté parametry neni s ¢im porovnat. Kontrolu tspésného
odhadu lze provést napiiklad jedno (nebo i vice) krokovou piedpovédi vystupu a porov-
nanim se skuteénym vystupem.

Teorie
Odhad provadime podle Bayesova vzorce. S postupné méfenymi daty prepocitavame statistiku a

urc¢ujeme bodové odhady. Jednokrokovou predpovéd pocitanou dosazenim do modelu s priubézné
pocitanymi bodovymi odhady porovnavame se simulovanym vystupem.

Program

- mé nasledujici strukturu:

e zadani parametra dlohy véetné riznych druhi vstupni veli¢iny,
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e definice regresniho vektoru pomoci anonymni funkce
psi=0(y,u,t) [y(t-1:-1:t-3) u(t:-1:t-3) 1]’;
kterou je dale moZno volat pikazem psi(y,u,t), kde y a u jsou vektory vystupu a
vstupu a t je okamzity Cas,
stejné je pak dale definovan regresni vektor Psi pouZity v odhadu (simulace i odhad
maji obecné odlisnou strukturu) - zde je mozno volit bud shodu struktury nebo odlisné
struktury,

e v Casové smycce se opakuji tlohy: simulace - odhad - pfedpovéd.
V 1vodu programu je piepinace

e input, ktery voli typ vstupni veli¢iny a

e struc, kterym je mozno zvolit shodu nebo neshodu struktury.

Jako vysledek se zobrazuji dva grafy. Prvni graf zobrazuje vystup soustavy a jeho pifedpovéd a
druhy graf ukazuje vyvoj odhadu parametri modelu a jejich skute¢né hodnoty.

Doporuc¢ené pokusy

1. Pro pfedvolenou nebo i jinou soustavu porovnejte predpovéd pii shodé a neshodé struktury
modelu.

2. V jednotlivych piipadech pouZzivejte rizné vstupni signaly a riznou velikost Sumu v simu-
laci. Udélejte zavéry.
Pozndmka: Dostatecné buzeni soustavy je pii identifikaci velmi dileZité. Ty mody soustavy,
které se neobjevi nemohou byt odhadnuty. Napt. konstantu modelu prakticky nelze odhad-
nout, jestliZe vstupem je jen jeden skok.
Velky sum v simulaci pomdhd soustavu budit, na druhou stranu ale vndsi so soustavy velké
chyby, coz se projevi i v odhadu.

// Estimation with different model structure

// in simulation and estimation.

exec (" ScIntro.sce",—1)

function z=psi(y,u,t), z=[y(t—-1:—1:t—3) u(t:—-1:t—3) 1]’; endfunction
// regression vector for simulation

//psi=@(y,u,t) [y(t—1:=1:t=3) u(t:—1:t-3) 1]7;

nd=100; // number of data
input=3; // type of input: l=randn, 2=sine, 3=step
struc=2; // model structure for estimation

//  1=full structure, 2=1st order, no const.
// simulated reg. coefficients

al=.6; a2=-.2; a3=.06; // at output

b0=.5; bl=-.3; b2=.1; b3=-.2; // at input

k=1; s=.1; // constant , noise std.
y(1:3)=2zeros (1,3); // initial conditions for output
select input // ciice of input

116



case 1, u=rand(1,nd, ’norm’);
case 2, u=sin(2+%pixsin ((l:nd)/nd));
case 3, u=ones(1,nd);
end
ths=[al a2 a3 b0 bl b2 b3 k]’; // simulated parameters
// regression vector for estimation
select struc

case 1,

function z=Psi(y,u,t), z=psi(y,u,t); endfunction // the same as in simulation
case 2,

function z=Psi(y,u,t), z=[y(t—1);u(t)]; endfunction // define your own reg. vec.
end // here: first order, no constant
npsi=length (Psi(y,u,4));
V=eye (npsi+1,npsi+1)xle—8; // initial statistics
// time loop
for t=4:nd

// SIMULATION

ps=psi(y,u,t); // regression vector

y(t)=ps’*ths+s*xrand (1,1, norm’); // simulator

// ESTIMATION

Ps=[y(t);Psi(y,u,t)]; // extended regression vector
V=V+4+PsxPs’; // updt of stat.
Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); // partitioning of stat.
Vp=V(2:$,2:8);
th (:,t)=inv(Vp)«Vyp; // estimates of reg. coef.
r(t)=(Vy—Vyp’xinv (Vp)*Vyp)/t; // estimate of noise variance
// PREDICTION
yp(t)=Psi(y,u,t)’«th(:,t); // predictor

end

// RESULTS

set (figure (1), position ’,[100 100 500 500])
set (gcf(),"background" ,8)

plot (1:nd,y,1:nd,yp)

title (’Output and its prediction ’)

legend (’output’,’prediction ’)

set (figure (2),’ position ’,[700 100 500 500])

set (gcf(),"background" ,8)

plot (th”)

title (’Evolution of parameter point estimates’)
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11.7.5 T85estStrR

Odhadovéani struktury modelu s readlnymi daty

e struktura modelu pro odhad: Strukturou modelu nazyvame (i) vybér veli¢in, které
v modelu vystupuji, (ii) pocet jejich zpozdénych vzorki, které ovliviiuji modelovanou
veli¢inu v daném ¢ase a (i44) pfitomnost ¢i nepiitomnost absolutniho ¢lenu. Pro simulovana
data je optiméalni shoda struktury v simulaci a odhadu (np¥. ve smyslu dobré predpovédi
vystupu). Pro redlna data hledame strukturu, ktera tato data nejlépe vystihne. PFili§ mala
struktura nedokaze vystihnout viechny mody chovani systému, piilis velka struktura muze

zabiraji vice vypocetniho ¢asu a vedou k vétsim numerickym chybam.

Teorie

Pro odhad struktury pouzijeme velmi jednoduchou metodu, zalozenou na posouzeni vlivu veli¢in
z regresniho modelu na modelovanou veli¢inu. Odhad struktury za¢neme s n&jakou maximéalni
strukturou (t¥eba 10 fad s konstantou) a tuto strukturu redukujeme.

Pro objektivni posouzeni vlivu je tfeba veli¢iny z regresniho vektoru nejprve normovat tak, aby
mely nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl. Uvazujme regresni model

Yt = 90 + 911/J1;t + 92w2;t + -+ Hn’(/}n;t + e,

kde 1,4 jsou veliciny, jejichz vliv na y; zkoumame.

Tyto veli¢iny normujeme na zakladé apriori zméfeného datového vzorku v (¢7) , kde t; je velikost
vzorku takto

kde m; = % Z:;l ;¢ je prumér veliiny 1; z apriorniho vzorku dat a s; je jeji smérodatna
odchylka. Po tomto normovani model piejde do tvaru

yr = Vo + 101 + P2va + - + Tpyppye + €4,

kde ¥; jsou nové regresni koeficienty které ziskdme odhadem z normovanych dat.

Z modelu je vidét, ze hodnota y; je tvofena souctem piispévki od jednotlivych veli¢in v;..
ProtozZe veli¢iny jsou normované, jejich vliv na y; je dam velikosti pfislusného koeficientu ;.
Malé koeficienty tikaji, Ze veli¢ina nema na y; zadny vliv a proto je vhodné ji z regresniho
vektoru vypustit.

Pro automatické vypousténi veli¢in 1ze pouZit nasledujici postup: Normované veli¢iny (s piedpo-
kladanym normélnim rozdélenim) mayji rozsah 3. Zjistime (z apriornich dat) jaka je smérodatna
odchylka vystupu s,. Konstanta modelu pokryje stiedni hodnotu y; a zbytek vystupu méa rozsah
+s,. Budeme pozadovat, aby veli¢iny, které pokryji méné nez 1% rozsahu y, byly vypustény.
Potom pro hranici vypusténi plati

0.01sy =13, — ¥; = 0.003s,.

Tedy, velic¢iny jejichz koeficienty jsou mensi nez 0.003 z regresniho vektoru vypustime.
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Hladinu h (tady 1%) muZeme uvaZovat obecné a zkouSet ji meénit tak dlouho, aZ dostaneme
LJozumny* pocet veli¢in. Potom plati: jestlize

tak veliinu v;; je tieba vypustit.

Pokud pro odhad normujeme i vystup y;, je jeho rozsah také +3 a pravidlo pro odmitnuti veli¢iny
je ¥; < h. Tento zpusob je také pouzit v programu.

Program

.-+ pracuje s redlnymi daty - intenzity dopravy v Legerové ulici v Praze. Tato data se na zacatku

programu loaduji a ¢ast z nich slouZzi jako apriorni data, dalsi ¢ast pro ovéfeni pomoci pfedpovédi.

Dale jsou zadany parametry tlohy a inicializuji se nékteré veli¢iny. Parametrem ord se voli
pocatecni fad modelu,ktery je dale redukovan.

V dalsi ¢asti programu se provadi normovani dat a po¢ateéni odhad z apriornich dat. Na zakladé
tohoto odhadu se urcuje struktura modelu.

Navrzena struktura modelu se dale pouZije pro predpoveéd vystupu soustavy - tato predpoved
je ulohou, pro kterou jsme odhad struktury délali a kterd méa zaroven ovérit, ze i po redukci
jsme dostali model, ktery je déle dobie vyuzitelny.

Jako vysledek se zobrazuji dva grafy. Prvni graf zobrazuje vystup soustavy a jeho pfedpovéd
a druhy sloupkovy graf ukazuje hodnoty puvodnich a redukovanych parametria. Modie jsou
zobrazeny puvodni koeficienty, hnédé redukované. Tam, kde hnédy sloupek chybi, byl parametr
a tedy také odpovidajici veli¢ina zruSeny.

Programovaci triky:

e jth=find(abs(thi)>h); d& vektor indext vektoru thi pro jejichZ prvky plati Ze jejich abso-
lutni hodnota je vétsi nez h.

Doporucené pokusy

1. Zkuste ménit délku apriornich dat a pocatecni fad modelu. Sledujte kvalitu pfedpovédi
jako kriterium kvality pfedpovédi a tim i redukovaného modelu.

2. Méinte hladinu h pro vybér platnych regresnich koeficienti. Sledujte velikost zmén v redukci
parametru pii konstantni zméné hladiny h.

3. Zkuste v programu zmeénit tlohu predpovédi na néjakou jinou, ktera by vyuzivala reduko-
vany model a tak ovérila jeho platnost.
Piipadné zkuste existujici jednokrokovou piedpovéd s bodovymi parametry modelu rozsi-
it na vicekrokovou.

4. Ti, kdo se citi pokro¢ili, mohou zkusit doplnit pfedpovéd ne s bodovymi odhady parame-
tri, ale s celou aposteriorni hp. Budu jim drzet palce :) .
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// Model structure estimation (with real data sample)
exec (" Sclntro.sce",—1)

//load data95 data
loadmatfile ("data95 .mat" ,"data")

ni=200; // number of initial data
nd=1000; // number of data for estimation
h=.1; // level for rejection variable from reg.vec.
ord=15; // initial model order for str. estim.
//  1=full structure, 2=1st order, no const.

// initial regression vector for str. est.

nPsi=ord +2; // lengthof extended reg.vec.
V=eye (nPsi,nPsi)*xle—8; // initial statistics
yi=data (1,1:(ord+ni)); // initial data

yi=normOn (yi); // normalization of data

// INITIAL ESTIMATION

iPs=[1l:ord 0];

for t=ord+1:ord+ni
Ps=[yi(t:—1l:t—ord) 1]’;

V=V+Ps*Ps ’;
end
Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); // partitioning of stat.
Vp=V(2:$,2:8);
thi=inv (Vp)*Vyp; // reg. coeff.
ri=(Vy—Vyp’«inv (Vp)*Vyp)/ni; // noise variance
jth=find (abs(thi)>h); // pointer to important reg. coefficients
yst=find (jth >0); // delayes of y in reg.vec.
if isempty(find (jth==0)) // constant (yes or not)
kst =[]; else kst=1;
end

// time loop for estiation and prediction

y—=data(1,length(yi)+1:$); // data
V=eye (length (jth)+1)xle—8; // initial statistics
for t=(ord+1):(ord+nd) // measured data follows the initial one
// ESTIMATION
pse=[y(t—yst) kst]’; // regression vector
Ps—[y(t) pse’]’; // extended regression vector
V=V4PsxPs’; // updt of statstatistics
Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); // partitioning of statatistics
VpV(2:$,2:9);
th (:,t)=inv (Vp+le—8xeye (Vp))*Vyp; // point estimates of reg. coef.
r(t)=(Vy—Vyp’*inv (Vp+le—8*eye (Vp))*Vyp)/t; // point estimate of noise variance
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// PREDICTION

yp(t)=pse sxth(:,t);
end

// RESULTS

// output and its prediction

set (figure (1), ’ position ’,[100 100 500 500])

set (gcef()," background",8)

s=1:nd;

plot (s,y(s),s,yp(s))

title (’Esimation with optimal model structure’)
legend (’output’,’prediction ’)

// initial and reduced reg. coefficients
thr=thi(jth);
thp=zeros (1,nPsi—1);

thp (jth)=thr ’;

set (figure (2), ’ position ’,[700 100 500 500])
set (gef(),"background" ,8)

bar ([ thi thp’])

title (’Parameter reduction — selected items are double’)
// prints

disp (° 7)

disp (’Result of parameter reduction ’)

disp( )
printf (’output y, delayed by’),disp(yst’)
if isempty(kst), disp(’constant, no’)

else disp (’constant , yes’),

end

disp(” ")

disp (’Final estimates of reg.coef.’)
Theta=th (: ,$)’

disp (° 7)

disp (’Predicition std’)

s=1:nd;

err=(y(s)—yp(s)’);

Ep=sqrt (errxerr ’/nd);

disp (Ep)

11.7.6 T86estStrS

Odhadovani struktury modelu se simulovanymi daty

Tato uloha zcela odpovida uloze T85estStrR (Odhad struktury s redlnymi daty) Rozdil mezi
témito tlohami je v tom, Ze o generovani dat se musime sami postarat. Vyhodou ale je, ze vime, k
jaké struktute bychom se méli dopracovat nebo muzeme zjistit, jak moc je mozno nami zadanou
strukturu modelu pro simulaci ,,podrobit kompresi“ aniz bychom ztratili pfili§ informace.

121



Teorie

Je stejnd jako pro ulohu T85estStrR. Zde se zminime pouze o odliSnostech v programu.

Program

- vychézi z programu T85estStrR.m pouze de dodélana simulace dat.

Na za¢atku programu je moZno zvolit: f4d maximalniho modelu ord a typ vstupniho signalu
(ndhodny, sinusovy a skokovy). Déle jsou zde b&Zné parametry ulohy a inicializace.

Nasleduje generovani apriornich dat a jejich normalizace.

Potom prichazi cyklus napocitavani statistiky pro apriorni odhad, za cyklem je vypocet bodo-
vych odhadu.

Bodové odhady se dale vyuziji pro odhad struktury modelu, zcela stejné, jako v tloze s redlnymi
daty.

Dalsi ¢asova smycka je vénovana nasledné tloze, pro kterou jsme strukturu modelu odhadovali.
Tak jako v uloze s redlnymi daty se jedna o jednokrokovou piedpovéd vystupu.

Zobrazeni vysledku je také stejné - porovnani vystupu s jeho predpovédi a zobrazeni puvodnich
a redukovanych parametra.

Programovaci triky:

e v simulaci se pouZiva anonimni funkce definovana
psi=0(yu,t) [y(t-1:-1:t-2) u(t:-1:t-2) 1];  ktera se vola piikazem
ps=psi(y,u,t)

e jth=find(abs(thi)>h); d& vektor indext vektoru thi pro jejichz prvky plati Ze jejich abso-
lutni hodnota je vétsi nez h.

Doporucené pokusy

1. Zkuste ménit délku apriornich dat a parametry simulované soustavy, véetné fadu mo-
delu. Sledujte kvalitu pfedpovédi jako kriterium kvality pfedpovédi a tim i redukovaného
modelu.

2. Pro zvolenou soustavu a velky fad maximalniho modelu (napi. 10) ménte hladinu b pro vy-
bér platnych regresnich koeficienti. Sledujte podobnost modelu s odhadnutou strukturou
a modelu pouZzitého v simulaci.

3. Zkuste v programu zmeénit ulohu predpovédi na néjakou jinou, ktera by vyuzivala reduko-
vany model a tak ovérila jeho platnost.
Ptipadné zkuste existujici jednokrokovou pifedpovéd s bodovymi parametry modelu rozsi-
fit na vicekrokovou.

4. Ti, kdo se citi pokro¢ili, mohou zkusit doplnit pfedpovéd ne s bodovymi odhady parame-
tri, ale s celou aposteriorni hp. Budu jim taky drZet palce :) .
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// Model structure estimation (with simulated data)

exec (" Sclntro.sce",—1)

ni=20; // number if initial data

nd=100; // number of data for estimation

h=.1; // level for rejection variable from reg.vec.
ord=5; // initial model order for str. estim.
input=1; // type of input: l=randn, 2=sine, 3=step
// simulated reg. coefficients (2nd order + const.)

al=.6; a2=-.2; // coefs at output

b0=.5; bl=-.3; b2=.1; // coefs at input

k=1; s=.1; // constant , noise std.

select input // selection of input

case 1, u=rand(1,nd+ord, ’norm’);
case 2, u=sin(2«%pi*sin ((1l:nd+ord)/(nd+ord)));
case 3, u—ones(1,nd+ord);

end
y=zeros (1,nd+ord); // initial conditions for output
ths=[al a2 b0 bl b2 k]’; // simulated parameters

// regression vector for simulation (anonymous function)
//psi=@Q(y,u,t) [y(t—1:—1:t—-2) u(t:—1:t—-2) 1]7;

function z=psi(y,u,t), z=[y(t—1:—1:t—2) u(t:—1:t—2) 1]’; endfunction
// initial regression vector for str. est.

nPsi=2«(ord+1)+1; // length of extended reg.vect.

V=eye (nPsi,nPsi)*le—8; // initial information matrix

// INITIAL DATA

ui=rand (1,ord+ni, ’norm’); // input definition (system excitation)
yi(1l:ord)=rand(1,ord, norm’); // initial condition for initial data
// initial simulation

for t—ord+1:ord+ni

ps=psi(yi,ui,t); // regression vector
yi(t)=ps’+«ths+sxrand (1,1, norm’); // simulator
end

// normalization of data
yi=normOn (yi); // normalization od data to
ui=normOn (ui); // ~ mean=0 and std=l1

// INITIAL ESTIMATION
for t—ord+1:ord+ni
Ps—[yi(t:—1:t—ord) ui(t:—1:t—ord) 1]’; // extended reg.vec.

V=V4PsxPs’; // update of statistics
end
Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); // partitioning of stat.
Vp-V(2:$,2:9%);
thi=inv (Vp)*Vyp; // reg. coeff.

ri=(Vy—Vyp’x«inv (Vp)*«Vyp)/ni; // noise variance
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// STRUCTURE ESTIMATION

iPs=[1l:ord (0:ord)+50 0]; // delays o data in reg.vec. (u shifted by 50)
jth=find (abs(thi)>h); // indexes of important reg.coef.

jPs=iPs (jth); // selected delays of variables (>50 are u)
jy=find (jPs <50 & jPs >0); yst=jPs(jy); // yst=delays of y

ju=find (jPs >=50); ust=jPs(ju)—>50; // ust=delays of u

if isempty(find (jPs==0)), kst =[]; // constant yes/no

else kst=1; end

// time loop for dynamic estimation
V=eye (length (jth)+1)xle—8; // initial statistics
for t=ord+1:ord+4nd

// SIMULATION

pss=psi(y,u,t); // pss=gev.vec. for simulation
y(t)=pss’ s« ths+s*rand (1,1, norm’); // simulator
// ESTIMATION
pse=[y(t—yst) u(t—ust) kst]’; // reg.vec. for estimation
Ps=[y(t) pse’]’; // extended reg.vec.
V=V+Ps«*Ps’; // updt of statatistics
Vy=V(1,1); Vyp=V(2:$,1); // partitioning of stat.
Vp=V(2:$,2:8);
th (:,t)=inv(Vp+le—8xeye (Vp))*Vyp; // reg. coeff.
r(t)=(Vy—Vyp’*inv (Vpt+le—8*eye (Vp))*Vyp)/t; // noise variance
// PREDICTION
yp(t)=pse’xth (:,t); // predictor

end

// RESULTS

// plot of output and its prediction

set (figure (1), position ’,[100 100 500 500])

set (gcf(),"background",8)

s=1:nd;

plot(s,y(s),s,yp(s))

title (’Esimation with optimal model structure ’)
legend (’output’,’ prediction ’)

// all and selected reg. ceoefficients

thr=thi(jth);

thp=zeros (1,nPsi—1);

thp (jth)=thr ’;

set (figure (2),’ position ’,[700 100 500 500])

set (gcf(),"background",8)

bar ([ thi thp’])

title (’Parameter reduction — selected items are double’)

~ N AN AN

// prints
disp(’ 7)
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disp ("Result of parameter reduction’)

disp( )

printf (’output y, delayed by’),disp(yst)

printf(’input u, delayed by ’),disp(ust)
)

if isempty(kst), disp(’constant, no
else disp (’constant , yes’),
end

disp(’ 7)
disp (’Final estimates of reg.coef.’)
Theta=th (: ,$)’

disp (° 7)
disp (’Predicition std’)
s=1:nd;

err=(y(s)=yp(s)’);
Ep=sqrt (err*err’/nd);

disp (Ep)

11.7.7 T87estDiLo

Predpovéd s diskrétnim a logistickym modelem
Teorie

Oba modely, jak diskrétni tak i logisticky pracuji s diskrétni modelovanou veli¢inou. P¥itom u
diskrétniho modelu je t¥eba, aby i veli¢iny v regresnim vektoru byly diskrétni, u logistického
modelu se v regresnim vektoru pfipou§téji i spojité veli¢iny. Nicméné, i v logistickém modelu
mohou byt také vSechny veli¢iny diskrétni. Rozdil mezi diskrétnim a logistickym modelem je
potom ten, ze diskrétni model vyhodnocuje pravdépodobnosti vSech moznych stavii systému
(tj. kombinaci hodnot v8ech veli¢in), zatimco logisticky model mezi stavy vytvori ur¢itou délici
kfivku a tim je rozdéli na dvé podmnoziny. Jedné pfifadi y; = 1 a druhé y; = 2. Jde tedy o
urcity druh klastrovani a klasifikace.

V tomto piikladé provedeme obé zminéné tlohy a vysledky porovname.

Program
- mé nasledujici ¢asti:
Na zacatku se zadava pocet dat a generuji se diskrétni data.

V prvni ¢asti programu se provadi odhad diskrétniho modelu a po uziti v8ech dat se pocitaji
bodové odhady. Funkce sum(V,2) s¢ita prvky matice V po fadcich. Vysledkem je tedy sloupcovy
vektor.

Bodové odhady se pak pouZiji pro vypocet jednokrokové predpovédi vystupu.

Zobrazeni vysledku je také stejné - porovnani vystupu s jeho predpovédi a zobrazeni ptivodnich
a redukovanych parametra.
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Jako vysledek predpovédi s diskrétnim modelem se tiskne pocet neshod vystupu s jeho predpo-
védi a graf hodnot vystupu a predpovédi.

V druhé ¢asti programu je stejnd tloha feSena pomoci logistické regrese. Pro jeji odhad i pred-
povéd jsou vyuZity funkce Matlabu a to b=mnrfit(x,y), ktera spocte hodnoty parametru b a
py=mnrval(b,x);, kterd pro dané regresni vektory x a odhadnuté parametry b spocte pravde-
podobnosti toho, ze y; = 1. Bodové odhady se pak ur¢i podle toho, kterd z moznych hodnot
vystupu {1, 2} je pravdépodobné&;jsi.

Jako vysledky se opét tiskne pocet omyli v pfedpovédi a graf s vystupem a jeho piedpovédi.

Programovaci triky:

e Pro odhad diskrétniho modelu pouZivame regresni vektor délky 3 (muZeme pouZit i obecny
regresni vektor délky n). Co pro odhad (i simulaci) potiebujeme je pro konkrétni ¢iselnou
konfiguraci regresniho vektoru urcit fadek tabulky, kam tento vektor patii.

Budeme uvazovat, ze hodnoty v8ech veli¢in regresniho vektoru x, o, --- , z, zafinaji od
jedné a pocty jejich hodnot jsou mq, mo, - -+, m,. Potom fadek i tabulky modelu uréime
podle vzorce

i= MMy oMy (T — 1)+ mpmp 1 (Tn—2 — 1) + My (Tp1 — 1) + 25

viz funkce psi2row.

o Jestlize regresni vektory sefadime po sloupcich do matice x, a plati pfedchozi predpoklady,
pak pocet rtznych hodnot regresnich vektoru zjistime piikazem

m = max(z);

Doporuéené pokusy

1. Pro ruzné simulované modely (s konkrétni funkei - napf. soustava, ktera ma nerada dvakrat
po sobé stejny vystup) sledujte rozdily mezi kvalitou pfedpovédi u obou modela. Kromé
toho je také tieba sledovat velikost tabulky diskrétniho modelu.

2. Zkuste program dokoncit tak, aby oba odhadnuté modely slouzily jako klasifikitory, tj.
aby nové pfichozim regresnim vektorim piifazovaly jejich piiznak t¥idy - bud 1 nebo 2.
Najdéte praktickou interpretaci této klasifika¢ni tlohy.

// Estimation and prediction
// with discrete and logistic model

//

exec (" ScIntro.sce",—1)

// SIMULATION

nd=200; // number of data for estimation
x1=fix (6*xrand (1,nd,  unif’))+1;

x2=(rand (1,nd,  unif’) >.3)+1;

x3=fix (3*xrand (1,nd, ’unif’)+2*rand (1,nd,’unif ")) +1;

x=[x1" x2’ x3’]; // grgression vextors (in rows)
y=((2xx1—5*%x2+x3—3+2+rand (1,nd, 'norm’)) <0)+1; // output
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// DISCRETE MODEL
// estimation

n=max(x,’r’); // numbers of different values in reg.vecs

V=.01xones (prod(n) ,2); // initial statistics for dicrete model

for t=1:nd
i=n(2)*n(3)*(x(t,1)—=1)+n(3)*(x(t,2)—1)+x(t,3); // row index of V
V(i,y(t))=V(i,y(t))+1; // update of information matrix

end

p=V(:,1)./sum(V,2);

th=[p 1-p]; // estimated parameters of disc. model

// prediction

np=>50;

for t=1:nd
i=n(2)*n(3)*(x(t,1)—1)4+n(3)*(x(t,2)—-1)+x(t,3); // row index of V
C[lxxx yp(t)]=max(th(i,:)); // predicton

// RESULTS FOR DISCRETE MODEL

ERR _discrete=sum(y =yp)

disp (ERR _discrete, ”’ERR _discrete (wrong estimates)’)
subplot (121)

plot (1:np,y (1:mp),”. ", 1:np,yp(1:mp), o)

set (gef (),  position ’,[60 60 1200 500]

title (’Estimation with discrete model’)

legend (’output’,’prediction ’)

set (gca(),"data_bounds" ,[0 np+1 .9 2.1])

// LOGISTIC MODEL
[py, yp, yr, b]=IlrEst ([],y,x);

//// estimation

//|b,dev,stats] = mnrfit(x,y); // solution to logistic regression
//// prediction

//py=mnrval (b,x);

//[xxx yL]=max(py’); // solution to logistic prediction
//

// RESULTS FOR LOGISTIC MODEL

ERR _logist=sum(y =yr)

disp (ERR _logist ,”’ERR_logist (wrong estimates)’)

subplot (122)

plot (1:np,y(l:np),’.  ,1:np,yr(l:np),’0’)

legend (’output’,’prediction ’)

title (’Estimation with logistic regression ’)

set (gca(),"data_bounds",[0 np+1 .9 2.1])
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11.8 Pomocné procedury

— DISKRETNi MODEL —

11.8.1 dsim

Simulace diskrétniho modelu

Realizuje se generovani vystupu s hodnotami {1, 2} diskrétniho systému popsaného pravdépo-
dobnostni funkei f (y|us, y:—1) zadané napf. tabulkou

Uy |y =1y =2

1,1 0.2 0.8
1,2 0.6 0.4
2,1 0.1 0.9
2,2 0.3 0.7

)

Program

- vyuZziva funkci psi2row které k regresnimu vektoru [us, y:—1] urci &islo fadku tabulky ktera
tomuto regresnimu vektoru odpovida a podle jehoz pravdépodobnosti se vystup generuje.

Piikaz yy=rand<th(i,1) generuje hodnoty 1 a 0 s pravdépodobnostmi th (i,1)a 1 — th (i, 1),
piikaz y=2-yy tyto hodoty pfevadi na 1 a 2.
function y=dsim(u,yl,th)

// y=dsim (u,yl,th) Simulation of a disctrete system

// y  mnew output

// u input
// yl old nput

i=psi2row ([u y1]); // index of conditional regressor

yy=rand (1,1, unif’)<th(i,1); // probability of conditional regressor
y=2-yy; // output (with values 1, 2)
endfunction

11.8.2 psi2row

K diskrétnimu regresnimu vektoru pocita odpovidajici ¢islo fadku jeho
tabulky modelu

Diskrétni model je reprezentovan pravdépodobnostni tabulkou. Regresni vektor uréuje fadek ta-

bulky s pravdépodobnostmi, podle kterych se simuluje vystup. Tato funkce k danému regresnimu
vektoru pocité ¢islo fadku.
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function i=psi2row (x,b)
// i=psi2row(x,b) i is row number of a model table corresponding

// to regression vector x with the base b;

// elements of x(i) are 1,2,...,nb(1)

// it is based on the relation

// i=b(n—1)b(n—-2)...b(1)(x(n)—1)+...+b (1) (x(2)-1)+x(1)

n—=length (x);
if argn(2)<2, b=2xones(1l,n); end

b=[b(2:n) 1];
i=0;
for j=1:n
i (ix ()~ 1)b(j);
end
i=i+1;
endfunction

11.8.3 row2psi

K ¢&islu fadku tabulky modelu se pocita odpovidajici regresni vektor
Diskrétni model je reprezentovan pravdépodobnostni tabulkou. Regresni vektor urcuje radek

tabulky s pravdépodobnostmi, podle kterych se simuluje vystup. Tato funkce k danému ¢islu
fadku pocita regresni vektor.

function x=row2psi(i,b)

/] x=row2psi(i,b) generates a discrete rgegression vector

// with a base b that corresponds to the

// i—th row of a table of the discrete model

// it is based on the relation

// i=b(n—1)b(n—2)...b(1)(x(n)—1)+...4+b (1) (x(2)-1)+x(1)

if isscalar(b), n=b; b=2xones(1,n);

else n=length (b); end

if i>prod(b)
disp (’ERROR: The row number is too big’)
return

end

i=i—1;

for j=1:n
i=i/b(n—j+1);
x(n—j+1)=round ((i—fix (i))*b(n—j+1)+1);
i=fix (1);

end

endfunction
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11.8.4 allRows

Generovani viech regresnich vektord s bazi b

Generuje viechny mozné kombinace hodnot regresnich vektori [v1, va, -+ ,v,]) kde vy € {1,2,--- ,b1},
vy € {1,2,--- ,ba}, - v, € {1,2,--- by}, kde b; > 1, cela. Vektor b = [by,bo, - - - , b,] nazyvame
béazi regresnich vektor.

Program

- vyuziva funkci row2psi kterd k poradi fadku tabulky popisujici diskrétni model pfifazuje
piislusny regresni vektor [vy,ve, -+ ,v,] v rAmci zadané baze regresnich vektort.

function x=allRows(b)

// x=allRows (D) generates rows of the table x
// of all discrete regression vectors
// with the base b (elements are 1...nb)

if isscalar(b), b=2xones(1,b); end

n=prod (b);

n=length (b);

x=zeros (m,n);
for i=1m

x(i,:)=row2psi(i,b);

end

endfunction

— SPOJITY MODEL —

11.8.5 Gauss2

Rozklad matice na horni trojahelnik diagonalu a dolni trojtihelnik

Pocita hodnotu norméalni hp pro dané dvourozmérné x = [xl,xg]/ a zadané charakteristiky -
stfedni hodnotu m a kovarian¢éni matici R.

Program

.-+ pocCita jednak hodnotu hp, jednak hodnotu logaritmu hp. Divod je tem, Ze hustota normaél-
niho rozdéleni rychle utikd k nule a hodnoty pro dva rtzné body x nelze dobie rozlisit. Pak je
potieba pouzivat logaritmy.

function [p,Lp]=Gauss2(x,m,R)
// p—Gauss2(x,m,R) Two dimensional Gaussian pdf
// p — value of Gauss pdf
// Lp — logarithm of p
// m — mean

130



// R — covariance

x=x(:); mem(:); // column vectors
k=1/(2«%pixsqrt (det(R))); // constant part
ex=(x-m) *inv (R)*(x—m); // exponential part
p=kxexp(—.5xex); // the whole pdf
Lp=log (k) —.5%ex;

endfunction

11.8.6 v2th

Vypocet bodovych odhada parametri jednorozmérného regresniho mo-
delu ze statistiky

Teorie

Statistiku rozdélime ,
v, V
V = [ v yy ]
Voo Vo
kde pro staticky model V}, je ¢islo, V. je sloupcovy vektor a Vi, je matice 2x2.
Bodové odhady se spoc¢tou takto:

. - V=V Vi Vi
0=V, "Vyy a = o

kde je odhad regresnich koeficientii a 7 je odhad kovariance 8umu, n je pocet dat.

Funkce rozdéli informa¢ni matici V' na odpovidajici ¢asti a spocte bodové odhady regresnich
koeficientu, pripadné bodovy odhad rozptylu Sumu.

function [th,s2]=v2th(V,n)
// th=v2th (V)
// Computation of point patameter estimates
//  from information matrix for scalar output
// th point estimates of regression coefficients
// s2 point estimate of noise variance
// V  information matrix (statistics)
// n  number of data used

Vy=V(1,1); // partitioning ov V
Vyf=V(2:end ,1);
Vi=V(2:end ,2:end);
th=inv (Vf)*Vyf; // reg. coefficients
if nargin==

$2=(Vy—Vyt’sinv (Vf)«Vyf) /n; // mnoise variance

else s2=NaN; end // if n is not set, only
// reg.coefs are computed
endfunction
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11.8.7 v2th2

Vypocet bodovych odhadi parametri dvourozmérného regresniho mo-
delu ze statistiky

Teorie

Statistiku rozdélime

v, v
V = [ Y Y ]
Vg Vy
kde pro staticky model V, je matice 2x2, V,y je fadkovy vektor a V,, je ¢islo.

Bodové odhady se spoctou takto:

1 V- V’wvyw/vw
9 = %Vy¢ ar= yn

kde 4 je odhad regresnich koeficientii a # je odhad kovariance §umu, n je pocet dat.

Funkce rozdéli informaé¢ni matici V' na odpovidajici ¢asti a spo¢te bodové odhady regresnich
koeficientt, pripadné bodovy odhad kovariance Sumu.

function [th,s2]=v2th2(V,n)
// [th,s2]=v2th2(V,n)
// Computation of point patameter estimates
// from information matrix for
// two—dimensional y and static model
// V  information matrix
// n data counter

// paratitionong of V

Vy-V(1:2,1:2);

Vyf=V(3,1:2);

V=V (3,3);

// regression coefficients

th=Vyf/(Vf+le—8);

// covariance

if argn(2)>1

s2=(Vy—Vyf’sth)/n;

else s2=%nan; end

endfunction

— STAVOVY MODEL —

11.8.8 Kalman
Kalmaniv filtr

Provadi jeden krok odhadu stavu z méfenych velicin.
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Program

- sleduje vyvoj charakteristik popisu stavové veli¢iny podle teorie.

function [xt,xf,Rx,yp]=Kalman(xt,yt,ut,M,N,A,B,Rw,Rv,Rx)
// [Xt7Xf’ey7R‘X7yp]:Kalman(Xt’yt7Ut 7M7N5A7B7R‘W7RV’RX)
// Kalman filter for state estimtion with the model

// xt = Mxxt + Nsxut + w
// yp = Axxt + Bxut + e
// xt state

// Rx state estimate covariance matrix

/] yp output prediction

/] yt output

// ut input

// M,N  state model parameters
// A,B  output model parameters

// Rw state model covariance

// Rv output model covariance

yp=Axxt+Bxut ; // output prediction

Ry=Rv+A*Rx*A’; // mnoise covariance update

Rx=Rx—Rx*A’xinv (Ry) *AxRx; // state est. coariance update

ey=yt—yp; // prediction error

KG=Rx*A’xinv (Rv); // Kalman gain

xt=xt+KGxey ; // data update of the state

xf=xt; // filtered state

xt=Mxxt+N*ut ; // time update of the state

Rx=RwM*xRx+M’ ; // time updt. of state covariance
endfunction

— LOGISTICKY MODEL —

11.8.9 logit

Funkce logit

Pocita hodnotu funkce logit

logit (p) = In <1pip> )

kde p je pravdépodobnost a logit (p) € R.

function z=logit (p)
// z=logit (p) function logit log(p/(1-p))
// z value of logit (from R)
// p probability (from (0,1))
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z=log (p./(1-p));
endfunction

11.8.10 logit inv

Funkce inverzni k funkci logit

Poéita hodnotu funkce inverzni k logit

exp {z}

logi,inv (Z) = m,

kde z je realné ¢islo a p je pravdépodobnost.

function p=logit inv(z)
// p=logit inv(z) function inverse logit: logit ~(—1)
// p value of the function (probability from (0,1))
// 7z argument of the function (from R)

p—exp(z)./(1+exp(z));
endfunction
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11.9 Dicretization of differential equations

Tato Cast bude preloZena, jen co zase naberu sily :) Zatim alespon anglicky.

11.9.1 Elementary differential equations

First order equations The first order homogeneous differential equation with constant co-
efficients has the form

y' +agy =0, y(0) = 7o (11.3)
Characteristic equation is linear with unique solution
Adag=0 — A= —ag (11.4)

The solution to the differential equation (11.3) is

y(t) = goe™ (11.5)

Second order equations The second order homogeneous differential equation with constant
coefficients has the form

Y + a1y’ + apy =0, y(0) = g0, ¥ (0) = (11.6)

Characteristic equation is quadratic
)\2+a1)\+a0 =0 (11.7)

with the following types of solution

1. Two different real roots \; and A\

The equation (11.6) is
Y — (M +A2)y + Aoy =0

The solution is
y(t) = e’ 4 e, (11.8)

where the coefficients ¢ can be obtained as a solution of the set of linear equations
atec = Yo
Arer +Aec2 = 41
which gives the solution

c1 = (Aayo — Yo)/ (A2 — A1) and ez = (Myo — yp)/ (A1 — A2)

2. Omne real double root \

The equation (11.6) is
Y —2x + Xy =0

The solution is
y(t) = creM + cote, (11.9)
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where the coefficients ¢ can be obtained as a solution of the set of linear equations
a = %Yo
Acitec = T

which gives the solution
c1 =90 and c2 =y — AYo

3. Two complex roots \; = p+wi and Ay = p — wi

The equation (11.6) is
y//_2py/+p2+w2:0

The solution is
y(t) = c1e”" cos(wt) + coe”’ sin(wt), (11.10)

where the coefficients ¢ can be obtained as a solution of the set of linear equations

= Yo
pcrtwe = 4
which gives the solution

c1 =790 and ¢z = (71 — pfo)/w

11.9.2 Elementary difference equations

Here, we will consider discrete time k for which it holds ¢ = £T', where ¢ is continuous time and
T is a fix period of sampling.

First order equations The first order homogeneous difference equation with constant coef-
ficients has the form

Yr+1 + aoyr = 0, Yo = Yo (11.11)

Characteristic equation is linear with unique solution
)\+a0:0 - A= —ap (1112)
The solution to the differential equation (11.11) is
yk = Jo-A" (11.13)
Second order equations The second order homogeneous difference equation with constant

coefficients has the form

Yr+2 + a1yr+1 + aoy =0, Yo = Yo, = y1 = U1 (11.14)

Characteristic equation is quadratic
M 4tad+ap=0 (11.15)

with the following types of solution
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1. Two different real roots \; and )\,
The equation (11.14) is

Y2 — (A1 + A2) U1 + Moy =0

The solution is
Ur = A+ )b, (11.16)

where the coefficients ¢ can be obtained as a solution of the set of linear equations
catce2 = Yo
Arer +Aec2 = 41
which gives the solution
cr = (2o — §1)/(1 = A1) and c2 = (Mo — §1)/(1 = Az)

2. One real double root \

The equation (11.14) is
Yk+2 — 2AYp41 + /\2y =0

The solution is
Uk = AN+ ek AR, (11.17)

where the coefficients ¢ can be obtained as a solution of the set of linear equations
c = Yo
)\Cl + )\CQ = @1
which gives the solution
Cc1 = :l]o and Cy = Z]l/)\ — go
3. Two complex roots \; = p+wi and Ay = p — wi

The equation (11.14) is
Ykt2 = 2pYks1 + p° +w® =0

The solution is
yr = |c|"[c1 cos(wk) + ¢ sin(wk)], (11.18)

where the coefficients ¢ can be obtained as a solution of the set of linear equations
a = %o
01|R6)\| +02|Im)\| = 3]1
which gives the solution

c1=yo and cz = (§1 — Jo|ReA|)/[ImA|

11.9.3 Discretization of a continuous model

Our aim is to construct a discrete regression model whose output is a sampled output of the
corresponding continuous one - homogeneous differential equation of 1st or 2nd order with
constant coefficients. We will call this task discretization.

Let us denote the continuous time by ¢ and the discrete time by k. It holds
t=kT, T is a period of sampling.
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First order

Consider a homogeneous differential equation with constant coefficient

y' 4 apy =0, Yo = Yo- (11.19)

Then the equivalent difference equation (whose response is the sampled response to the differ-
ential one) is

Yk+1 = AoYk, where Ay = e~ %7, (11.20)
Solution: The solution to the differential equation is

Y = Goe ™.

To get the discrete version of the solution, we set ¢ = k for actual sample and t + 7 =k + 1
for the shifted one. So, for the actual sample, the solution the same but the substitution & for
t and for the shifted sample it holds

—ao(t+T) _ goefagtefagT _ efaoTy

Yk+1 = Ye+T = Yoe k

which proves (11.20). <«

Second order

Two distinct real roots

Let us consider a homogeneous differential equation with constant coefficients
Y +ary +ay=0,  yo="0, Y= (11.21)
whose characteristic equation A2 + a1\ + ag = 0 has two different real roots A\; and .

Then the equivalent difference equation (whose response is the sampled response to the differ-
ential one) is
Yk+2 = A1Yk+1 + AoYk, (11.22)

where
Ay =eMT eteT Ag = —ePr )T (11.23)
Solution: A response to the considered continuous model is

At Aot

Y = c1€ + coe™?.

Sampling with ¢ = kT and the denotation y; = yxr gives

g = 1M | e hT

This sampled response must obey the difference equation
Ykt2 = A1Yk+1 + AoYk-

We express still the shifted responses

Ye+1 = C1€
cle,\lkTe,\lzT

AlkTe)\lT + Cze)\sze)‘zT

A2 kTe)\g 2T

Yk+2 + coe
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and notice that they all are expressed in the basis with items e**7 and e***”, Thus we substitute
into the difference equation and obtain

Cle)\lkTe)\12T+Cge)\2kTe)\22T :Al(cle)‘lkTe)‘lT+02e)‘2kTe)‘2T)+A0(cle)‘1kT+02e)‘2kT).

The coefficients B and A will be obtained by the comparison of items with the same basis
element. We obtain the following system of equations

Cle)\12T = Alcle’\lT + Aoy
Cge/\ZzT = A102€>\1T + A[)CQ.

The coefficients ¢ get canceled (what is important) and the solution to this system is just what
we want to prove. <

One double root
Let the characteristic equation of (11.21) has one two-fold solution A = A;.
Then the equivalent difference equation (11.21) has the coefficients

Ay = 2eMT Ay = —e*MT (11.24)
Solution: The proof is formally the same as for the two distinct roots, only with basis elements
eMFT and kTeMFT,
The response to the continuous system is

yp = cre™M! + cote™!

After expressing the sampled response and its shifted variants, substituting into (11.22) and
comparing the terms at the individual basis items, we obtain the following set of equations

12MT £ 2, TeMT = Ajc;eMT + A TeseMT + Apey

CQQQAIT = Alcge)‘lT —+ AQCQ

Again, the solution is just what we wanted to proof. <

Two complex roots
Let the characteristic equation of (11.21) has two complex roots A\; = p 4+ wi and Ay = p — wi.

Then the equivalent difference equation (11.21) has the coefficients
Ay = 2eT cos(wT), Ag = —e*T (11.25)

Solution: Again, the proof is formally the same as for the previous cases, only with the basis
elements eP*Ts(@kT) and ePkT cos(wkT).

The response of the continuous system is
yr = c1e”’ cos(wt) + coe’ sin(wt)

After expressing the sampled response and its shifted variants, substituting into (11.22) and
comparing the terms at the individual basis items, we obtain the following set of equations

—c10?PT sin(2wT) + 20?1 cos(2wT) = —Ajcie!T sin(wT) + Ajcae?T cos(wT) + Agea
cre2PT cos(2wT) + cae?PT sin(2wT) = AjcefT cos(wT) + AjcoefT sin(wT') + Apcy

Once more, the solution is just what we wanted to proof. <
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