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Druhy proud poznani sméfoval k obecné teorii relativity pfes neeuklidovskou geometrii. EUKLEIDES stavi ve
svych Zikladech geometrii na néasledujicich péti postuldtech:

1. Dva body lze vzdy spojiti (jedinou) p¥imkou.
2. P¥imou ¢aru omezenou lze vzdy prodlouziti.
3. Z libovolného stfedu a poloméru lze vzdy sestrojiti kruznici.
4. VSechny pravé thly jsou mezi sebou ekvivalentni.
5

. Protina-li p¥icka dvé pfimky a tvofi-li s nimi na téze strané dva vnitini thly o sou¢tu mensim, nez dva

pravé (180°), tyto dvé pf¥imky - v pfipadé nutnosti prodlouzeny - protinaji se na téze strané pricky, kde je
soucet zminénych dhlé vnitfnich mensi nez dva pravé. !

Na prvni pohled vidime, Ze paty postulat je o poznani delsi a slozitéj$i nez postulaty pfedchozi. V tomto smyslu
kazi jinak esteticky velmi krasnou stavbu geometrie. Pro Staré Reky také nebyl zdaleka tak ziejmy jako postulaty
piedeslé. 2 To oboji vedlo ke snaze paty postulat dokazat z axiomt a postulatd predchazejicich. Staleti netispéchti
vedla GroroLama SaccHERIHO (1667 - 1733) k pokusu o diikaz sporem. Pokusil se vybudovat jakysi nepfirozeny
geometricky svét, ve kterém paty postulat neplati, kdeZto ostatni axiomy a postuldty ano. Oc¢ekaval, ze dfive ¢i
pozdéji v tomto svété narazi na spor a tento svét se zhrouti. Povazme, jaké sebezapfeni asi vyzadovalo vSestranné
rozvijeni teorie, kterd méla slouzit jen k tomu, abychom ji nakonec prohlésili za neplatnou.

Saccheri dospél k mnoZstvi podivnych vyrokt, které v jeho svété platily. Naptiklad nelze sestrojit ¢tverec ¢i
obdélnik. Soucet tthlti v libovolném trojtihelniku je mensi neZ dva thly pravé. Ke kazdé pfimce l1ze bodem, ktery
na nf nelez{ vést vice riiznych pfimek, které ji neprotnou.

Posledni tvrzeni si zndzornéme obrazkem.

IP¥i podrobném studiu Eukleidovych Zdkladii zjistime, ze nékteré postuléty, o které se dale opira, zformulovat opomnél. Jde napiiklad o
tvrzeni, Ze jestlize p¥imka vchazi do trojithelnika ABC bodem A, pak jisté protne i stranu BC. Dle [4, strana 29]. Postulaty pfevzaty z Vaclav
Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie, Jednota Ceskoslovenskych matematikti a fysikii, Praha, 1949, [2, strana 11].

2Platnost prvnich étyf Eukleidovych postulatti nazirdme uz tehdy, kdyZ si v mysli pfedstavime jen potencidlné nekone¢nou rovinu nebo
prostor. Pfi libovolném zvétsovani této koneéné roviny vSak budou existovat dvojice téméf rovnobéznych p¥imek, které se neprotnou a pro
které tudiz postulat paty neplati. Myslet si, Ze v8echny takovéto pfimky vymizi, miizeme aZ tehdy, budeme-li pracovat v roviné ¢i prostoru
jiz rozepnutém do nekonecna, tedy aktudlné nekone¢ném. A to byl pro Staré Reky problém.

Jejich matematika a geometrie byla totiZ jen potencidlné nekone¢nd. Uznavali, Ze v pfipadé potieby mtizeme tsecku ¢i tfeba ¢iselnou fadu
vzdy prodlouzit, v kazdé fazi prodluzovani ji v8ak chapali jako kone¢nou. KdyZz bychom jim fekli: ,Pfedstavte si mnoZzinu v8ech pfirozenych
isel,” zacali by se silné boutit. Vzdyt téch je nekonecno a tudiz, at si jich pfedstavim kolik chci, tfeba aZ po néjaké obrovské n, stejné vzdy
budou existovat ¢isla n + 1 a dalsi, kterd mé predstava jizZ neobsahuje.

Zmeénu prineslo az kiestanstvi zvéstujici vSemohouciho a nejvyse milujictho Boha. Ten by pfece mél umét, diky vSemohoucnosti, si vSechna
piirozena (isla pfedstavit. Giorpano Bruno Sel jesté dal a tvrdil, Ze v8emohouci a nejvyse dobry Biih si nekone¢no dovede nejen pfedstavit,
ale i stvofit. A jisté je i stvoril. Nebot nekone¢ny svét je urcité lepsi nez koneény. Nekoneény totiZ mtiZze obsahovat ten kone¢ny a jesté néjaké
dobro navic. KdyZz by Bith nas svét tedy nestvofil nekone¢ny, pak proto, Ze nechtél, ale pak by nebyl nejvyse dobry, nebo nemohl, pak by
ale nebyl véemohouci. Bruno tedy dospivé k zdvéru, Ze nas svét aktudlné nekoneény je a musi byt a hledd jej.

Kde ale tento nekone¢ny svét je? Stejné jako Clovék anticky ¢i ¢lovék sttedovéky védél, Ze at je Zemé placka nebo koule, at si planety
poletuji kolem Slunce nebo kolem Zemé, to vSe se déje uzavieno v obrovské sice, ale kone¢né kouli - sféfe nebeské. A hvézdy, to jsou dirky
v této sféfe, kterymi prosvitd svétlo z prvniho nebe. Kde ale je ten nekoneény svét? Znovu se zahledél ke hvézddm a napadlo jej, Ze ta
svétylka nejsou dirky v nebeské béani, ale dalsi slunce a dalsi svéty. A pohled na no¢ni oblohu je vlastné pohledem do aktudlniho nekonec¢na.

V pozdéjsich staletich se z pfedstavy, Ze Biih si dovede pfedstavit vSechna ¢fsla nebo aktudlné nekone¢nou pifmku, a z toho, Ze my
muZzeme uvaZovat o takovémto Bohu, néjak zrodila pfedstava, Ze o nekone¢nych p¥imkach & viech ¢éislech nakonec miizeme uvaZovat i my.
Ci snad si je dokonce umime i piedstavit. Na tomto zdklad& pak vznikla naptiklad CaNTOROVA teorie mnozin.

(Volné dle Petr Vopénka: Uhelny kimen evropské vzdélanosti a moci: Souborné vyddni Rozprav s geometrif, Prah, Praha, 2000, [3].)
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Obrézek 1: Pfimka a jeji soubézky a rozbézky

Primky, které pfimku a neprotnou, prochézeji Sedivou oblasti. Mezni pfimky s; a sy, které pfimku a jesté
neprotnou, se nazyvaji soubézky. Ostatni pfimky, které pfimku a neprotnou a které jsou soubézkami sevieny, se
nazyvaji rozb&zky. Jedna z rozb&zek - r - je kolma na kolmici k. Uhel « se nazyva thlem soub&Znosti.

Studiem rozbézek a soubézek ziskal Saccheriho nastupce JoHanN HEINrRICH LamBErT jeden z nejpozoruhod-
n&jich poznatkti o tomto neeuklidovském svété - absolutnost délek. 3 Kazdé vzdalenosti PQ z naseho obrazku
totiz jednozna¢né odpovidd néjaky ostry thel soubéznosti & a opacné. A protoze velikosti Ghld absolutni jsou,
jsou absolutni i délky.

Za jednotku délky mutizeme zvolit napf. délku odpovidajici poloviné pravého thlu. Tuto délku k budeme
nazyvat parametrem hyperbolického geometrického svéta. Parametr k ma mnoho zajimavych vlastnosti.

Pokud napf. budeme sestrojovat stile vétsi a vétsi pravothlé rovnoramenné trojihelniky, jejich vysky se
budou pouze zespoda blizit k hodnoté k a nikdy ji nedosahnou.

Nebo pokud na osovém kiizi ve vzdalenosti a od stfedu vytvofime ¢tyfi kolmice, ty se protnou a vytvori
pravidelny ¢tyftahelnik. To vSak jen pokud a < k. Pokud bude a > k, utecou kolmice po zptisobu hyperbol do
nekone¢na a nikdy se neprotnou.

Mnohé vlastnosti Saccheriho svéta byly chapany jako sporné. Vzdy vSak se postupné prosadil ndzor, Ze to
jsou vlastnosti sice podivné, o ¢isté logicky spor vSak nejde. Saccheriho svét tak nebyl znicen a paty postulat
nebyl dokazan.

To vedlo k radikalni zméné pohledu na Saccheriho svét. ,Tento dtisledek mé v sobé cosi vdbného, co lehko
vzbuzuje pfani, aby tfeti hypotéza byla pfece jen pravdiva,” pise 1766 Lambert o dojmu, ktery v ném vyvolal objev
absolutnosti délek. CarL FriepricH Gauss byl asi prvni, kdo o tomto svété opravdu uvazoval jako o potencidlné
mozném. Dokonce pteméfil thly v trojahelniku alpskych vrcholkt Brocken - Hohenhagen - Inselsberg, 4 zda je
soudet vnitfnich thlti opravdu 180°. V rdmci ptesnosti méfeni viak odchylku nezjistil. > Gauss o neeuklidovském
svété nikdy nic nevydal.

,Méame celkem dvoji geometrii: geometrii v uzsim slova smyslu, totiz Eukleidovu, a pak astralickou ge-
ometrii,” piSe 1818 F. K. Scuweikart Gaussovi. Astralickou geometrif mini geometrii neeuklidovskou.

,Nyni nemohu vic ¥ici nez tolik, Ze jsem z niceho stvofil novy svét,” napsal 1823 otci madarsky matematik
Janos Boryar Svij dnes slavny Appendix o tomto svét€ napsal 1825 a vydal jej 1832 jako dodatek ke knize svého
otce. Jeho dila si vSak nikdo nepovsiml.

Také prace O nacalach geometrii NikoLAJE IvaNovICE LoBaCEvskEHO z let 1829 - 1830 nevyvolala zadny zdjem.
Kdyz Lobacevski pozéddal o posouzeni svého spisu petrohradskou Akademii véd, napsal akademik Ostrogradsky:
,Autor, jak se zda, postavil si jako cil psat tak, aby mu nebylo viibec rozumét . .. V3e, co jsem pochopil z geometrie
pana Lobacevského, je vice nez podpriimérné. Vsechno, co jsem nepochopil, bylo zfejmé Spatné vyloZeno a lze
tudiz tézko lustit. Z toho jsem ucinil zavér, Ze kniha pana rektora Lobacevského je poskvrnéna chybou, je nedbale
napséna a nezasluhuje tudiZ pozornosti Akademie.”

3 Absolutnosti tihlt myslime fakt, Ze si patfi¢ny tihel, napt. 45°, miize kdokoli kdykoli vyrobit (napt. ptilenim a skladanim z Ghlu p¥fmého),
aniz by bylo tfeba posilat mu k tomu né&jaky etalon. Uhly jsou absolutni v Eukledové, Lobadevského i Riemannové svéte.

Absolutnosti délek myslime fakt, Ze si uréitou délku miize kdokoli kdykoli vyrobit, aniZ by bylo tfeba posilat mu tentokrat néjaky délkovy
etalon. Délky jsou absolutni v Lobacevského i Riemannové svété, v Eukleidové nikoli.

Absolutnost rozmérti v Lobacevského i Riemannové svété si miizeme lehce vysvétlit ndsledujicim zptisobem: V Riemannové geometrii
je soucet hla v trojahelniku vétsi nez 180°(jako v trojihelniku na kouli), v Lobacevského mensi nez 180°. V obou piipadech je odchylka
od 180° tmérna obsahu trojithelniku. Rovnostranny trojihelnik se sou¢tem thlti 181° (resp. 179°) tedy mtiZeme sestrojit jen v jedné jediné
velikosti a jeho stranu tedy pouZit jako absolutné platné méfitko.

*Trojahelnik ma strany 69, 85 a 197 km. Dle [1, strana 23]

5Také Lobacevski uvazoval moznost, Ze by nas svét mohl byt svétem hyperbolickym. Parametr k se pokusil ur¢it méfenim astronomickym.
Pouzil k tomu pravouhly trojihelnik s odvésnami Zemé Slunce a Zemé Sirius. Zjistil, Ze parametr k je alespori 166 320-ti ndsobek poloméru
zemské drahy. Pro praktické ticely miizeme tedy nd3 svét povazovat za euklidovsky. Dle [2, strana 99].



Lobacevsky, nepochopen, se snaZil cely Zivot poznanou pravdu a hyperbolicky geometricky svét hajit. ©
Vaznost si mySlenka neeuklidovskych geometrii v8ak ziskala teprve tehdy, kdyZz byly vytvofeny jejich mod-
ely v klasickém euklidovském svété. Naptiklad PoincaréHo model uvazuje v oteviené poloroviné pulkruznice
se stfedem na hranici poloroviny a polopfimky kolmé na hranici této poloroviny. Pokud tyto polopfimky i
polokruznice nazvu souhrnné Lobacdevského pfimkami a zavedu piislusnou metriku, plati pro né vsechny vlast-
nosti Lobacevského hyperbolické geometrie. /

K neeuklidovské geometrii je mozné pfistupovat z nékolika stran. MtiZeme vychézet z axiomatiky, jak to ¢inili
Gauss, Schweikart, Bolyai, ¢i Lobacevski. Jinym p¥istupem je vychodisko KLemnovo. Ten si povsiml, Ze vlastnosti
Gtvard v roviné se neméni, pokud je posuneme, oto¢ime, &i piezrcadlime. Tedy pokud X' = X cos ¢ + Y'sin ¢ + Xp
aY =g¢(—Xsing+Ycos¢)+ Yy, kde ¢ = £1. Klein navrhl pojem geometrie zevSeobecnit tak, Ze pfipustime
obecnéjsi grupu transformaci X' = a;1 X +apY + by a Y’ = ap X +anY + by a budeme studovat invarianty, které
se pii té ¢i oné grupé transformaci nezméni.

X3 1
Napftiklad obsah trojihelnika lze vyjadfit pomoci determinantu S = | Xo Y> 1 |. Ten se transformuje
X3 Y3 1
X o1 X3 1
takto: | X5 Y5 1| = (apaxp —apaz)| X2 Yo 1 |. Obsah trojuhelnika je tedy invariantem pravé v téch
X, vpo1 X3 Y3 1

geometriich, kde ay1a2 — ajpay = 1.

Vyslovme nyni Kleintiv princip: Je déna rovina a v ni grupa transformaci. Ukolem geometrie je studovat
vztahy, které se transformacemi této grupy nezméni. 8

Jinym zptisobem, jak se mtizeme pfiblizit k neeuklidovskym geometriim je pfistup ze strany diferencidlni
geometrie. Tuto cestu zvolil BERNHARD RiEMANN. Ten objevil moznost nové geometrie, geometrie eliptické.

V této geometrii nelze vést bodem, ktery nelezi na pfimce 4, Zddnou pfimku, kterd by pfimku a neprotla. A
soucet thldl v trojahelniku je vétsi nez 180°.

Jak je to ale mozné? Vzdyt uz Saccheri dokazal, Ze tomu tak byt nemtize. Pfi bliz§im pohledu na dtikaz vSak
zjistime, Ze Saccheri pfedpokladdal, ze tisecky mohou byt libovolné dlouhé. V Riemannové eliptické geometrii
maji v8ak i pfimky jen kone¢nou délku (stejnou) a jsou uzaviené, podobné jako kruznice. Usecky samozfejmé
nemohou byt delsi neZ pfimky. Polovinu délky pfimky budeme nazyvat parametrem eliptického geometrického
svéta. Vidime, e i v eliptickém svété jsou délkové rozméry absolutni.

Ze svéta euklidovského, hyperbolického a eliptického jediné euklidovsky nemé absolutni rozméry. Jak je na
tom nas svét redlny?

Ve svété, v némz rozméry absolutni nejsou, bychom z uskute¢nitelnosti néjakého objektu méli usuzovat,
Ze je uskutecnitelny i tyZ objekt libovolné zvétseny ¢i zmenSeny. Tedy napfiklad atomy uhliku bychom méli
nachdzet v nejrtiznéjsich velikostech. To v8ak nepozorujeme. Naopak, velikosti vSech druhti atomi, nakolik o
nich méiZzeme mluvit, jsou konstantni. Rozméry v nasem svété, resp. v té jeho Casti, kterou zname, jsou tedy
absolutni a euklidovsky geometricky svét tedy mtzeme jako piesny model nageho prostoru zavrhnout. 1

A k tomuto pozoruhodnému zavéru nepotiebujeme ani teorii relativity.
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107 toho vsak neplyne, ze by na$ svét musel byt hyperbolicky ¢i elipticky. Je mozné uvazovat i mnohé jiné geometrie. Nelze zavrhnout
ani pfiblizné eukleidovsky svét, ke kterému se jako k jedné ze tif variant na konci naseho miniseridlu dopocitame.
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