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Asi bychom se divili, kdybychom vzali pravitko a jeho délka by se pfi kazdém pootoceni nebo posunuti
zménila. Délka je v euklidovském prostoru invariantem danym Pythagorovou vétou: Al> = Ax? + Ay* + Az,
kde x, v,z jsou kartézské soufadnice. Pfi otoceni ¢i posunuti soufadné soustavy se jednotlivé soufadnice ménit
budou, Al vSak ziistane stejna.

Specialni teorie relativity vSak fikd, Ze v pohybujicich se inercidlnich soustavach se budou délky Al zkracovat
a pfesné invariantni tedy nebudou. Invariantni viak bude &tyfinterval As dany predpisem As? = —c?At? +
Ax? + Ay* + Az Je to takové zobecnéni vzdélenosti pro ¢asoprostor. Tato veli¢ina ztistane ve vech inercidlnich
soustavach stejn4. !

Podivejme se, jak mtiZeme ¢tyfinterval zapsat pomoci obecnych soufadnic v obecné teorii relativity: V lokal-
nich inercilnich systémech bude tvar stejny jako ve specidlni teorii relativity: >
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je tzv. Minkowského tenzor. ProtoZe pro obecné soufadnice plati: dx7 = g’éz dcg®, resp. d¢* = %dx”, miiZeme
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je metricky tenzor. Ten ndm ¥ik4, jak v obecnych soufadnicich mé¥it v plochém &i zakfiveném svété casoprostorové
vzdalenosti.

Piiklad s vdlcovymi soufadnicemi V tomto pfikladé si vezmeme obycejny euklidovsky prostor, jen misto
kartézskych soufadnic budeme uvazovat soufadnice valcové: ¢, R, ¢, z. Plati znamé vztahy, které zndme za sttedni
Skoly. Jen jsme obvykle mislo @1,52, 63 psali x,v,z: CO = ct, él = Rcos g, Cz = Rsing, 63 = z. Pak napt.
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% = cos ¢. Po dopocitdni a dosazeni dalsSich derivaci ziskdme:
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1Ukézat se to da snadno pro &astici letici rychlosti svétla: Ta za ¢as At uleti n&jaké Al. Tedy c.At = Al Tedy At = Ax? + Ay? + AZ?.
Tedy —c?At? + Ax? + Ay* + Az? = 0. ProtoZe rychlost svétla je ve viech inercidlnich soustavich stejnd, bude tato rovnice platit ve viech
téchto soustavach. Jednotlivé Af, Ax, Ay, Az v8ak mohou byt rtizné. Tedy As bude ve vSech soustavich stejné, v naSem piipadé nulové:
As? = —CPAB 4 Ax + Ay3 + Az} = —PAB + Axd + Ay + Az = 0.

2Protoze na$ inercidlni systém je relevantni jen lokalng, volime jen malé rozdily soutadnic.

3Metricky tenzor je obdobou Minkovského tenzoru ze specialni teorie relativity. Podobné jako pro Minkovského tenzor tedy musi platit,
Ze existuje smér, v némz je ds? < 0, to je smér &asovy, a tfi nezavislé sméry, v nich je ds*> > 0. To jsou sméry prostorové.



Tedy ds? = —c?dt* + dR* + R?d¢?* + dz*.
Pokud nechdme cas konstantni, dostdvdme obvykly pfedpis pro méfeni vzdalenosti ve valcové soufadné
soustavé: dI? = dR? + R*d¢? + dz?.

Ptiklad s rotujicim diskem Velmi zajimavy je dalsi pfiklad, kdy zavedeme valcové soufadnice spojené s diskem
rotujicim dhlovou rychlosti w. Tedy: ' = t, R" = R, ¢/ = ¢ — wt, 2/ = z. KdyZ napoéitdme vSechny derivace,
ziskdme Ctyfinterval ds? = —c? (1 — %) dt? + dR”? + R?d¢"? + dz"? + 2wR?d¢/dt .

Vimnéme si, e vyraz obsahuje i smiSeny &len 2wR?d¢’dt’ a gup v tomto piipadé tedy neni diagonalni jako
minule.

Pokud déle pouzijeme vztah specidlni teorie relativity pro vlastni ¢as hodin dt =
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prostorové soufadnice konstantni, ® ziskdme pro vlastni ¢as hodin unasenych na disku dt = /1 — %dt’ .
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Vidime, Ze ¢as na rotujicim disku bézi pomaleji, a to tim vice, ¢im vzdalenéjsi jsme od osy otaceni.

Predstavme si, Ze ve stfedu disku blikneme a svételny signal zachytime ve vzdalenosti r. Disk se mezitim
pootoéil o thel « = arcsin (£R’) .7

Zvolme r tak, aby thel pootoceni byl pravé 90°, ¢ili 5. Tedy 5 = arcsin (%r). To je pravé mezni polomér, kdy
bod na kraji disku dosahuje rychlosti svétla. 8 Svétlo za né&aky ¢as dorazilo ze sttedu disku na jeho okraj. Za
tentyz cas opsal bod na okraji disku také rychlosti svétla ¢tvrtkruznici. Musime tedy pfipustit, Ze délky tohoto
polomeéru a této ¢tvrtkruZnice jsou stejné. Pro obvod této kruznice pak vychazi O = 4r (jako na kouli pro rovnik)
a nikoli euklidovské O = 27tr. Tedy geometrie na rotujicim disku nemtize byt euklidovska.

Zjistili jsme, Ze rotace disku zak¥ivuje ¢as i prostor. Pfesto se naim podafilo situaci popsat pomoci vztahti mezi
soufadnicemi resp. pomoci metrického tenzoru. Bylo to naSe prvni setkani s opravdu zak¥ivenym ¢asoprostorem.
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“4Pro hodiny spojené se soustavou soufadnic jsou prostorové soufadnice konstantni a tedy ds? = —c2dt2.

5Tedy dR,d¢,dz budou nulové.

6Uvazujeme jen tak velky disk, aby obvodové rychlost nepteséhla rychlost svétla. Oba piiklady zpracovéany podle [1, strany 83-86].
7Jaky ¢as t' mezitim uplynul a o jaky uhel se disk mezitim pootoéil? Pro svételny signél plati ds = 0. Pokud ¢ i z budou konstantni,
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pak 0 = —c2 (1— %) 2 + dR?, tedy c? (1 - %) dt? = dR?, tedy dR' = c\/1— K24t tedy [ ﬁdw = [cdt, tedy
T

L arcsin (R’) = ¢’ + K. Necht pfi #' = 0je R = 0. Pak K = 0 a # = L arcsin (£R’). Disk se tedy oto&i o thel # = w.L arcsin (2R’) =
arcsin (4R’).
82 — arcsin (¥r), tedy 1 = %7, tedy wr = c.




