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Horni a dolni indexy v obecné teorii relativity

V obecné teorii relativity jsme se setkali s hornimi a dolnimi indexy. Udélejme si potadek v tom, kam se ktery
index piSe a jaké veli¢iny v teorii vystupuji.
Skalarem nazveme veli¢inu, kterd je ve vSech soustavach stejnd. Pfikladem je vlastni ¢as astice T.
Kontravariantni vektory v* maji index nahofte. Jejich defini¢ni vlastnosti je, Ze pokud pfechdzime od soustavy

soufadnic x* k soustavé yf, transformuji se vztahem: v/ = %.v"‘. (P¥ipominame Einsteinovu s¢itaci konvenci;
zde se¢teme pres indexy «.) Pfikladem kontravariantnich vektort jsou pfimo diferencidly soufadnic dx* nebo
Ctyfrychlost u®.

Kovariantni vektory v, piSeme s indexem dole. P¥ikladem muze byt parc' al ni derivace skalaru aa = aaxﬂa
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Tenzory mohou mit nahote i dole libovolny pocet indextl. Jejich defini¢ni Vlastnostl je, ze se transformup podle

Defini¢ni vlastnosti kovariantnich vektort je, Ze se transformuji podle vztahu: v/ 5= v,x (Opravdu j ]e

T ayH dy Ixt 9x¥ ap... v . oy v P . .. .
vztahu: Ty, " = I 9P P AT .. Ty..". Je v8ak tfeba upozornit, Ze ne vSe, co ma v obecné teorii relativity

indexy, je tenzor. Napf. Chrlstoffelovy koeficienty I ;fl, tenzory nejsou, protoze nesplituji pfislusny transformacni
vztah.

Dodefinujme k metrickému tenzoru g, inverzni tenzor g*P . Tedy gaﬁ.gm =0 = . Tyto
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dva tenzory jsou velmi dileZité, protoZe s jejich pomoci mtiZeme piesouvat indexy shora dolti a opa¢né. Rika
se tomu sniZovani resp. zvySovani indexu: Napf. v*.g,5 = vg. Nebo Ty5.8"7. gh? =T

Nyni se jesté na chvilku vratme k Einsteinové sumaéni konvenci. MiiZeme ji pouZit nejen v podobé ¢ ai a% =

a" nebo v".g,5 = vg. Dalsi moZnosti je i Ty = T. Této préci s tenzory se fikd tzeni tenzoru. Z tenzoru ctyr1 krat
ctyrl tak vyrobime skalar. S GZenim se je5té setkdme.
Nyni se budeme vénovat derivacim. Parcidlni derivaci podle soufadnic znac¢ime ¢arkou pfed indexy, podle

nichZ derivujeme. Tedy nap¥. vektor a, = % je parcidlni derivace skaldru a podle &tyt soutadnic. ! Nebo napt.

Tf;ﬁ = aaﬂ,f Tento objekt ma 4.4.4 = 64 slozek. Naproti tomu TM3 = aaT * ma slozky jen Ctyfi.

Parcidlni derivace skaldru je vektor. Avsak parcidlni derivace vyssich tenzorti v zakfiveném casoprostoru uz
obecné tenzory nejsou. Proto misto parcidlni derivace zavddime tzv. kovariantni derivaci, kterd v zakfiveném
casoprostoru vystupuje misto derivace parcidlni a s vlivy zakfiveni uz pocitd. Znaci se misto ¢arky sttednikem
a je definovana vztahy:

kontravariantni vektor ﬁ = A}:g +T, # wp’ AR
kovariantni vektor Bug=Byupg—1T, ;ﬁ.B,X
obecny tenzor Tob o = Tab o + T8, Tl + Thp T + .. = T Teh — L. Tybr — ..

Kovariantni derivace tenzoru jiz je tenzor. Tedy napf. T‘;ﬁ je tenzor tfetiho fddu a Tfi’g je vektor.

! Takovy vektor se nazyva gradient a.
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Obdobnd situace nastdva, pokud sledujeme néjaky vektor A* podél kfivky popsané parametrem A. Pak
derivace % nemd v zakfiveném Casoprostoru ty spravné transformadni vlastnosti a neni tudiz vektorem. Za-
vadime proto misto obycejné derivace tzv. absolutni derivaci, ktera v zakfiveném ¢asoprostoru nahrazuje derivaci
obycejnou a se zakfivenim jiz pocita. Je definovana vztahy:

kontravariantni vektor Dd‘;l\}l = dat 4 F Ax b
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kovariantni vektor = o Hﬁ'B”" h
. DT
obecny tenzor = me;p.%

Vsimnéte si, Ze ve tfetim fadku je stfednik a k definici jsme tedy pouZili kovariantni derivaci.

Absolutni derivaci tenzoru je opét tenzor.

Pti zobectiovani prirodnich zdkont pro zakfiveny prostorocas tedy nahrazujeme obycejné derivace derivaci
absolutni a parcialni derivace derivaci kovariantni.

Tedy napf. prvni Newtontiv zdkon bude v obecné teorii relativity vypadat takto: D‘% = 0 Opravdu. 2 Po

rozepsani ziskdme nam jiz zndmou rovnici volného padu % (u®) + Ly utu” =0 3
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