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Nezakfivené sférické soufadnice

VyuZijme ziskané poznatky na jednom velmi zajimavém piikladé, totiz vypoctu ¢erné diry. Budeme uvaZovat
tzv. Schwarzschildovu ¢ernou diru, tedy diru nerotujici a bez elektrického naboje. Situace tedy bude sféricky
symetrickd. Podivejme se nejprve, jak se pracuje s obycejnymi sférickymi soufadnicemi v nezakfiveném prostoru.
Zavedme si kartézské (x,y,z) = (¢1,¢2,¢%) a sférické (r, ¢,0) = (x!,x2,x%) soufadnice.

Sférické soufadnice :

o= L polomér
x> = ¢ ... zemépisnd 3itka
x> = 6 ... zemdpisnd délka

Pocatky obou soutadnych soustav splyvaji. Pak mezi kartézskymi (¢!, &%, &%)a sférickymi (x?, x?, x>) soufadnicemi
plati tento vztah:

&' = r.cosf.cos¢
& = r.cosf.sing
& = r.sinf
.. respektive ...
& = xlcosx® cosx?
Cz = x'.cosx®. sinx?
53 = xl.sina®

Pro malou vzdalenost dI plati Pythagorova véta:

ai? = (a")" + (42) + (4°)” = Juag.a’,

100
Jw=10 10 |.
00 1

a
Protoze d¢* = g%.dxb, (pozor - sumacni konvence), mtiZzeme psat:

kde

az" ag" ot
= Jp-dE".AEY = Jab-5 5 —dx® ai.dxd = (I“b'aic'aid> AxC.dx? = goq.dx©.dx?
Konkrétni podobu g.; spo¢teme sice zdlouhavé, ale snadno. Napft.:
_ % agt
o¢t ot ozt 8(;‘2 o¢t a3 oz? agl 9¢2 92 o¢2 93 o¢3 ot
= Ju. 32l 9xl + J12. 5l 9 + 13 32l 9xl + Jo1- 51 9 +]22-@-@+]23-@-a + J31- 5l 9l

= 1l.cosf.cos@.cosB.cos ¢ +0+040+1.cosB.sin¢.cosf.sinp +0+4 040+ 1.sin0.sin 6
= cos?#. (cos2 @ + sin? go) +sin?6 =1



Timto zptisobem ziskdme tenzor:

1 0 0
=10 r2cos?f 0
0 0 r?

Vzdalenost ve sférickych soutadnicich tedy pocitame: dI? = dr? + r? cos? 0.dg? + r2d6>.

Metricky tenzor pro sféricky symetrickou situaci

Povzbuzeni tispéchem se pokusme o vypocet metriky cerné diry. NapiSme si obecny metricky tenzor. Tenzor je
symetricky, prvni sloZka je ¢asova:

Sup (1, 9,0) =

— T M
~ T O M
o Ne Ry
D0 ~—

kde A, B,...] jsou funkce t,7, ¢, 6.

Situace je kulové symetricka. Vzdalenost by se proto neméla zménit, pokud thly ¢ resp. 6 budeme pocitat po
nebo proti sméru hodinovych rucicek (tedy pokud misto d¢ resp. 40 budeme pocitat s —d¢ resp. —df). Z toho
okamzité plyne, ze H,F, ], I, G musi byt nulové. (Protoze napt. ¢len G.dg.d6 by pfi zdméné dp — —d¢ zménil
znaménko.)

Situace je kulové symetricka. Metrika na kulové plose pro konstantni t a r by proto méla odpovidat situaci
na kulové plose s néjakym polomérem R. Jaky je vztah mezi R na jedné strané a r a t na strané druhé, zatim
nevime. Metriku na kulové plose opiSeme z tenzoru g,, z minulé kapitolky. Na§ metricky tenzor pro kulové
symetrickou situaci zatim vypad4 takto:

A E 0 0
E B 0 0
Sap (1,1, 9,0) = 0 0 R2%2cos?6 0
0 0 0 R?

Soufadnice r je zatim libovolnd veli¢ina, kterd jednoznacéné urcuje, kterou kulovou plochu médme na mysli.
(NemtiZeme ji apriori chédpat jako , vzdalenost” od stfedu, protoZe jak méfit vzdalenost ndm ukaZe az metricky
tenzor.) Predpokladejme, Ze tuto vlastnost ma i R a volme ze v8ech mozZnych voleb soufadnici r pravé tak,
aby r = R, kde R néjaké kulové plochy mtizeme definovat napf. jako obvod hlavni kruznice déleny 27t (nebo
odmocninu z povrchu kulové plochy délenou 47).

Soutadnice t je zatim libovolnd veli¢ina, kterd jednozna¢né uréuje asové okamziky. Cas ubihd pro riizné
skutecné i myslené ¢astice rtizné se pohybujici v okoli ¢erné diry rtizné. Mame tedy na vybér mnoho rtiznych
¢asti. Tuto nejednoznac¢nost vyuZijeme k tomu, %e zvolime pravé takové t, aby ¢len E byl nulovy. Cili ¢as t
budeme postupné konkretizovat tak, aby se ndm s nim dobfe pocitalo a teprve, az bude metricky tenzor hotovy,
budeme se ptat, jaky md pravée takovyto cas fyzikalni smysl.

S néjakou obecnou soufadnici ¢ zatim nase metrika vypada takto:

ds*> = A.dt* +2E.dt.dR + B.dR* + R?cos® 0.dg* + R*d6>

2 2
A. (dt2 + z.g.dR.dt + (i.dR) ) — %.dRz + B.dR? 4 R? cos? 0.dp* + R>d6?
E . \? E2
= A (dt + A.dR) + (B - A) AR? 4 R% cos? 0.dgp? + R>d6?

Zvolme novou veli¢inu T tak, aby platilo: dT = dt + %.dR. Necht tato veli¢ina charakterizuje ¢as (A je zaporné)

a veli¢ina R necht charakterizuje prostorovy rozmér (B — % je kladné). Pak naSe metrika ma v soufadnicich
T,R, ¢,0 tvar:

K 0 0 0
0 L 0 0
Sup (TR, ,0) = 0 0 R2%cos?26 0 ’

00 0 R2

kde K a L jsou néjaké funkce. Protoze situace je sféricky symetrickd, nemohou funkce K a L zaviset na tthlech
¢ af. Ka L jsoutedy pouze funkci T a R.



Dosazeni do Einsteinova gravita¢niho zikona

Predpokladem o sférické symetrii se nAm metricky tenzor radikalné zjednodusil. Abychom mohli déle konkretizo-

vat funkce K a L, musime dosadit do Einsteinova gravita¢niho zdkona.

Za&neme tim, Ze funkce K a L pfepiSeme do tvaru: K = —c?.e?® a L = ¢?A. Jedinym dtvodem je, Ze se ndm

tak bude lépe pocitat.
Dale spocteme 64 Christoffelovych symbolt dle rovnice:

1
F;fv = 58‘00 (_gyv,(r + Qouy + gmr,y)

Dale spocteme 256 slozek Riemannova tenzoru dle rovnice:
[ i3 P a P ra
prs = Tgoy = Tpys + TpsToy = TgyTps
Dale spocteme 16 sloZek Ricciho tenzoru dle rovnice:
—_ RP
Rup = Rypp

Déle spoc¢teme skaldrni kiivost dle rovnice:
R =R}

Dale spocteme Einsteintiv tenzor na levé strané gravitacniho zakona dle rovnice:
1
Ga‘g = Raﬁ - ERg"‘ﬁ
Vypocet je sice pfimocary, ale dost zdlouhavy. !

Praci ndm znacéné uSetfi rizné symetrie. Napf. Riemanntiv tenzor md jen 20 nezavislych sloZek.
Uvedme pouze vysledné sloZzky Einsteinova tenzoru:

1
— 2 2P —2A l
G =~y e (1-2RA) -1
1
— 2A —2A !
Gn = s [e (14 2R®') —1}
1Jako piiklad téchto vypoitt si spodteme ;. K vypoctu budeme potiebovat matici g*F, kterd je inverzni k matici Sup- Tedy
K 0 0 0 ¥ 0 0 0
0 L 0 0 0 1 0 0
8ap (TR 9O =| o o Rrcos?e 0 §P(TReO=| o e 0
COs’
0 0 0 R? 0 0 0 &
K vypottu I} pouZijeme vzorec:
1
Iy = 5810 (=801.0 + 8001 + 810,0)

1 1 1 1
= ng (—8o1,0 + goo,1 + &100) + Egll (—go1,1 + 8101 + 811,0) + Eglz (—go1,2 + 8201 + 8120) + Egls (—801,3 + 8301 + &13,0)

Protoze g0, ¢'% i g3 jsou nulové, ztistane ndm pouze druhy &len.

1
Iy = Egn (—8o1,1 + 8101 + &11,0)

ProtoZe go1 i 10 jsou nulové, budou i jejich derivace podle soufadnice R nulové. Vyraz se ndm proto zjednodusil na:

Iy = %gllgll,o
11 0L
2°'L°oT
1 1 0924
2247 9T
%.eZLA.EZA.Z.A
A

Tecka znamend derivaci podle T.



R? C o
Gp = _?.3*2‘1’. A+ A% - Acb} + R%e A, [cp” + 07— A+ % (@' —A)
G33 = Gzz.sinzé)
2 .
Go1 =G = A

Tecky znamenajf derivaci podle T, ¢arky derivaci podle R.

Vesmir kolem &erné diry pfedpokldddme zcela prazdny. Tedy nulova je hustota energie, hybnost hmoty i
tlaky. Na pravé strané tedy mame nulovy tenzor. Ziskali jsme tedy téchto pét parcidlnich diferencialnich rovnic
druhého tadu pro dvé neznamé funkce A(R,T) a (R, T):

—cz.ezq).%. e (1—2RA) 1] = 0
e“.%. e (14+2R9) —1] = 0
_12722'6,2@' A+ A2~ Ad| + R22A, {cb” PN % (@ -] = o
Goo. sin2_9 =0
2A =

Reseni rovnic

AZ sem jsme dospéli postupem sice dlouhym, ale viceméné mechanickym. Nasleduje vyfeSeni ziskané soustavy
rovnic, coz miize byt nékdy velmi tvrdy ofiSek. Nastésti v tomto pfipadé to az tak t€zké nebude.

Pokud je splnéna tfeti rovnice, je ¢tvrtd rovnice splnéna automaticky. Proto ji vynechdme. Zbudou c¢tyfi
rovnice. Déle vydélme faktory, o kterych pfedpoklddame, Ze jsou nenulové. :

e (1-2RA) -1 =
e (142RP) -1 =
R? —2¢ | x A2 A d 2,-2A " 2 I\ 1 / !
— e B[R+ A2 = Ad| + R0+ 02— 0N 4 o (¢ =) = 0
A =0
Ze ¢tvrté rovnice plyne, Ze funkce A nezavisi na case T a je tedy funkci pouze R:
A= A(R)

Tedy prvni rovnice je vlastné diferencidlni rovnici prvniho fadu v jedné proménné R. Rovnice je separovatelnd,
tedy ji snadno za pomoci nékolika substituci vyfesime. ReSenim je:

1 1
Azih’lik,
-z

kde k je libovolna konstanta. Dosazenim zjistime slozku L:

Hura! Ze ¢tvrté a prvni rovnice jsme spocetli, az na konstantu, pfedposledni slozku metrického tenzoru.

Nyni odeltéme prvni a druhou rovnici. Zjistime, ze A’ + @' = 0, tedy (A + @) =0, tedy A+ @ = f(T), kde
f(T) nezéavisi na R a je né&jakou funkei pouze ¢asu T.

Z prvni a druhé rovnice jsme zjistili, Ze

1

= f(T) = A= f(T) - 3 In——,
R



Zbyva nam tieti rovnice. Cely prvni ¢len je roven nule. Podélime vyrazem R?~2" a do hranaté zavorky
dosadime A/, ' a @”. Zjistime, Ze tfeti rovnice je jiz automaticky splnéna a proto ji nemusime uvazovat.
Vypocet se ndm tspésné chyli ke konci, v posledni nezndmé slozce K ndm vSak stale zbyva nezndma funkce

f(T):

21 F(T) =1 n L
K= _R22% — _2, [f( )—2 nl%} — _R22f(T) (1 _ 1’;)

Metrika tedy zatim vypada takto:

ds? = 20, (1 - 1’;) AT+ — L 4R? 4 R? cos? 0.dg? + R2d6>
R

k 2 1
—c2. (1 - R) (M dT) + AR+ R cos” 0.dg” + R*d6°
R
Druhy pfepis nam ukazuje, Ze pokud misto ¢asové soufadnice T pouzijeme ¢asovou soufadnici T, takovou,
7e dT" = /() dT, metrika se ndm zjednodusi na pekny tvar:

ds®> = —c2. (1 — I’;) AT? + l%dRz + R% cos? 0.d¢p? + R>d6?
~ R

Provedli jsme tedy jiz druhou konkretizaci ¢asu.
Pro soufadnice x* = (T/,R, ¢,0) dostdvame metricky tenzor:

~2(1-%) o 0 0
0 1 0 0
8up (TR, 9,0) = -k
0 0 RZcos?6 0
0 0 0 R2

Interpretace T’

Béhem odvozovani jsme uvazovali nékolik riznych ¢asovych soufadnic, aZ jsme dospéli k pro nas nejvyhodnéjsi
soufadnici T’. Jakou ma4 tato soufadnice fyzikalni interpretaci? UvaZujme astronauta, ktery je velmi daleko od
cerné diry ( R — o0) a vi¢i nasim soufadnicim se nepohybuje. Jeho metrika bude mit tvar:

ds* = —c2.dT"?
N

Vlastni ¢as je Cas, ktery by méfil astronaut na svych hodinkach. Spocte se obecné jako: dt = *—
ptipadé dava dt = dT’'. Cas T' tedy odpovida ¢asu, ktery by na svych hodinkach méfil astronaut, ktery se vidi
¢erné dife nepohybuje a je od ni limitné vzalen v nekone¢nu.

, COZ V nasem

Vypocdet konstanty k

Metriku médme spoctenu az na neznamou konstantu k. Tato konstanta bude patrné souviset s hmotnosti ¢erné
diry. Jak konstantu k spocitat? Zakladni myslenka je velmi jednoduchd. Budeme pfedpokladat, ze velmi daleko
od ¢erné diry bude zakfiveni ¢asoprostoru (=gravitacni pole) tak slabé, Ze pfedpovédi Einsteinovy i Newtonovy

teorie budou takika totoZné. Porovnanim obou pfedpovédi pak ziskdme nezndmou konstantu.
Budeme uvaZovat astronauta, ktery se vii¢i nas§im soufadnicim nepohybuje a ktery je od cerné diry hodné
vzddlen ( R — ). Cas T = T’ je jeho vlastni ¢as. Na tohoto astronauta bude ptisobit dostfedivé zrychleni
d’R

a = a2

Newtonowa teorie pro toto zrychleni dava:

M

a = _Gﬁ’

kde G je gravita¢ni konstanta a M je hmotnost cerné diry. R by v nezakfiveném prostoru odpovidalo vzdélenosti
od cerné diry.



Einsteinovské feSeni ziskdme z rovnice volného padu, se kterou jsme se jiz setkali v ¢lancich ,Soufadnice” a
,Horni a dolni indexy”:
Du*

dt =0

% (u") + Ly utu” =0

Ctytrychlost u* je derivaci polohového Easoprostorového vektoru (T, R, ¢, 6)podle vlastniho asu 7. Astronaut
se na pocatku déje viac¢i soufadnicim nepohybuje, tedy

u® = (1,0,0,0)

Protoze nas zajima druhd derivace soufadnice R (tedy index 1), budeme fesit:

a% (ul) +F;V.u”.uv =0

Druhy ¢len v sobé zahrnuje Sestnact soucinti, z nichz jen jeden je nenulovy. ReSime tedy:

% (u1> + Iy ulu® = ﬂ% (ul) + 12 =0

K vypottu I, poZijeme vzorec
1 1 1o
Io = 587 (~8ooe + 8000 + 8or0)
1 49 1 4 14 1 43
= Eg (—800,0 + 00,0 + 00,0) + Eg (—&00,1 + &10,0 + o01,0) + Eg (—800,2 + 8200 + 802,0) + Eg (—800,3 + §30,0 + 803,

1
= 0+ 58" (8001 +0+0) +0+0

L) (R =

#x
dt?

N =

k k
= (1-%)

Pro velkd R mtizeme druhy ¢len v zdvorce zanedbat a dostdvame:
@R 1k
~dt? . 2°R?

Porovnanim Newtonova a Einsteinova vysledku ziskavame:

2" R2 SR
Tedy:




Zavér

Zjistili jsme, Ze metrika v prazdném vesmiru v okoli ¢erné diry je dédna rovnici:

2GM
c2.R
Pfislusny metricky tenzor je:
—2, (1 — zggg) 0 0 0
0 1 0 0
Sup (TR, 9,0) = -2k
0 0 R%cos?6 0
0 0 0 R?

e cje rychost svétla

e G je gravita¢ni konstanta

e M je hmotnost ¢erné diry

e ¢ je thlova soufadnice (zemépisna délka) - nabyva hodnot 0...27
e 0 je tthlové soufadnice (zemépisna $ifka) - nabyva hodnot —7 ... 7
¢ R je obvod hlavni kruZnice déleny 27 - jakysi zobecnény polomér

e T’ je ¢as, ktery méfi na svych hodinkdch nepohybujici se pozorovatel limitné vzdaleny v nekone¢nu
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